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외바퀴 로봇의 동적 속도 제어 

Dynamic Speed Control of a Unicycle Robot 
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Abstract: This paper presents a new control algorithm for dynamic control of a unicycle robot. The unicycle robot motion consists of 
a pitch that is controlled by an in-wheel motor and a roll that is controlled by a reaction wheel pendulum. The unicycle robot doesn't 
have any actuator for a yaw axis control, which makes the derivation of the dynamics relatively simple. The Euler-Lagrange equation 
is applied to derive the dynamic equations of the unicycle robot to implement the dynamic speed control of the unicycle robot. To 
achieve the real time speed control of the unicycle robot, the sliding mode control and LQ regulator are utilized to guarantee the 
stability while maintaining the desired speed tracking performance. In the roll controller, the sigmoid-function based sliding mode 
controller has been adopted to minimize the chattering by the switching function. The LQR controller has been implemented for the 
pitch control to drive the unicycle robot to follow the desired velocity trajectory in real time using the state variables of pitch angle, 
angular velocity, angle and angular velocity of the wheel. The control performance of the two control systems form a single dynamic 
model has been demonstrated by the real experiments. 
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I. 서론 
모바일 형태의 균형 제어 로봇에 관한 연구는 국내외적으
로 많이 이루어져 왔으며 대표적으로 차륜형 역진자에 관한 
연구를 들 수 있다. 이러한 결과로 차륜형 역진자 연구와 응
용은 학문적, 상업적으로 많은 사례를 찾아볼 수 있다. 근래
에는 차륜형 역진자 외에도 새로운 형태의 모바일 로봇이 관
심을 받고 있고 예로 일본 HONDA사의 ‘UX-3’, Murata사의 
‘Murata Girl’ 을 들 수 있다. 하지만 위와 같은 새로운 형태에 
관한 국내에서의 연구는 부족한 실정이다. 그렇기 때문에 본 
논문에서는 ‘Murata Girl’과 같은 외바퀴 로봇에 대한 균형 제
어와 주행 제어에 대해서 다룬다. 
외바퀴 로봇에 관한 연구는 80년대부터 미국과 일본에서 
연구가 진행되고 있다. 1987년 Stanford 대학의 A. Schoonwin-
kel은 처음 자신의 박사 논문에 인간형 외바퀴 로봇의 동적 
모델을 제시하고 선형화 후 최적 제어방법으로 구현했다[1]. 
1997년 Tokyo 대학의 Yamafujji 교수는 외바퀴 로봇을 상단의 
턴테이블과 하단의 회전 바퀴 형태의 동적 모델로 제시하고 
PI제어기를 이용하여 제어하였다[2]. 본 연구실에서도 지난 
몇 년 동안 외바퀴 로봇에 대한 연구가 진행되어 왔다. 하지
만 초기 모델에서는 yaw 방향에 액추에이터가 포함되어 있
었기 때문에 동역학 방정식을 구하는 과정이 복잡하였고, 이
로 인해 제어기 설계 과정이 까다롭고 연산량 또한 증가하는 
문제가 있었다[3-5]. 따라서 yaw 방향에 액추에이터가 없는 

그림 1과 같은 외바퀴 로봇을 구성하고, 로봇의 동역학 모델
을 도출하여 이를 바탕으로 모델링 기반의 제어기법으로 자
세 제어와 주행제어를 하고자 한다.  
그림 1(a)는 실험에 사용된 외바퀴 로봇으로 회전 관성을 
크게 하기 위해서 디스크의 형태를 그림과 같이 결정하고, 
구조는 무게 축이 로봇의 중심에 있도록 구성된다. 그림 1을 
통해서 외바퀴 로봇이 상단의 reaction wheel pendulum 방식과 
하단의 inverted pendulum방식의 조합으로 이루어짐을 확인할 
수 있다. 그림 1(b)는 1997년 Yamafujji 교수가 고안한 외바퀴 
로봇으로 상단의 턴테이블과 하단의 회전 바퀴를 확인할 수 
있고 본 논문에서 실험된 외바퀴 로봇과 비교해서 초기에 고
안된 외바퀴 로봇의 구조가 다르다는 것을 알 수 있다. 
자세 제어를 하는데 roll 축과 pitch 축에 각기 다른 종류의 
제어기를 적용한다. Roll 축에는 시스템의 상태를 슬라이딩 
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그림 1. 외바퀴 로봇. 
Fig.  1. Unicycle robot. 
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평면으로 도달시켜 구속 함으로써, 강인한 제어 특성을 보이
는 슬라이딩 모드제어기를 이용하였다. 슬라이딩 모드 제어
의 제어 입력은 등가 제어 입력과 강인 제어 입력으로 구성
된다. 등가 제어 입력은 시스템을 모델화하여 얻어진 시스템 
상태를 이용하여 리아프노프 안정도 조건을 만족시키는 입
력으로 결정이 된다. 그리고 강인 제어 입력은 시스템 모델
화 과정에서 발생하는 오차와 외부 외란 등을 보완해 주는 
역할을 하고 일반적으로 강인 제어 입력으로 스위칭 함수인 
sgn 함수를 사용한다. 하지만, sgn 함수 응답 특성 때문에 이 
함수의 출력 이득을 점점 증가 시키면 채터링 현상이 발생하
게 되고 이 현상은 구동 부에 심각한 손상을 초래하거나 시
스템 상태에 외란으로 작용하므로 자세 제어를 위해서는 반
드시 줄여야 한다. 본 논문에서는 채터링 현상을 스위칭 함
수 중에서 sigmoid 함수를 이용하여 채터링 현상을 줄인다. 
그리고 pitch 축에는 동역학을 바탕으로 각 상태의 가중치에 
따른 이득을 이용하는 LQ Regulator를 제어기로 사용하고, 이 
LQR을 이용하여 pitch 축의 자세 제어와 주행 제어를 한다.  

 
II. 동역학 

이번 장에서는 외바퀴 로봇의 동역학 방정식이 유도된다. 
이 동역학 방정식은 시스템의 운동 에너지와 위치 에너지의 
정보를 이용하는 라그랑지 방정식을 이용하여 도출된다.  
좌표축은 그림 2와 같이 설정이 되고, M1 은 바퀴의 질량, 

M2 는 몸체의 질량, M3 는 회전 디스크의 질량을 나타낸다. 
그리고, θ는 바퀴의 회전 각도, ψ 는 몸체가 피치 방향으로 기
울어진 각도, θR 은 몸체가 roll 방향으로 기울어진 각도, θD 
는 디스크의 회전 각도를 의미한다. Rw 은 바퀴의 반지름을 
의미하고, L 은 몸체의 중심까지의 거리를 의미한다.  
일반적으로 라그랑지 방정식을 이용하여 시스템의 동역학
을 구하는 방법은 그 시스템의 운동에너지와 위치에너지를 
필요로 한다[6]. 
먼저 운동에너지를 구하기 위해서는 위치벡터를 알아야 
한다. 여기서 1r

r
은 바퀴의 위치 벡터, 2r

r
는 몸체의 위치 벡

터, 3r
r
는 디스크의 위치 벡터를 의미한다. 
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여기서 속도벡터는 i
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는 아래와 같다.  
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여기서 외바퀴 로봇의 병진 운동에너지를 알 수 있게 된다. 
병진 운동에너지 T1 은 

 1 1 1 1 2 2 2 3 3 3
1 1 1( ) ( ) ( )
2 2 2

T M v v M v v M v v= × + × + ×
r r r r r r  (8) 

을 통해서 구할 수 있고, 아래와 같다. 
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그리고 운동에너지는 회전 관성 에너지를 포함하므로, 회전
관성에너지 T2 는 [7] 

 

2 2 2 2
2

2

1 1 1( )
2 2 2

1 ( )
2

w mo

d R D

T J J n J

J

yq q y y

q q

= + - +

+ +

& & & &

& &
 (10) 

전체 운동에너지는 T 는 T1 과 T2 를 합하여 구할 수 있다.  
다음으로 위치에너지 V 를 구하면 
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이제 라그랑지안 (Lagrangian)을 구할 수 있고, 라그랑지안
은 운동에너지에서 위치에너지를 뺀 것과 같다. 본 논문에서 
라그랑지안을 Lag로 표기 하였다. Lag는 아래와 같다. 

 

 
그림 2. 외바퀴 로봇의 구조도. 
Fig.  2. Structure map of the unicycle robot. 
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  (12) 
이제 동역학 방정식을 구하기 위해서 라그랑지 방정식에 
라그랑지안을 대입하여 계산한다. 라그랑지 방정식은 다음과 
같다[8]. 

 d Lag Lag
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여기서 [ ] .T
R Dq q y q=q  외바퀴 로봇의 전체 동역학 

방정식이 구해지고, 아래와 같은 결과를 얻을 수 있다.  
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위에서 , , ,D R q yt t t t 는 각 디스크에 작용하는 토크, roll 축

으로 작용하는 토크, 바퀴에 작용하는 토크, pitch 축으로 작
용하는 토크를 의미한다. 전압을 이용한 시뮬레이션과 실험
을 하기 위해서 모터 동역학을 이용하여 도출된 동역학 방정
식에서의 토크 입력을 전압 입력으로 변환할 필요가 있다. 
전압과 토크는 다음과 같은 관계를 가진다. 
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위의 식을 토크 입력에 대입하면 전압 입력의 동역학 방정

식이 얻어진다. 위 식에서 t
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b 로 표기 되었고, 밑에 첨자를 붙여 roll과 pitch를 구분하였

다. 동역학 방정식을 유도하면서 사용된 각 parameter 값은 
표 1과 같다.  

 
III. 제어기 

이 장은 지금까지 구해진 외바퀴 로봇의 동역학 방정식을 
이용하여 제어기를 구성하는 부분이다. 외바퀴 로봇은 roll과 
pitch에 각각의 액추에이터를 가지고 있고, 이 액추에이터들
을 이용하여 자세 제어와 주행 제어를 하기때문에 두 개의 
액추에이터를 적절히 제어하기 위해서 두 개의 제어기를 설
계한다. 즉, Roll 축에는 슬라이딩 모드 제어기를 pitch 축에는 
LQR 제어기를 설계한다.  
그림 3은 외바퀴 로봇의 자세 제어를 위해 구성된 시스템
의 전체 block diagram을 나타낸다. 외바퀴 로봇의 센서를 통
해서 각 상태를 피드백 받아서 기준 값과의 비교를 거쳐 제
어기로 들어가게 된다.  
1. Pitch 제어기 

그림 4는 controller에서 pitch 축에 구성된 LQR 제어기를 
따로 분리하여 보여주는 block diagram이다. Block diagram에 

표   1. 동역학에서 사용된 parameter의 값. 
Table 1. A value of symbol used in dynamic equation. 

Symbol Value 
M1 1.425 [ ]kg  

M2 4.075 [ ]kg  

M3 1.300 [ ]kg  

Rw 0.110 [ ]m  

RD 0.200 [ ]m  

L 0.225 [ ]m  

G 29.81[ / ]m s  

Jd 
20.1840 [ ]kg m  

Jy  20.1951[ ]kg m  

wJ  20.0086 [ ]kg m  

moJ  20.0001[ ]kg m  

bJ  20.0928 [ ]kg m  

 

 

 
그림 3. 전체 시스템의 block diagram. 
Fig.  3. Block diagram of total system. 
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표시된 이득 K는 앞장에서 도출된 동역학을 이용하여 
Matlab에서 제공하는 LQR toolbox로 얻어졌다[9-11]. 
시스템 행렬은 아래와 같고, 

 pitu=x Ax + B&  (19) 

시스템의 상태는 [ ]y y q q=x && 로 설정하였다. 여기

서 pitu 는 전압을 뜻하고, 식 (14), (15)를 식 (18)을 이용해 변

환하여 얻어지는 전압과의 관계식에서 얻어진다. 전압과의 
관계식을 정리하여 표현하면 
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이다. pitu 은 pitV 을 나타낸다. 위의 식을 정리하여 시스템 

행렬로 표현 할 수 있다. 
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이득 K를 구하기 위해서 가중치 행렬 R과 Q도 결정을 해
야 한다. R값은 1이고, 가중치 행렬 Q는 다음과 같다. 
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위의 과정을 통해서 구해진 행렬들을 이용하면 이득 행렬 
K는 다음과 같이 얻어진다.  

 [ ]166.3 51.3 2.2 8.7= - - - -K  (28) 

최종 입력 전압 pitu 는 pitu = -Kx 로 결정되고 x 는 시스

템 행렬에서 설정된 상태와 동일하다. 
2. Roll 제어기 

그림 5는 controller에서 roll 축에 구성된 슬라이딩 모드 제
어기를 따로 분리하여 보여주는 block diagram이다.  

Roll 축의 슬라이딩 모드 제어기를 설계하기 위해서는 먼
저 슬라이딩 표면을 설정해야 한다. 슬라이딩 표면은 다음과 
같다[12-14]. 

 roll roll roll rolls K e e= + &  (29) 

여기서 rollK 는 상수이고, rolle 는 roll 축의 기준 입력과 현재 

roll각도와의 차이를 의미한다. 

 
그림 4. Pitch 축 제어기의 block diagram. 
Fig.  4. Block diagram of pitch controller. 

 

 
그림 5. Roll축 제어기의 block diagram. 
Fig.  5. Block diagram of roll controller. 
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 _roll R R refe q q= -  (30) 

슬라이딩 모드 제어기에서의 등가 제어 입력 _eq rollu 를 구

하기 위해서 rolls& 을 구하면 

 roll roll roll rolls K e e= +& & &&  (31) 

여기서 _roll R R refe q q= -&& &&&& 이다. 이 식은 _roll R R refe q q= -  식으

로부터 얻어질 수 있고, q&&은 시스템의 동역학 방정식으로부
터 얻어진다. 위의 식을 다시 쓰면, 

 _roll roll roll R R refs K e q q= + -&& &&& &  (32) 

이다. 슬라이딩 모드제어기의 상태 변수인 rolle 와 rolle& 를 0

으로 보내는 제어 입력은 0s =& 일 때의 제어입력이고 이때
의 제어 입력을 등가 제어 입력 _eq rollu 라 한다. 동역학 방정

식을 이용해 _eq rollu 를 표현하면 다음과 같다.  
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최종 roll 축의 제어 입력은 등가 제어 입력에 강인 제어 
입력이 더해진 형태가 되고 다음과 같다. 

 _ tanh( )eq roll rollu u sg= +  (35) 

여기서 0rollg > 이다. 채터링 현상을 제거하기 위해서 

sigmoid함수를 사용한다[15]. 
u 값이 제어량으로서 적합한지 판단하기 위해서 리아프노

프 함수를 이용하여 안정도를 판단하였다. 리아프노프 함수

는 21
2

V s= 이고, V& 은 아래와 같이 정리 됨을 알 수 있다.  

 tanh( )rollV ss s sg= = - ×& &  (36) 

위 식은 s가 양수 일 때와 음수 일 때 항상 0보다 작음을 
알 수 있고, 이는 도출된 제어량을 시스템에 적용했을 때 시
스템이 안정함을 의미한다. 그리고 로봇의 자세 제어에서 슬
라이딩 모드 제어기에 들어가는 rollK 과 rollg 의 이득은 각각 

330과 0.8로 실험적으로 구해졌다. 
 

IV. 시뮬레이션 및 실험 결과 
1. 시뮬레이션  

sigmoid함수를 사용함으로써 채터링 현상이 제거되는지 
roll제어기의 시뮬레이션을 통해서 알아보았고, 동역학을 통
해 구현된 시스템이 시뮬레이션을 통해서 제어가능한지 확
인한다.  
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그림 6. Sgn 함수를 사용 했을 때의 채터링 현상. 
Fig.  6. Chattering phenomenon using sgn function. 
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그림 7. 0-0.5초 동안의 채터링 현상. 
Fig.  7. Chattering phenomenon during 0-0.5s. 
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그림 8. Sigmoid 함수 사용 후 제거된 채터링 현상. 
Fig.  8. Removed chattering phenomenon using sigmoid function. 

 
그림 6은 강인 제어 입력을 sgn 함수로 사용하였을 때 발
생하는 채터링 현상을 시뮬레이션을 통해서 출력한 결과이
다. 이 때 채터링 현상을 확인하는 방법으로 입력 전압을 측
정하였고 그림에서 보다시피 채터링이 발생함을 알 수 있다. 
그림 7은 이전 그림의 현상이 많은 채터링 현상을 확인 하
기 어려우므로 0.5초 동안의 시간 간격에 출력되는 전압을 
출력한 결과이다.  
그림 8은 스위칭 함수 대신에 sigmoid함수를 사용할 때 얻
은 전압 값으로 채터링 현상이 줄어든 것을 알 수 있다. 시
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뮬레이션 상에서는 이상적으로 채터링 현상이 완전히 줄어 
들어 듦을 알 수 있고, 이는 실제 실험에서도 채터링 현상이 
많이 줄어들 것을 예측할 수 있다. 이렇게 sigmoid 함수의 사
용이 자세 제어와 주행 제어에 적합함을 의미한다. 
그림 9는 슬라이딩 모드 제어기를 통해 제어된 roll방향의 

측정된 각도 값으로서 현재 기준 값으로 ±5도의 sin wave를 
넣어 주고 있으며 제어됨을 알 수 있다. 3초 부근에서 인위적
인 외란을 가하였지만 기준 값을 따라가며 제어가 됨을 알 
수 있다.  
그림 10은 슬라이딩 제어기를 통해 제어된 pitch방향의 측
정된 각도 값으로서 현재 기준 값으로 roll과 동일한 크기의 
sin wave를 넣어 주고 있으며 제어됨을 알 수 있다. Roll에서
와 마찬가지로 3초 부근에서 외란을 가하였지만 떨림 후에 
제어가 됨을 알 수 있다.  
외바퀴 로봇의 실험은 직선 주행, 왕복 주행, 속도 제어 주
행으로 이루어 졌고 각각의 실험은 따로 진행이 되었다. 실
험 장소는 연구실에서 실험 하였으며 바닥은 대체로 평평하
다. 그리고 외바퀴 로봇의 자세 제어여부는 주행 제어 시 측
정되는 roll과 pitch의 각도 값을 통해서 보인다.  
2. 직선 주행 

그림 11은 직선 주행할 때의 거리 측정 데이터로 실선은 
기준 입력 값을 의미하고, 점선은 실제로 외바퀴 로봇에서 
측정된 데이터를 의미하고, 2m 정도 주행됨을 알 수 있다.  
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그림 11. 직선 주행 시 측정된 거리 데이터. 
Fig.  11. Measured distance data when straight driving. 
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그림 12. 직선 주행 시 측정된 roll축 각도 데이터. 
Fig.  12. Measured roll angle data when straight driving. 
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그림 13. 직선 주행 시 측정된 pitch축 각도 데이터. 
Fig.  13. Measured pitch angle data when straight driving. 

 
그림 12는 직선주행을 할 때에 측정된 roll 축의 각도 데이
터로 3± o내에서 자세 제어가 이루어 짐을 알 수 있다. 각도
가 측정된 시간은 직선 주행데이터의 측정 시간과 동일하다.  
그림 13은 직선주행을 할 때에 측정된 pitch 축의 각도 데
이터로 3± o내에서 자세 제어가 이루어 짐을 알 수 있다. 각
도가 측정된 시간은 직선 주행데이터의 측정 시간과 동일하다.  
3. 왕복 주행 

그림 14는 왕복 주행할 때의 거리 측정 데이터로 실선은 
기준 입력 값을 의미하고, 점선은 실제로 외바퀴 로봇에서 
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그림 9. Roll 축의 각도 제어 시뮬레이션. 
Fig.  9. Simulation of controlling roll axis. 
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그림 10. Pitch 축의 각도 제어 시뮬레이션. 
Fig.  10. Simulation of controlling pitch axis. 
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측정된 데이터를 의미하고, 1.2m 정도 전진 주행을 한 후 정
지해 있다가 다시 뒤로 1.2m 후진 주행을 하여 제자리로 돌
아 옴을 알 수 있다. 
그림 15는 왕복 주행을 할 때에 측정된 roll 축의 각도 데

이터로 3± o내에서 자세 제어가 이루어 짐을 알 수 있다. 각
도가 측정된 시간은 왕복 주행데이터의 측정 시간과 동일하다.  
그림 16은 왕복 주행을 할 때에 측정된 pitch 축의 각도 데
이터로 4± o내에서 자세 제어가 이루어 짐을 알 수 있다. 각
도가 측정된 시간은 왕복 주행데이터의 측정 시간과 동일하다.  
4. 속도 제어 주행 
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그림 17. 속도 제어 주행 시 측정된 거리 데이터. 
Fig.  17. Measured distance data when speed control driving. 
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그림 18. 속도 제어 주행 시 측정된 roll축 각도 데이터. 
Fig.  18. Measured roll angle data when speed control driving. 
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그림 19. 속도 제어 주행 시 측정된 pitch축 각도 데이터. 
Fig.  19. Measured pitch angle data when speed control driving. 

 
그림 17은 속도 제어 주행할 때의 거리 측정 데이터로 실
선은 기준 입력 값을 의미하고, 점선은 실제로 외바퀴 로봇
에서 측정된 데이터를 의미한다. 속도 제어 주행이 직선 주
행과 다른 점은 직선 주행은 기준 값을 시간에 따라 일정하
게 증가 시키는 방식이지만 속도 제어 주행은 시간에 따른 
기준 값이 변화한다. 즉, 기준 입력을 세 부분으로 나누어 보
면 처음에는 0초부터 33초까지의 구간으로 시간에 따른 거
리의 증가 폭이 서서히 증가한다. 이는 속도가 점점 증가함
을 의미한다. 두 번째는 33초부터 66초까지의 구간으로 시간
에 따른 거리의 증가 폭이 일정하다. 이는 속도가 일정함을 
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그림 14. 왕복 주행 시 측정된 거리 데이터. 
Fig.  14. Measured distance data when shuttle driving. 
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그림 15. 왕복 주행 시 측정된 roll축 각도 데이터. 
Fig.  15. Measured roll angle data when shuttle driving. 
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그림 16. 직선 주행 시 측정된 pitch축 각도 데이터. 
Fig.  16. Measured pitch angle data when shuttle driving. 
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의미한다. 마지막으로, 66초부터 99초까지의 구간으로 시간에 
따른 증가 폭이 서서히 감소한다. 이는 속도가 서서히 감소
함을 의미한다. 
그림 18은 속도 제어 주행을 할 때에 측정된 roll 축의 각
도 데이터로 2± o 내에서 자세 제어가 이루어 짐을 알 수 있
다. 각도가 측정된 시간은 속도 주행데이터의 측정 시간과 
동일하다.  
그림 19는 속도 제어 주행을 할 때에 측정된 pitch 축의 각
도 데이터로 3± o내에서 자세 제어가 이루어 짐을 알 수 있
다. 각도가 측정된 시간은 속도 주행데이터의 측정 시간과 
동일하다.  

 
V. 결론 

본 논문은 외바퀴 로봇의 자세 제어와 주행 제어에 관해 
다루었다. 자세 제어와 주행 제어를 함에 있어서 먼저, roll 축
의 상태와 pitch의 상태가 coupling된 형태의 구조도를 구성하
고 동역학 방정식을 유도하였다. 이렇게 유도된 동역학 방정
식은 roll 축과 pitch 축의 상태가 서로 coupling되어 있음을 
확인할 수 있었다. 외바퀴 로봇의 roll 축 제어에 있어서는 
sigmoid 함수를 이용해 채터링 현상을 제거한 슬라이딩 모드 
제어기가 사용되었다. 시뮬레이션과 실험을 통해서 sigmoid 
함수로 채터링 현상이 제거됨을 확인할 수 있었고, 설계된 
슬라이딩 모드 제어기가 roll 축의 자세 제어에 적합함을 알 
수 있었다. 직선 주행, 왕복 주행, 속도 제어 주행 실험을 한 
pitch 축 제어에서도 유도된 동역학 방정식으로 LQR을 거쳐 
얻어진 각 상태의 이득 값들이 자세 제어와 주행 제어에 적
합함을 알 수 있었다. 이를 통해서 서로 다른 제어기를 구성
하였지만, roll 축의 상태와 pitch 축의 상태가 서로 coupling된 
동역학 방정식을 통해 구성된 모델 기반 제어기가 자세제어
와 주행제어에 적합함을 알 수 있다.  
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