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선형 병목할당 문제의 역-삭제 알고리즘

Linear Bottleneck Assignment Problem Based on Reverse-delete 

Algorithm

이상운*

Sang-Un, Lee

요  약  본 논문은 선형 병목할당 문제의 최적해를 간단히 찾는 알고리즘을 제안하였다. 일반적으로 병목할당 문제
의 최적해는 한계 또는 증대경로 알고리즘으로 구한다. 제안된 알고리즘은 2단계를 수행하는 역-삭제 알고리즘이다. 

첫 번째로, 행 또는 열의 개수가 1개가 될 때까지 최대 비용을 삭제하여 초기해를 구한다. 두 번째로 한계치 보다 큰 
값이 초기해로 선택되었으면 해를 개선하는 과정을 수행하였다. 제안된 알고리즘을 28개의 병목 균형 할당 문제와 7

개의 병목 불균형 할당 문제에 적용한 결과 최적해를 쉽게 찾는데 성공하였다.

Abstract  This paper proposes an algorithm that easily finds an optimal solution for linear bottleneck 
assignment problems. It is either threshold or augmenting path algorithm that is generally used to solve the 
bottleneck assignment problem. This paper proposes a reverse-delete algorithm that follows 2 steps. Firstly, the 
algorithm deletes the maximum cost in a given matrix until it renders a single row or column. Next, the 
algorithm improves any solution that contains a cost exceeding the threshold value 

∗ . Upon its application to 
28 balanced assignment problems and 7 unbalanced problems, the algorithm is found to be both successful and 
simple. 
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Ⅰ. 서 론

선형 할당 문제 (linear assignment problem LAP)는 크

게 2가지로 분류된다. 다수의 작업 (job,    ⋯

과 다수의 기계 (machine,   ⋯가 존재하며, 

임의의 작업을 임의의 기계에서 수행하는 비용 ( 는 시

간, )은 차이가 있으며, 모든 작업을 모든 기계에 복

없이 하나씩 할당   하는 문제이다. 이 경우, 총 수

행시간이 최소가 되는 최 해  
  




 



를 찾

도록 를 할당하는 문제를 선형 합 최소화 할당 문제 

(linear sum or minsum assignment problem, LSAP)라 

한다[1-3]. 반면에, 모든 작업을 동시에 수행할 때, 모든 작

업을 가장 빨리 종료시키는 시간 (최장 수행시간)을 최소

화시키는 해    를 찾는 문제를 선형 

병목 할당문제 (linear bottleneck or minmax assignment 

problem, LBAP)라 한다[4-14]. 여기서의 병목은 일반 인 
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망의 병목 상을 의미하는 것이 아니라 작업을 동시에 

수행하 을 때 가장 늦게 끝나는 시간을 의미한다. 즉, 이 

시간 이 에는 모든 작업을 종료시킬 수 없다. 2차원 할

당문제 (Quadratic assignment problem, QAP)는 보다 

어려워 NP-난제 (NP-hard)로 알려져 있다. 본 논문에서

는 LBAP에 한정하여 알고리즘을 제안한다.

×비용 행렬에서  인 경우를 균형 할당 문

제 (balanced assignment problem), ≠인 경우를 불

균형 할당 문제 (unbalanced assignment problem)라 한

다[3].

LSAP를 해결하는 방법으로 거의 부분은 헝가리안 

알고리즘 (Hungarian algorithm)[1-3]을 용하고 있으며, 

일부는 유 자 알고리즘 (genetic algorithm)[4]을 용한 

경우도 있다. 헝가리안 알고리즘의 수행 복잡도는  

으로 균형 할당 문제에 해서는 최 해 (optimal 

solution)를 항상 찾을 수 있다고 알려져 있다[1]. LBAP에 

해서는 수행 복잡도가  인 한계 알고리즘 

(threshold algorithm)과 증 경로 알고리즘 (augmenting 

path algorithm) 등을 용하고 있다[5-15].

본 논문은 병목 균형과 불균형 할당 문제 뿐 아니라 

병목 최단경로의 최 해를 쉽고 빠르게 찾을 수 있는 알

고리즘을 제안한다.

2장에서는 LSAP와 LBAP 개념과 더불어 LBAP 알고

리즘을 고찰해 본다. 3장에서는 LBAP의 최 해를 간단

히 찾는 알고리즘을 제안한다. 4장에서는 다양한 균형과 

불균형 할당 문제 사례들에 용하여 제안된 알고리즘의 

용성을 검증한다.

Ⅱ. LSAP와 LBAP

LSAP는 식 (1)의 조건을 만족하는 최 해를 찾으며, 

LBAP는 식 (2)를 최소화시키는 최 해를 찾는다.

 









       (1)

 




    for   ⋯.






    for   ⋯ .

 ≥ , for ∀
              (2)

 
 



    for   ⋯.






    for   ⋯ .

 ≥ , for ∀

LSAP의 최  해를 찾는 헝가리안 알고리즘은 헝가리 

수학자인 Harold Kuhn이 1955년에 제안하고, 1957년에 

James Munkres가 보완하여 할당 알고리즘 는 Kuhn- 

Munkres 알고리즘이라 부르며, 복잡도는  이다.

LBAP의 최 해를 찾는 표 인 알고리즘으로는 

Gross가 제안한 그림 1의 Gross
[12] 알고리즘과 Fulkerson, 

Glicksberg와 Gross가 제안한 그림 2의 한계 알고리즘이 

있다. 이밖에도 증 경로 는 벡터 알고리즘 등이 제시

되었다. 한계치와 증 경로를 결합시킨 알고리즘에는 

Gabow와 Tarjan[14], Pferschy[15]가 있으며, 복잡도는 

 이다. 이 밖에도 이상운[16,17]은 일반 인 할당 문제

에 한 연구를 수행하 다.

Step 1.  실  가능한 기 해

⋯,    의 모든 순열 (permutation)   집합
의 실  가능한 해 에서 임의의 해로 시작.

Step 2.    행렬 작성
∞


′      ≥ 

 ,  : 매우 큰 양의 정수

Step 3.  수송문제 알고리즘으로 의 해를 얻음
′    
if   then 최 해=

′
else if   then 

′ , go to Step 2.
그림 1. Gross 알고리즘
Fig. 1. Gross algorithm

Step 1.  한계치 
∗
 설정.

① 를 오름차순으로 정렬 는 이진탐색으로 
∗
를 찾음

② 헝가리안 알고리즘 용, 
∗
를 찾음

∗   

     
∗

    ≤
∗                          (3)

Step 2. 할당이 “0”을 포함하지 않도록 병목 증 경로 (bottleneck  

   augmenting path)를 성장시킴.

그림 2. 한계 알고리즘
Fig. 2. Threshold algorithm

그림 3은 Kumar[18]에서 인용된 선형 할당 문제이다. 

행은 일을, 열은 기계를, 행렬의 값 은 작업에 소요되

는 비용 ( 는 시간)이다. 4개의 작업을 4개의 기계에 
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복되지 않게 할당하여 총 작업비용을 최소화시키는 제약

조건을 만족하는 최 해는 이다. 반면에, 4개 작업을 

동시에 4개의 기계에서 수행할 때 가장 빨리 작업을 종료

시키도록 배정하는 최 해는 이다. 그림 3에 해 와 

는 그림 4에 제시되어 있다. 는 로 작

업을 할당하 을 때 총 소요되는 시간은 시간으로 최

소가 된다. 로 작업을 동시에 수행한다면 시간이 지

나야 4개 작업을 모두 완료시킬 수 있다. 반면에, 

    로 배정하여 동시에 수행하 을 

때 병목인 7시간이면 모든 작업이 종료된다. 그러나 4개

의 기계가 작동된 총 소요시간은 시간으로 보다 오

래 걸린다. 즉,  ≥이다.


기계 

1 2 3 4

작업

1 1 4 6 3
2 8 7 10 9
3 4 5 11 7
4 6 7 8 5

그림 3.  할당 문제
Fig. 3.  Assignment problem

그림 4. 의 와 
Fig. 4.  and  for 

Ⅲ. 역-삭제 알고리즘

본 장에서는 LBAP에 해 균형과 불균형 할당 문제

와 더불어 에서 로의 병목 최단경로에 간단히 용할 

수 있는 알고리즘을 제안한다. 제안된 알고리즘은 다음 

정리에 기반하고 있다.

[정리 1] 병목값 에 대해 어떠한 배정을 하던지 간에 상관없이 항상 
  

∗를 얻지 못한다. 왜냐하면 ∗는 특정 작업의 최소 
소요 시간 또는 특정 기계의 최소 소요시간이 되기 때문에 
더 이상의 시간을 단축시킬 수 없다.

[정리 2] 병목값 에 대해 항상 ≥ ∗이다. 따라서 ∗는 의 하
한값 (lower bound value)이다.

제안된 알고리즘은 2단계를 수행한다. Step 1에서는 

행 는 열의 개수가 1개가 될 때까지 행렬의 최 비용 

를 계속 삭제한다. 만약, 행 는 열에서 1개가 선

택되면 해당 값의 나머지 행 는 열의 값을 삭제한다. 

이 과정을 모든 행과 열의 값이 1개가 존재할 때까지 수

행한다. 만약, 선택되지 않은 행 는 열이 존재하면 교차

 값 를 선택한다. 선택된 로 기해 를 얻는다. 

만약, ∈에 해   
∗이면 Step 2에서 

를 다른 로 이동시켜 해를 개선할 수 있는지 검

증한다. 만약,   
∗이면 기해 가 호 확정되

고 Step 2를 수행하지 않는다.

제안된 알고리즘을 ×의 병목 균형할당과 ×

 의 병목 불균형 할당문제에 용하는 방법은 

그림 5에 제시되어 있다. 제안된 알고리즘은 최 값부터 

내림차순으로 삭제하는 방법으로 역-삭제 (reverse- 

delete) 알고리즘이라 칭한다. 

Step 1.최대값  삭제

 /* : 행렬의 최대값

한계치 (threshold value) 
∗  

  ⋯   ⋯
  
if × then  /* 균형할당 문제

while  
if    or   then 

 선택,   값 삭제

else if ∀ ∩   then  
삭제.

if   ∩     and    

then 
미 선택된 행과 열 교차점  선택.

end
else if ×    then /* 불균형할당 문제

while  
if    then  선택,   값 삭제

else if ∀    then  삭제.

if    and    then 

                     미선택된 행과 열 교차점  선택.

end

초기해  






Step 2.해 개선

if ∃∈  ∗ then

 ←  로 이동,   계산 

/*  

if   
∗

  and  감소 then 

 를 로 대체

else   확정

그림 5. 병목할당문제의 역-삭제 알고리즘
Fig. 5. Reverse-delete algorithm for bottleneck 

assignment problem
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제안된 알고리즘과 한계 알고리즘과의 차이 은 다음

과 같다.

(1) 한계 알고리즘은 초기해를 얻기 위해 순열을 구하고, 식 (3)을 계
산한다. 반면에, 역-삭제 알고리즘은 단지 행렬의 최대값을 삭제
하는 방법으로 간단히 계산한다. 

(2) 한계 알고리즘은 최적해를 얻기 위해 증대경로를 찾는데 반해, 제
안된 알고리즘은 ∃∈  ∗이면 해 개선과정을 
수행하며, 그렇지 않으면 초기해를 최적해로 확정한다.

추가 으로, 제안된 알고리즘을 에서 로의 병목 최

단경로를 구하는 방법은 그림 6에 제시되어 있다. 망의 

출발  와 도착  가 주어진 방향 그래 에서, 에서 

로의 병목 최단경로는 망의 최  값 를 삭제하면

서 찾는다. 이 때 는 유입이 없고, 유출만 존재해야 하

며, 는 유출이 없고, 유입만 존재해야 한다. 한, 를 

제외한 모든 정  에 해서는 유입과 유출차수가 이 

되어야 한다. 만약, 유입 는 유출이 없으면 해당 정 은 

삭제된다. 한, 에서 로의 역방향 흐름은 성립하지 않

으므로 이들 호도 삭제된다.

Network  
Step 1. 최 값   삭제

/* 
      정 의 유출차수

/* 
      정 의 유입차수

while 
   ∩

    

(단, 
   

   )

  삭제.

의 역방향 호 삭제.

if 
 ≥∩

      then 

  삭제

else if 
   ∩

  ≥then 

  삭제

end

최 해    

그림 6. 병목 최단경로의 역-삭제 알고리즘
Fig. 6. Reverse-delete algorithm for bottleneck 

shortest path

역-삭제 알고리즘을   문제에 용한 결과는 그림 7

에 제시되어 있다. Step 1에서 행렬의 최 값 

을 삭제한 결과 2행에서   , 3열에서  만 

존재하여 선택된다. 따라서 2열과 1행이 삭제된다. 다음

으로 최 값    이 삭제되면 3행에서   와 4

열에서   만이 존재하여 4개가 모두 선택되었다. 

Step 1을 수행한 결과 기해    를 

얻었으며, 이 과정에서 병목값     (2행의 최소값)도 

포함되어 있음을 알 수 있다. 따라서 Step 2가 수행되지 

않고 기값을 최 해로 결정하 다. Step 1을 


∗   으로 선택하고, 

 
∗인 값과 

∗의 행과 열을 모두 삭제하는 방법으로

도 얻을 수 있다. 이 경우도 을 삭제하는 방법

과 동일하게 수행된다.

그림 7.  문제의 역-삭제 알고리즘 적용
Fig. 7. Reverse-delete algorithm for  problem

Croce et al.[4]에서 인용된 그림 8의 병목 최단경로를 

찾는 문제에 그림 6의 역-삭제 알고리즘을 용하여 보

자. 여기서    이다. 즉, 에서 출발하여 까

지 가는 병목 최단경로를 찾는 문제이다. Croce et al.
[4]는 

SAP 최단경로 알고리즘인 Dijkstra 알고리즘을 용해 

 를 구하 다. 일반 으로 

최단경로는  이다. 제안된 

알고리즘을 용한 결과는 그림 9에 제시되어 있다.

그림 8. 병목 최단경로 문제
Fig. 8. Bottleneck shortest path problem
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그림 9. 병목 최단경로 문제의 역-삭제 알고리즘
Fig. 9. Reverse-delete algorithm for bottleneck 

shortest path problem

Ⅳ. 알고리즘 적용성 평가

본 장에서는 그림 10의 27개의 균형 병목 할당 문제와 

그림 11의 7개의 불균형 병목 할당 문제를 상으로 제안

된 알고리즘의 용성을 평가해 본다.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 




 

 



그림 10. 균형 병목 할당 실험 데이터
Fig. 10. Experimental data for balanced 
          bottleneck assignment 
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그림 11. 불균형 병목 할당 실험 데이터
Fig. 11. Experimental data for unbalanced 
          bottleneck assignment 

×비용행렬은 에서 까지 17개 데이터이며, 

×비용행렬은 에서 까지 8개 데이터, ×비용

행렬은 과 의 2개 데이터로 구성되어 있다
[3,5,8,19-32]. 

×, ×, ×비용행렬에 해 역-삭제 알고리즘

을 용한 결과는 각각 그림 12, 그림 13과 그림 14에 제

시되어 있다. 27개 균형 할당 문제에 해 제안된 역-삭

제 알고리즘은 모두 최 해를 찾았다.

(a)   할당 문제

(b)  할당 문제

(c)   할당 문제

(d)   할당 문제

(e)   할당 문제 

(f)   할당 문제

(g)   할당 문제

(h)   할당 문제

(i)   할당 문제



The Journal of The Institute of Internet, Broadcasting and Communication, VOl. 13, No. 6, December 2013

- 217 -

(j)   할당 문제

(k)   할당 문제

(l)   할당 문제

(m)   할당 문제

(n)   할당 문제

(o)   할당 문제

(p)   할당 문제

(q)   할당 문제

그림 12. × 문제의 역-삭제 알고리즘
Fig. 12. Reverse-delete algorithm for × problem

(a)   할당 문제

(b)   할당 문제

(c)   할당 문제

(d)   할당 문제

(e)   할당 문제

(f)   할당 문제

(g)   할당 문제

(h)   할당 문제

그림 13. × 문제의 역-삭제 알고리즘
Fig. 13. Reverse-delete algorithm for × problem
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(a)   할당 문제

(b)   할당 문제

그림 14. × 문제의 역-삭제 알고리즘
Fig. 14. Reverse-delete algorithm for × problem

7개 불균형 할당 문제[4,19,22,23,27,33,34]에 해 최  할당 

알고리즘을 용한 결과 ×비용행렬은 그림 15에, 

×비용행렬은 그림 16에, ×비용행렬은 그림 17에, 

×비용행렬은 그림 18에 제시하 다. 7개의 불균형 

할당 문제에 해 제안된 역-삭제 알고리즘은 모두 최

해를 쉽게 찾는데 성공하 다.

(a)   할당 문제

(b)   할당 문제

(c)   할당 문제

그림 15. × 문제의 역-삭제 알고리즘
Fig. 15. Reverse-delete algorithm for × problem

그림 16. × 문제의 역-삭제 알고리즘
Fig. 16. Reverse-delete algorithm for × problem

(a)   할당 문제

(b)   할당 문제

그림 17. × 문제의 역-삭제 알고리즘
Fig. 17. Reverse-delete algorithm for × 
          problem

 

 

그림 18. × 문제의 역-삭제 알고리즘
Fig. 18. Reverse-delete algorithm for × 
          problem
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Ⅴ. 결 론

본 논문에서는 행렬의 최 비용을 삭제하는 역-삭제 

알고리즘을 용하여 병목 할당문제의 최 해를 구하

다. 제안된 알고리즘은 행 는 열에 1개의 데이터만 존

재할 때까지 행렬의 최  비용을 선택하는 방법을 용

하여 기 해를 구하 다. 기해에 해 한계값 
∗를 

과하는 값이 존재하면 할당 값을 재조정하는 2단계를 

수행하 다.

제안된 알고리즘을 병목 균형 할당 27 문제와 병목 불

균형 할당 7 문제에 용한 결과 모든 할당 문제에 해 

최 해를 찾는데 성공하 다.
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