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요  약 

여러 가지 디지털통신 시스템에서 많이 사용되고 있는 의사 난수열을 설계하는데 있어 가장 중요한 문제는 생성

된 수열들 사이의 상호상관관계가 낮은 수열을 생성하는 것이다. 또한 설계된 이진수열의 상호상관관계의 빈도분석

은 많은 연구자에 의해 연구되어왔다. 본 논문에서는       ⋅ 일 때 5-값 상호상관관계를 갖는 비

선형 이진수열군       
 ∈   ≤    에 대한  상호상관관계에 대한 빈도 분

석과 여러 가지 상호상관관계 성질을 분석한다. 여기서 gcd    이다. 

ABSTRACT 

The design of PN(Pseudo Noise) sequences with good cross-correlation properties is important for many research 
areas in communication systems. Also analyses of cross-correlation frequency between designed sequences have been 
researched. In this paper we analyze of cross-correlation distribution and properties of non-linear binary sequences 
family       

 ∈   ≤    , where gcd     with 5-valued cross- 
correlation.  

키워드 :  상호상관관계, 상호상관관계 빈도, 유한체, -수열, 비선형 이진수열, 트레이스

Key word : cross-correlation, cross-correlation freauency, finite fields, -sequence, non-linear binary sequence, trace
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. 서  론

1970년대 부터 의사 난수열군에 대한 연구는 끊임없

이 많은 연구자들에 의해 연구되고 있다[1 11]. 이는 

의사 난 수열이 부호이론, 디지털 통신시스템을 비롯하

여 최근 암호 시스템에 이르기 까지  다양한 분야에서 

응용되고 있기 때문이다. 의사 난수열의 장점은 랜덤성

을 가지면서도 수학적으로 모델링하여 생성할 수 있기 

때문에 수학적 분석이 용이하다는 것이다[5].
디지털 통신 시스템에서 사용되는 디지털 변조방식

은 다양하다. 현재 우리나라에서 사용되고 있는 방식인 

코드분할 다중화 변조(이하 CDMA)가 가장 우월한 변

조방식이라고 알려져 있다. CDMA는 여러 사용자가 시

간과 주파수를 공유하면서 각 사용자에게 확산코드라

고 하는 서로 다른 의사 난수열을 할당한다[12]. 각 사

용자는 할당된 확산코드를 이용하여 송신할 신호를 변

조한다.  신호를 변조하는데 사용하는 코드를 선택하는 

것은 CDMA 시스템의 수행능력을 결정하는 데 있어 매

우 중요하다[13]. 왜냐하면 품질이 좋은 수열은 사용자

들 사이의 신호의 간섭을 줄이고 신호를 잘 복호할 수 

있도록 하기 때문이다[14,15]. 이러한 의사 난수열이 가

지는 바람직한 몇 가지 성질은  낮은 자기 상관 관계

(auto-correlation)값, 낮은 상호상관관계(cross-correl- 
ation) 값, 큰 선형스팬(linear span), 많은 서로 다른 수

열군의 존재성, 구현의 용이성 등이다[13]. 낮은 자기상

관관계와 낮은 상호상관관계는 여러 가지 디지털통신 

시스템에서 사용되기 위한 의사 난수열인 이진수열을 

설계하는 데 있어 가장 중요한 문제이다[8,10]. 더 나아

가 큰 선형스팬 성질은 암호 시스템  및 보안 통신에서 

중요한 역할을 한다. 수열의 선형스팬은 현재의 값을 

가지고 다음 값을 예측하는 것에 대한 척도로 사용되는

데 선형스팬이 클수록 예측하는 것이 어렵기 때문이다. 
따라서 암호시스템에 사용될 이진수열을 설계하는 데 

있어서 큰 선형스팬을 갖는 이진수열에 대한 요구가 커

지고 있다. 또한 많은 서로 다른 수열군의 존재성은 통

신시스템에서 더 많은 사용자들이 동시에 사용하기 위

해 필요하다[10,11]. 
이진수열 발생을 위한 여러 방법 중 가장 일반적인 

것은 트레이스(trace) 함수를 사용하는 방법이다. 트레

이스 함수를 이용하여 모델링한 수열 중 대표적인 수열

은 -수열, GMW 수열, Kasami 수열, No 수열, Gold 

계열의 수열이 있다. 그리고 트레이스를 이용한 여러 

수열들이 연구되었다[1 3,5,6]. 이러한 수열에 관한 연

구의 주요 관심사는 제안된 수열의 상호상관관계 함숫

값이 몇 개이고 그 분포는 어떠한지 그리고 이러한 수

열군의 크기는 어느 정도인지, 수열이 갖는 선형스팬은 

어떤지 등이다. 
본 논문에서는       ⋅ 이고 

gcd    일 때 5-값 상호상관관계를 갖는 비

선형 이진수열군

       
 ∈   ≤     

에 대한 상호상관관계 빈도 분석과 여러 가지 상호상관

관계 성질을 분석한다. 

. 배경 지식 및 기존 연구

트레이스함수는 유한체로부터 부분체로의 선형매핑

인데, 이 함수는 의사불규칙 수열의 설계와 분석을 위

한 중요한 수학적 도구이다. 지금까지 제안된 많은 이

진수열들이 트레이스함수에 의해 정의되었다. 

 를 개의 원소를 가진 유한체라 하고, 
   라 하자. 1보다 큰 정수 에 

대하여  라 하고 차수가 인 원시다항식 

의 원시근을 ∈ 라 하면 트레이스 함수 


    →  는  식(1)과 같다[16].


   






 ⋯  
 

  (1)

여기서 는  의 원소이다. 

다음은 함수 
    →  의 성질이

다[16]. 의 원소  와 의 원소 에 대

하여  


   

 
     

 
   

 

 
는 전사함수이다. 

 
 



 
    

 
 


 .


   를 만족하는 는  개이다. 
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   수열          수학적 모델링   상호상관관계

GMW 수열 


      

Kasami 수열 
  

 ⋅
 , ∈     

No 수열 


  ⋅
 , ∈     

표 1. 최적의 상호상관관계를 갖는 이진수열 

Table. 1 Binary sequences with optimal cross-correlations  

이러한 트레이스 함수를 이용하여 생성하는 수열 

중 부분체를 이용하여 생성하는 수열로는 GMW수

열, Kasami 수열, No 수열 등이 있고 데시메이션

(decimation)을 이용하여 서로 다른 두 개의  -수열을 

결합하여 생성하는 Gold 계열 수열이 있다[2,4,7,9]. 
다음은 논문에서 사용되는 기호로 논문 전개의 용이

함을 위해 정의한다. 

Notations

)   의 원시원소

)    수열의 주기

)  ≤  ≤ 
)  ≤  ≤ 
)   

)  
   의 원시원소 

)   

) gcd    
)      

  
  



                    
 

 


)             

)  


 

)  ∈⋅  

식(1)에서 정의된 트레이스 함수를 이용하여 주기가 

인 여러 가지 수열을 정의할 수 있다. 양의 정수 에 

대하여 수열 는 식(2)와 같다[1]. 

 
                           (2)

이러한  -수열은 입력 비트가 이전 상태들의 선형 

함수의 결과 값으로 되돌려지는 시프트 레지스터인 

LFSR에 의해 생성되는데 그림 1은 LFSR의 구조를 보

여준다.

그림 1. LFSR의 구조

Fig. 1 Structure of LFSR

의사 난수열이 암호화되었을 때 상관공격에 대해 높

은 안전성을 유지하기 위해 상호상관관계가 작은 값을 

갖는 것이 바람직한데 주기가 인 두 개의 수열  

와 의 상호상관관계 함수 의 정의는 식(3)

과 같다[1]. 

 





                    (3)

수열과 같이 낮은 상호상관관계를 가지면서 수

열군의 크기가 큰 수열 또는 선형스팬이 큰 비선형 이

진수열군에 대한 설계에 대한 연구가 매우 활발히 진행

되었다. 표1은 트레이스 함수에 의해 설계된 대표적인 

이진수열과 상호상관관계값을 나타낸다. 
GMW 수열은  -수열과 상호상관관계가 같으면서 

선형스팬이 높은 비선형 이진수열이다.  -수열과 

GMW 수열은 하나의 수열에 대해서 자기상관관계 성

질을 고려하는 경우이고 Kasami 수열, No 수열, Gold 
계열 수열은 수열군에서 같은 군에 있는 수열들 사이의 

상호상관관계와 각 수열의 자기상관관계를 고려하는 

경우이다. ∈이므로  Kasami 수열군과 No 수

열군의 크기는 이다. No 수열군은 Kasami 수열군과 

상호상관관계 값은 같으나 비선형 이진수열이므로 선
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형스팬이 Kasami 수열군보다 높다.  
Gold 계열 수열은 하나의  -수열 와 에 데

시메이션을 적용한 수열 를 생성하여 얻은 두 수열

을 합하여 생성하는 수열로 식(4)와 같다[2]. 

 
 ,    

      (4)

여기서 데시메이션 ≤ ≤  는 gcd
   를 만족한다. 특히  일 때 ≡

mod 인 Gold 계열 수열을 Niho 형태의 Gold 
계열 수열이라 한다[4,7,9]. 

표 2. 3값-상호상관관계를 갖는 Gold 계열의 이진수열의 여러 

가지 데시메이션 

Table. 2 Decimations of Gold-like binary sequences with 
3-valued cross-correlations

(데시메이션) 관련 조건

  gcd: 홀수

   gcd: 홀수

     ≡ mod
    ≡ mod
    : 홀수

       ≡mod
       ≡mod

표 3. 4값-상호상관관계를 갖는 Gold 계열 이진수열의 여러 

가지 데시메이션 

Table. 3 Decimations of Gold-like binary sequences with 
4-valued cross-correlations

(데시메이션) 관련 조건

    ≡ mod
   ≡ mod


  




≡ mod
     gcd  

 


        

표 2는 Gold 계열의 이진수열에서 3값-상호상관관계

를 갖는 경우이고, 표 3은 Gold 계열의 이진수열로 4값-
상호상관관계를 갖는 경우의 데시메이션 값이다[9]. 
Gold 계열 수열의 확장으로 다음과 같은 비선형 이진수

열이 제안되었다[11]. 

      ∈  ≤            (5)

여기서 
   

   
이다. 

주어진 에 대하여 ∈이므로 주어진 수열

군  의 크기는 이다.  주어진 수열군  에 속한 두 

수열의 상호상관관계는 식(6)과 같다. 

 






  

               (6)

상호상관관계를 분석의 용이함을 위해 주기가 인 

수열을 ×의 배열로 생각한다. 다음은 본 논

문에서 분석 하고자 하는 수열군에 대한 선행 연구결과 

이다[11].  

<보조정리 1[11]>   ,   ⋅일 

때 다음이 성립한다.

≡ mod  
 ≡  mod 
gcd     

<정리 2[11]>   ⋅일 때 수열군  

의 상호상관관계 는  의 상호상관관계와 같고 

다음을 만족한다. 

∈⋅         

. 의 변화에 대한 상호상관관계 

의 관계 분석


   

   
에서 상호상관관

계값이 발생하는 발생빈도에 대한 (6)에서 

  

   
  이다. 여기서   

라 두고 의 부분체인 의 원시원소 

에 대하여   
라 하면  는 (7)과 같다. 

    
  




∈




    

  


 (7)

gcd     이므로    은 
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  와 같다. 의 원시원소 에 대하여 

  라 표현할 수 있다. 이때 
 

  
  

이 되고 는 의 원시원소이다. 따라서 


 , 




 이고 보조정리 1에 의해   ,   이

다.      ,   라 두면 
  이고, 

     라 하면   

는 (8)과 같다. 

           (8)  

≠이므로 (8)을 양변을 로 나누면 는 (9)와 

같다. 


        (9)

이다. 
본 논문에서는     ∈인 경우에 

대하여 상호상관관계 발생빈도를 분석하고자 한다. 따
라서 (9)의 방정식은 (10)과 같다.  

             (10)

<정리 3>   라 할 때 를 과 를 

이용하여  로 나타내면  ( ≠)

는 다음을 만족한다. 단,  ≤   , ≤    .

          (11)

<증명>     이므로 

 
   


 이고, 






 



 



 이다. 

     임을 보이기 위

해   일 때 ′      라 

하자. 그러면 ′ 와 ′ 은 다음과 같다. 

 ′   ′   
 

  
   

 
 

 ′        

와 결과를 (10)에 대입하면  (12)와 같다.





   


      (12)

′ 와 ′ 결과를 (10)에 대입하면  (13)과 같다.


 

    
 

   

⇔ 

     


    

(13)

(11)을 만족하기 위해서는 모든 ≠에 대하여  

(12)와  (13)이 같아야 한다. 따라서 
  

 

이어야 한다. 그런데 ≡ mod  ≡
mod 이므로 ≡  mod   이다. 

따라서  
  

 이다. 

그림 2.  일 때 상호상관관계   

Fig. 2 Cross-correlation    when  

그림 2는  ,   이고     라 할 때 

 를 × 배열로 나타낸 것이다. 그림에

서  은  와 같다.  

. 상호상관관계 

의 빈도 분석

  ⋅일 때,   의 해

의 개수를 구해보자. 먼저  이 짝수일 때, 
 ⋅   이므로 gcd
  gcd  이다. 또한   

⋅ ⋅ 이고, 이 짝

수이므로   ⋯이라 두면  

  ≡ ≡ mod이 므 로 gcd
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 gcd gcd  이다. 따라서 

[17]의 정리 3.7에 의해 해의 개수는 개 이다. 이 홀

수일 때,   라 두면   ⋅

⋅  이므로   ⋅     

이다.  gcd  이므로 

gcd  gcd⋅     
                                    gcd⋅            
                                    gcd  

그러므로 gcd   이다. [17]의 정리 

3.10에 의해 에서 해집합은  ∪

이고 해의 개수는   이다.  

그러므로 에 따라   의 해의 개수는 

(14)와 같다.  


    

    
                          (14)





 



 

를 계산하기 위해    

≤  ≤ 
 ≤  ≤라 두고 식을 정리

하면 
 

 


이다. 우변의 

괄호 안의 
  를    ,   라 두고 정

리하면 
      이다. 따

라서 





 



   

     
  

 


  






        

     
∈   






        

     
  




∈




      

      ⋅ 

          .                                             (15)

단,  ∈       이다. 
의 값을 구하기 위해     를 

변형하면    이 된다. 만약, 


  이면 에서 해가 존재하므로 에

서는 더 이상 해가 없다. 

따라서 이다. 그리고 
  이면 에

서 해가 2개 존재하거나 ╲에서 

해가 2개 존재한다. 만약    를 만족하는 해 

 가 ╲의 원소라 하자.  

 ∈ ,   이다.  가 

의 원소이므로   이고,   
이다.   이므로   

을 대입하면, 




  

이다. 양변에 



을 곱하여 정리하면  


  

    이다. 

그런데  ∉
이고  ∉ 이므로 모순이

다. 따라서 
  이면 에서 해가 2개 존재한

다. 그러므로 이다. 따라서 (16)이 성립한다. 


 

 




       
     

      (16)

(14)와 (16)을 이용하여 Rosendahl의 방법으로 식을 

정리하면 상호상관관계 빈도수를 계산하기위한 중요한 

정리를 얻을 수 있다. 

<정리 4>   , ∈이고  

 ⋅라 할 때   ⋯ 에 대하여 

다음이 성립한다. 


 

  

     

     


 

  


       

     

- :   

    
 

  


       

     

- :   


 

  


         

       

∈      를 만

족하는 의 개수를 를 라 정의하면 정리4에 의하여  



5-값 상호상관관계를 갖는 비선형 이진수열군의 상호상관관계 빈도 분석

2881

  이고 이 짝수 일 때 다음과 같은 선형연

립방정식을 얻을 수 있다. 

 










      
  

  
 ⋅ 

 ⋅ 
  



 
 

⋅ 
⋅  



  
 

⋅ 
⋅  



 (17)

연립방정식 (17)을 풀기위해 먼저 를 구한다. 
는 (10)의 해의 개수가 3인 경우로 반드시 중근을 갖는

다. 따라서 (10)을 미분하여 0이 되는 조건을 찾으면 

   이고 ≠이므로   인 경우이다.   

을 (10)에 대입하면   이어야 하고 이는 

  인 경우로 상호상관관계 배열에서 첫 번째 열에 

해당된다. 또한   을 (10)에 대입하여 정리하면 식 

(18)과 같다. 

               (18)

  일 때 중근   을 가지므로 서로 다른 해의 

개수는 3개 이하이다. (18)이 서로 다른 3개의 해를 갖기 

위해서는     이 서로 다른 2개

의 해를 에서 가져야 하는데, ╲∈
╲이므로  

 일 때 에서 서로 

다른 두 근을 갖는다. 따라서   일 때 개의 수

열 중 
 를 만족하는 의 개수는  

또는  이다. 왜냐하면   일 때   이 

되므로   ⋯
는 의 원

소 중 하나 씩 빠지게 되므로 빠지는 원소의 트레이스 

값에 따라 두 가지 양상을 보이게 된다. 


 인 경우    는 

에서 해를 2개 가지므로 해의 개수는 1이다. 

따라서   
이라고 두고 방정식 를 풀고  

  
 이라고 방정식 를 풀면 된다. 나머지 

경우에 대해서도 같은 방법으로 풀면 된다. 표 4는 

  , ∈이고  ⋅일 때 

의 발생빈도수이다. 표 5는 이 6, 8, 10, 12 일 

때 상호상관관계 발생빈도를 나타낸 것이다.

. 결  론

본 논문에서는 [11]에서 제안되었던 5값 상호상관관

계를 갖는 비선형 이진수열군  에 대하여  이고 

∈일 때 상호상관관계 의 각 값에 대

한 발생빈도수를 분석하였다.  는 의 트레이

스 값에 따라 상호상관관계값이 일 때와  

일 때 발생빈도의 차이가 1씩 남을 보였고 이 홀수일 

때와 짝수일 때에 따라 상호상관관계 각 값에 대한 발

생빈도의 양상이 달라짐을 보였다. 실제 각 의 변화에 

따른 상호상관관계 값에 대한 계산복잡도는 로 

매우 높다. 본 논문에서는 를   로 두고 분석

하여 상호상관관계 배열로 분석하여 ≠와 

사이의 관계를 분석함으로 의 변화에 따른 상호상관

관계 계산에 대한 효율성을 높였다. 향후  에 대

한 상호상관관계 및 빈도에대해 분석하고자 한다.

표 4.     ⋅ 일 때 의 발생빈도

Table. 4 Cross-correlation Frequency of  when 
    ⋅ 

 발생빈도 ()
          

       

         

     

⋅        

표 5. 의 발생빈도( ⋯  )
Table. 5 Frequency of  ( ⋯  )
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