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요  약

Brachistochrone 문제는 중력장내의 수직평면에 존재하는 임의의 두점을 연결하는 곡선경로를 따라 bead가 움직

일 때에 가장 빠른 곡선경로를 구하는 것이며, calculus of variation에 의해 최단시간제어량을 구할 수 있지만 매우 복

잡한 비선형방정식의 역관계를 테이블 형태로 구해야 하므로 그 정확도가 높지 않다. 본 논문에서는 이러한 근사해

의 정확도를 높이기 위해 신경회로망을 이용하여 비선형방정식의 역관계식을 표현하였고, 신경회로망의 보간 기능

으로 인해 높은 정확도의 최단시간제어가 가능하였다. 여러 가지 최종목표점에 대한 컴퓨터 시뮬레이션을 통해서 본 

논문에서 제안한 방법이 기존의 방법보다 우수함을 확인할 수 있었다.

ABSTRACT

A bead is intended to reach a specified target point in the minimum-time when it travels along a certain curve on a 
vertical plane with the gravity. This is called the brachistochrone problem. Its minimum-time control input may be 
found using the calculus of variation. However, the accuracy of its minimum-time control input is not high since the 
solution of the control input is based on a table form of inverse relations for some complicated nonlinear equations. To 
enhance the accuracy, this paper employs the neural network to represent the inverse relation of the complicated 
nonlinear equations. The accurate minimum-time control is possible with the interpolation property of the neural 
network. For various final target points, we have found that the proposed method is superior to the conventional ones 
through the computer simulations. 

키워드 : Brachistochrone 문제, 최단시간제어, 신경회로망  

Key word : Brachistochrone problem, minimum-time control, neural network
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. 서  론

최적제어는 1960년대에 NASA가 Apollo 프로젝트

를 수행하면서 이에 대한 본격적인 연구가 시작되었고, 
최소시간의 최적제어 문제는 우주항공, 선박항해, 로봇

제어 및 자동화 등에서 많이 연구되어 왔다[1,2]. 최소

시간제어 문제는 17세기 Johann Bernoulli의 brachisto- 
chrone 문제로부터 시작되었다. Brachistochrone은 그

리스어에서 유래되었으며 brachisto는 가장 짧다는 뜻

이고 chrone은 시간이라는 뜻으로, 최소시간을 의미한

다[3,4]. Brachistochrone 문제는, 중력장내의 수직평면

에 존재하는 임의의 두점을 연결하는 곡선경로를 따라 

bead가 움직일 때에 가장 빠른 곡선경로를 구하는 것이

며 calculus of variation[5]이라는 수학적 도구가 사용되

었다. Calculus of variation은 일반적인 최적제어 문제

의 해를 제공하는 수단이 된다. 그런데 brachistochrone 
문제에서 최종도착점의 좌표가 주어지면 그에 대한 최

소시간 경로는 cycloid 형태라는 것이 밝혀졌으나 정확

한 경로식은 일련의 비선형방정식을 풀어야 얻을 수 있

다. Bead의 각도를 제어변수로 선택하여 최적제어문제

로 해석할 수 있으며 최적경로 뿐만 아니라 최적궤적도 

얻을 수 있는데, 최종도착점에 대해서 최적제어 각도를 

그래프(또는 테이블) 형태의 근사치로 구할 수 있다[6]. 
이러한 그래프 형태로 주어지는 최적제어 각도 근사치

는 그래프를 세분화 할수록 그 정확도가 향상되지만 계

산상의 이유로 무한히 세분화할 수 없으므로 근사오차

가 발생하게 된다. 본 논문에서 이러한 근사오차를 감

소시키기 위해 보간(interpolation) 기능을 갖는 신경회

로망을 선택하여 최적제어 각도의 정확도를 높였고 그

로 인해 bead가 최단시간으로 주어진 목표점에 도달하

도록 한다. Brachistochrone 문제의 해법은 중력장내의 

인공위성 또는 항공기가 최소시간으로 이동하기 위한 

제어방법으로 응용될 수 있으며 신경회로망에 의한 기

법은 적절한 계산량으로 인해 실시간 제어에 적합하다.  
본 논문에서 제안한 신경회로망을 이용한 최적제어기

의 성능을 확인하기 위해서, 여러 가지 경우의 최종 

bead 위치에 대해서 제어 성능을 컴퓨터 시뮬레이션 하

였다. 그 결과 본 논문에서 제안한 방법이 신경회로망

을 사용하지 않는 일반 방법보다 우수함을 확인할 수 

있었다.

. Brachistochrone 문제

그림 1과 같이 질량이 m인 bead (가운데 구멍 뚫린 

구슬)이 원점 0 에서 출발하여 최종점    에 최단

시간 내에 도달하도록 얇은 철사 줄(빨간색)과 같은 최

적경로를 설정하고자 한다. 즉, bead가 중력장에서 최

단시간으로 운동하는 경로를 찾는 문제이다. 

그림 1. Brachistochrone 문제의 형상

Fig. 1 Geometry of Brachistochrone problem

질량 m은 정지상태에서 원점을 출발하여 철사줄을 

타고 미끄러져 떨어지는데 마찰이 없는 것으로 가정하

고, 선속도는 이고 수평선과 이루는 각도는 로 나타

낸다. 에너지 보존법칙에 의해 선속도 를 구하면 다음

과 같다[6].




  


  

 (1)

단, 는 초기시간이며 통상   으로 놓는다.

위에서 초기 속도 는 0이고 초기 위치 도 

0이므로 식(1)의 우변과 같이 0이 된다.  Y 좌표축이 

아래쪽으로 방향이 정해져 있어서 위치에너지 항에 

가 포함되었다. 식(1)에서 선속도 를 구하면 다음

과 같다.

 (2)

그림 1에서 상태방정식은

  cos (3)
  sin (4)
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위에서 각도 는 최단시간 경로를 찾기 위한 제어량

으로 간주될 수 있다. 최단시간 문제이므로 성능지수

(performance index)는 

 




   (5)

단, 는 최종시간이다.
운동시간 가 최소로 작게 된다는 것은, 가장 빠른 시

간 안에 초기 위치 원점 0을 출발하여 최종점    

에 도달하게 하는 제어량 를 구했다는 것이다.
식(3), (4)의 스칼라 식을 벡터 식으로 바꾸어 표현하면



 

 






 


cos


(6)

 
위의 식(6)을 일반적 형태로 표현하면 아래와 같다.




    (7)

단, 상태    로 정의한다.
최적제어를 구하기 위한 일반 조건식을 유도하면 다

음과 같다. Hamiltonian  는

      

  


 






 cossin

      (8)

Costate equation은 다음 식(9)와 같으며, 각 성분별 

방정식은 식(10), (11)과 같다.





 





































cossin


    (9)

    (10)

   

 cossin (11)

Stationarity condition은 다음과 같다.




  sin   cos      (12)

최종시간 는 고정되어 있지 않고, 최종상태 

      
으로 고정되어 

있으므로   이다. 단,  ≤ ≤  

따라서 는 다음과 같이 정리된다.

  cossin      (13)

식(12)와 (13)의 연립방정식을     에 대해

서 풀기 위해 vector-matrix 의 형태로 표현하면 아래와 

같다.



 


 cos sin

sin cos



 








 




        (14)

따라서

 
cos      (15)

 
sin  (16)

식(15)에서




 













 

 



sincos
 

   (17)

식(4)를 식(17)에 넣어 계산하면


 cos         (18)

식(10)에서  가 일정하므로      이다. 
즉 식(15)에서
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
cos


cos      (19)

식(2)와 최종점 조건식    를 위 식에 대입하

여 정리하면 

cos 



 cos  (20)

위 식을 에 대해서 다시 표현하면 다음과 같다. 

 cos
 cos (21)

한편 를 구하기 위해서 다음과 같이 수식을 전

개한다. 










cos  (22)

윗식에 식(2), (18)을 대입하여 







 (23)

다시 식(21)을 대입하면 

 




cos
 cos cos

 
cos 

(24)

윗식을 시간 t에서 T까지 적분하면 다음과 같다.
 
   


cos


sinsin 
  

        (25)

위의 식(25), (21)로부터 현재시간 t에서 bead의 좌표 

 가 주어지면 현재시간에서의 시간최적제어 

와 최종시간에서의 를 구할 수 있지만 매우 

복잡한 비선형 연립방정식을 풀어야 하고 그 정확도에 

문제가 있다. 따라서 최종 시간 에서의 와 시간 

에서의 를 각각 어떤 주어진 구간 내에서 세분화

한 뒤, 각 세분화된 와   값들을 식(21), (25)에 

대입하여  를 구하고 table 또는 graph 형태로 

표현한다[6]. 
시간 에서 위치  가 주어지면 를 위

의 graph 또는 table 의 역관계에서 근사 값 형태로 구하

여 운동방정식에 해당하는 식(3), (4)에 대입하여 미분

방정식을 푼다. 그런데 위의 graph 또는 table 의 정확도

가 떨어지면 시간 에서 정확한 시간 최적 제어량 

가 구해지기 어려우므로 최소시간으로 정확히 목표점

에 도달하지 못하게 된다.
따라서 위의 table을 정확하게 만드는 것이 중요하나, 

입력구간을 무한히 잘게 세분화하기 어려우므로 본 논

문에서 table을 사용하는 대신 보간 기능을 갖는 신경회

로망을 사용하여 높은 정확도의 시간 최적 제어량 

를 구하고자 한다. 이러한 신경회로망 형태의 해법은 

일반적 수치해법에 비해 계산량이 적어서 실시간제어 

등에서 매우 유용하게 쓰일 수 있다.  

. 신경회로망에 의한 최적제어 

생물 개체 내의 신경신호 전달 및 신호처리 과정을 

알고리즘으로 모사한 방법을 신경회로망 알고리즘이

라고 한다. 또한 신경회로망 알고리즘의 학습알고리

즘을 통해서 보다 나은 출력을 구할 수 있다. 본 논문

에서는 지도 학습(supervised learning) 형태의 역전파 

학습알고리즘(back propagation learning algorithm)을 

사용하였다[7]. 이 방법은 실제 출력값과 원하는 값의 

오차를 구하여 오차 정보를 신경회로망에 전달하는 

과정을 반복함으로써 실제 출력값의 오차를 최대한 

줄이는 방법이다. 그 밖에도 학습의 방법에 따라 강화

학습법 (reinforcement learning)을 이용한 알고리즘과 

비지도 학습법(unsupervised learning)을 이용한 알고

리즘들이 있다.
본 논문에서 제시하는 신경회로망은 보간 기능을 사

용하여 위의 식(21)와 (25)의 역관계를 표현한다. 목표

점의 좌표와 무관하게 신경회로망을 구성하기 위해서 

식(21), (25)를 표준화 형식으로 표현하면 다음과 같다.
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  




cos

sinsin 
 

(26)

 


cos

 cos                (27)

Bead의 위치 좌표 와 가 주어지면 윗 식의 

역관계에 해당하는 신경회로망으로부터 최적제어 

와 를 구하고자 한다.  이러한 신경회로망을 

학습시키기 위해서 최종 시간 에서의 와 시간 

에서의 를 각각 어떤 주어진 구간 내에서 세분화

하고 각 세분화된 와 값들을 식(26), (27)에 

대입하여  을 구한다. 아래에서 는 를 나타

낸다.

식   

 





⇒ 

식   

 





⇒ 

입력 출력
그림 2. 최적제어에 대한 bead위치 계산

Fig. 2 Computation of the bead position for the optimal 
control
 

적절히 세분화된  , 들을 식(26), (27)에 대입하

여  값들을 구한 뒤, 입출력 관계를 뒤집어 와 

을 신경회로망의 입력데이터로 삼고 와 를 출

력데이터 즉, 학습데이터(training data)로 삼는다. 그림 

3은 최적제어를 위한 신경회로망의 학습데이터 입출력 

관계를 표시하였다.

Neural
Network








그림 3. 최적제어를 위한 학습데이터

Fig. 3 Learning data for the optimal control

는 ∼ , 는 ∼  구간

에서 각각  개의 격자점(grid point)으로 나눈다면 

총 ×개의 2차원 공간 격자점들이 발생하고, 각 격

자점에서 식(26), (27)에 의해  값들을 계산한다. 

위에서 계산된  을 입력으로, 와 를 출력으

로 순서를 뒤바꾸어 신경회로망의 학습데이터를 만들

고 신경회로망을 적절하게 학습시킨 뒤, 임의의  

에 대해  , 를 신경회로망에 의해 구한다.
신경회로망의 출력  ,   중 실제 제어기에 사용

되어지는 값은 이므로 단순히 출력 만을 갖는 신경

회로망 제어기도 구성할 수 있다. 이는 출력 뉴우런의 

개수가 적어 신경회로망의 학습이 쉬우며 제어기 설계

가 간단하다는 장점을 갖는다. 그림 4는 한 개의 출력을 

갖는 신경회로망 제어기를 표시하였다.

Neural
Network






그림 4. 한 개의 출력을 갖는 신경회로망

Fig. 4 Neural network with one output 

. 시뮬레이션 및 결과

4.1. 신경회로망의 학습

중력 가속도 는 , 초기 시간 는 초, 의 

단위는 degree로 하였다. 신경회로망의 학습을 위해 

와 를 각각 ∼ , ∼  구간

에서 간격으로 ×개의 격자점으로 나누어 식

(26), (27)에 대입하여  값들을 구하였다. 그림 5 

는  에 대한 와 을 나타내었다.

그림 6은 그림 5의 입출력 관계 데이터들 뒤집어 그

림 3과 같이 신경회로망 학습을 위한 학습데이터로 삼

고, 신경회로망 학습이 끝난 후의 신경회로망 recall 
data와 같이 표시하였다. 표 1과 같이 신경회로망의 파

라메터들을 설정하여 학습 후, 그림 7에 각 학습쌍의 퍼

센트 오차를 표시하였다.
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(a)  

(b) 

그림 5.  에 대한 와   값
Fig. 5 Values of   and   for  

(a) 

(b) 

그림 6. 신경회로망의 recall data
Fig. 6 Recall data of neural networks

표 1. 신경회로망 파라메터

Table. 1 Neural network parameters 

신경회로망 파라메터

입력 2개

출력 2개

Hidden layers
Hidden 1 : 25 neurons
Hidden 2 : 40 neurons

Activation functions Tangent sigmoid

Learning rule Back propagation

그림 7. 퍼센트 오차

Fig. 7  Percent errors

신경회로망을 이용한 시간 최적제어의 성능평가를 

위해서 다음과 같이 2가지로 근사화된 최적제어방법들

을 사용하였다[8].
 에서 일정간격 격자구조로 세분화된 값을 

넣지만, 식(26), (27)이 비선형 함수이므로 수식에 의해 

출력된  에 의한  는 그림 6과 같은 데이터 

구조를 갖는다. 따라서 bead의 좌표 가 정확히 격

자점 위에 있지 않을 경우, 

) 근사 격자점 최적제어 방법 :  에 가장 가까운 

격자점에 해당하는 를 구하여 적용한다.
) 선형근사 최적제어 방법 :  에 가장 가까운 3
개의 격자점   를 찾아서 선형 근사식을 통

하여 를 구하여 적용한다.

Bead의 위치 에 가장 가까운 3개의 격자점 

  의 좌표들을 그림 8과 같이   , 
  ,  일 경우, 3개의 격자점을 지나는 평면
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방정식을       의 형태로 나타낼 수 있다. 
그러므로 bead의 위치좌표  가 격자점 위에 있지 

않을 경우, 선형근사식        식에 의하여 

를 구할 수 있다. 

그림 8. 최적제어의 선형근사

Fig. 8 Linear approximation for the optimal control

4.2. 신경회로망 제어기의 성능 평가

신경회로망 제어기의 성능 평가를 위해서 앞에서 설

명한 가장 가까운 격자점에 해당하는 최적제어방법과 

선형 근사방법을 사용한 최적제어방법과도 비교한다. 
원점     에서 출발하여 최종점  에 

최단 시간에 도달하는 시간과 수렴정도를 살펴보고자 

한다. 수렴정도는 제어대상인 bead가 최종점인 

 에 가장 가까이 접근했을 때의 좌표의 거리

(Euclidean distance)로 하며, 그 때의 시간을 수렴 시간

으로 측정하였다.
그림 9는 최종점의 위치가      일 때

의 3가지 제어기의 성능을 표시하였다. 수렴 시간과  최

종 수렴 위치는 근사 격자점 최적제어기법의 성능이 가

장 좋게 나타났으나, 신경회로망 제어기법 역시 근사 

격자점 최적제어기법에 비해 큰 차이를 보이지 않고 있

다. 그러나 신경회로망 제어기법을 사용한 제어기는 출

력 가 매우 부드러운 연속으로 나타났으나, 근사 격자

점 방법은 급격한 변화를 보임을 알 수 있다. 이는 신경

회로망 제어기법이 학습되지 않은 데이터들에 대하여 

일반화 기능 즉 보간 기능을 가지므로 적절한 출력 데

이터를 생성함을 나타낸다. 선형근사 최적제어 방법의 

경우, 수렴 정도와 수렴 시간 모두에서 성능이 가장 떨

어짐을 보였다. 이는 선형근사식의 파라메터들(  )
을 계산할 때, 가장 가까운  3개의 격자점이 테이블 형

태로 구성된 데이터 중 경계치에 존재하는 데이터일 경

우, 전혀 엉뚱한 계산의 결과를 나타낼 수 있어 제어의 

성능에 크게 영향을 미친다.

(a) 

(b)

(c)

그림 9. 제어기 성능 비교 (      )
(a) 신경 회로망 (b) 근사 격자점 근사 (c) 선형 근사

Fig. 9 The comparison of controllers performances(    
  ) (a) Neural network case (b) Approximate grid 
case (c) Linear interpolation case

그림 10은 bead의 최종위치를  으로 두었을 

때의 결과를 나타내며, 그림 11은  로 두었을 때
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의 결과를 표시하였다. 그림 10과 11에서 신경회로망 

제어기는 수렴 정도에서 다른 제어방법에 비하여 뛰어

남을 알 수 있다. 또한 보간 기능에 의해 매우 부드러운 

신경회로망 출력을 나타내었다. 

(a)

(b)

(c)

그림 10. 제어기 성능 비교 (      )
(a) 신경 회로망 (b) 근사 격자점 근사 (c) 선형 근사

Fig. 10 The comparison of controllers performances 
(      ) (a) Neural network case (b) 
Approximate grid case (c) Linear interpolation case

근사 격자점 제어방법의 수렴시간은 신경회로망

의 방법보다 조금 빠르나, 수렴정도는 그림 10의 경

우 2.537배, 그림 11의 경우 2.808배 정도 큼을 알 수 

있었다. 

(a)

(b)

(c)

그림 11. 제어기 성능 비교 (      )
(a) 신경 회로망 (b) 근사 격자점 근사 (c) 선형 근사

Fig. 11 The comparison of controllers performances 
(      ) (a) Neural network case (b) 
Approximate grid case (c) Linear interpolation case
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신경망제어 근사 격자점 최적제어 선형 근사 최적제어

최종위치

(  )

수렴 정도
(Euclidean 

distance(m))

수렴 시간
(sec)

수렴 정도
(Euclidean 

distance(m))

수렴 시간
(sec)

수렴 정도
(Euclidean 

distance(m))

수렴 시간
(sec)

(10, 6) 1.716e-2 1.800 1.571e-2 1.755  1.765e-1  2.900

(10,10) 1.491e-1 1.850 6.158e-2 1.810 수렴하지 못함

(10,14) 3.327e-1 1.970 1.803e-1 1.935 수렴하지 못함

(20, 6) 6.207e-2 2.670 5.729e-2 2.625 수렴하지 못함

(20,10) 1.734e-2 2.560 4.400e-2 2.515  6.273e-1  7.950

(20,14) 9.522e-2 2.545 7.902e-2 2.500  5.467e-1  12.100

(30, 6) 9.550e-2 3.410 1.426e-1 3.360  1.140e+0  6.800

(30,10) 8.353e-2 3.230 8.323e-2 3.190 수렴하지 못함

(30,14) 2.577e-2 3.145 7.236e-2 3.100  1.012e+0  4.150

표 2. 다양한 최종점에 대한 제어기 성능 비교

Table. 2 The comparison of controllers performances for various final target points

선형 근사방법은 수렴성과 최종위치까지 도달하는

데 걸리는 수렴 시간이 다른 제어방법에 비하여 매우 

떨어짐을 알 수 있다.
표 2는 다양한 최종점에 대한 제어기 성능을 수렴 정

도와 수렴 시간으로 나타내었다. 전체적으로  신경회로

망에 의한 최적제어기와 근사 격자점 최적제어의 성능

이 수렴 시간과 수렴 정도에서 매우 안정적임을 알 수 

있다. 근사 격자점 최적제어기 경우, 수렴시간은 신경

회로망 제어기에 비하여 조금 좋게 나타났으나,  출력 

가 매우 급격히 변화함을 그림 9~11에서 알 수 있었다. 
이는 모의실험이 아닌 실험을 할 경우, 제어기의 하드

웨어 및 인버터에 무리를 주며, 추적 제어 성능 저하의 

원인이 될 수 있다. 반면 신경회로망 제어기법은 학습

되지 않은 데이터들에 대한 일반화 기능을 가져 적절한 

출력 를 생성함으로써 부드러운 출력을 생성하여 실

제 실험에 매우 안정적인 결과가 기대된다. 선형근사 

최적제어기의 경우, 수렴 정도와 수렴 시간 모두에서 

성능이 가장 떨어짐을 보이며, 많은 경우에서 수렴하지 

못함을 알 수 있다. 이것은 선형근사식의 파라메터들

(  )을 계산할 때, 가장 가까운  3개의 격자점이 테

이블 형태로 구성된 데이터 중 경계치에 존재하는 데이

터일 경우, 전혀 엉뚱한 계산의 결과를 나타낼 수 있어 

제어의 성능에 절대적인 영향을 미친다.

. 결  론

Brachistochrone 문제에서 최종도착점의 좌표가 주

어지면 그에 대한 최소시간 경로는 cycloid 형태라는 것

이 밝혀졌으나 정확한 경로식은 일련의 비선형방정식

을 풀어야 얻을 수 있다. Bead의 각도를 제어변수로 선

택하여 최적제어문제로 해석할 수 있으며 최적경로 뿐

만 아니라 최적궤적도 얻을 수 있는데, 최종도착점에 

대해서 최적제어 각도를 그래프 또는 테이블 형태의 근

사치로 구할 수 있다. 이러한 테이블 형태로 주어지는 

최적제어 각도 근사치는 테이블을 세분화 할수록 그 정

확도가 향상되지만 계산상의 이유로 무한히 세분화할 

수 없으므로 근사오차가 발생하게 된다. 본 논문에서 

이러한 근사오차를 감소시키기 위해 보간기능을 갖는 

신경회로망을 선택하여 최적제어 각도의 정확도를 높

였고 그로 인해 bead가 최단시간으로 주어진 목표점에 

도달하도록 하였다. 여러 가지 경우의 목표점에 대해 

컴퓨터 시뮬레이션한 결과 본 논문에서 제안한 방법이 

기존의 방법보다 우수함을 확인할 수 있었다.
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