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Abstract  -  In this paper, we consider the delay-dependent robust stability condition for polytopic uncertain systems with 

interval time-varying delay using various combinations of quantization and overflow nonlinearities. A robust stability 

condition for uncertain systems with time-varying delay and quantization/overflow nonlinearities is proposed by 

LMI(linear matrix inequality) and Lyapunov technique. It is shown that the proposed method is less conservative 

compared to the recent results by numerical examples.
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1. 서  론 

고정 소수 (fixed-point) 연산을 가지는 하드웨어나 컴퓨

터를 이용하는 이산 시간시스템의 구 은 양자화나 오버 로

우 등의 유한 어장(finite wordlength)으로 인한 비선형성이 

발생한다[1-3]. 이러한 비선형성은 설계한 시스템의 불안정 

요소가 되므로 유한어장을 가지는 이산 시스템에 한 안정

성 문제에 한 연구[4-8]가 최근 진행되고 있다. 한, 시간

지연과 불확실성을 가지는 시스템에 한 연구도 시스템의 

안정성과 한 련이 있으므로 최근까지도 많이 연구되어

지고 있다. 따라서, 시스템의 동  모델에서 시간지연과 불확

실성  비선형성을 포함하는 시스템에 한 이산시간 시스

템에 한 강인 안정성에 한 해석 문제는 매우 요하다. 

한, 시간지연을 다루는 방법에서 지연 독립 (delay- 

independent)인 방법보다 지연 종속 인 방법(delay-dependent)

이 덜 보수 (less conservative)임이 잘 알려져 있다[9-11]. 따

라서, 양자화와 오버 로우의 합성 비선형성과 구간 시변 시

간지연을 가지는 불확실 지연시스템에 해서 지연 종속 강

인 안정성조건을 제시하고자 한다.

최근 양자화와 오버 로우 비선형성을 이용하는 지연시스

템의 강인 안정성 조건은 Kandanvli와 Kar[3,6,7,8]에 의하여 

많은 연구가 이루어져 왔다. Kandanvli와 Kar[6]은 포화

(saturation) 비선형을 가지는 이산시간 상태 지연 시스템의 

강인 안정성 조건을 선형행렬부등식(linear matrix inequality) 

근방법으로 제안하 다. 하지만 다루는 비선형성이 포화에

만 해당하고 시간지연도 시불변이었다. 한, Kandanvli와 

Kar[7]은 양자화와 오버 로우 비선형성을 가지는 상태 지연 

시스템의 강인 안정성 조건을 선형행렬부등식 기법으로 제시

하 다. 하지만 시불변 시간지연을 가지는 시스템에 하여 

지연독립 인 방법으로 조건을 제안했다. 이러한 문제를 해결

하기 하여, Kandanvli와 Kar[8]은 양자화와 오버 로우의 

비선형성과 정합조건(matching condition)을 가지는 불확실성 

 시변 시간지연을 가지는 이산시간 지연 시스템에 하여 

지연 종속 강인 안정성 조건을 제시하 다. 하지만, 양자화와 

오버 로우의 다양한 혼합 비선형성에 한 강인 안정성 조

건을 제시하지 못한다는 단 이 있다. 그리고 불확실성을 다

루는 기법에서도 정합조건을 다루는 변수 불확실성 근방법

에 비하여 폴리토픽 불확실성(polytopic uncertainty) 기법이 

덜 보수 임이 알려져 있다. 따라서, 본 논문에서는 양자화와 

오버 로우의 다양한 혼합 비선형성에 하여 기존 결과[8]보

다 양자화와 오버 로우의 혼합 비선형성의 넓은 범 에서 

강인 안정성 조건을 제시하고 폴리토픽 불확실성을 사용하여 

기존의 보수성을 이고자 한다.

본 논문에서는 양자화와 오버 로우의 혼합 비선형성을 가

지는 폴리토픽 불확실 지연 시스템에 하여 지연 종속 강인 

안정성 조건을 볼록최 화(convex optimization)가 가능한 선

형행렬부등식으로 제시한다. 한 리아푸노  함수와 

Finsler's lemma를 이용하여 기존의 결과보다 넓은 범 의 

비선형성에서도 강인 안정성을 만족하고 시변 시간지연에 

해서도 덜 보수 이도록 강인 안정성 조건을 제시한다. 마지

막으로 몇 가지 제를 통하여 본 논문에서 제안한 알고리듬

의 타당성과 우수성을 보인다.

본 논문에서 사용하는 표기는 일반 인 기호를 사용한다. 

 , 과 은 한 차원을 가지는 단 행렬, 행렬과 

×  차원을 가지는 실수 벡터를 각각 의미한다. ∗는 칭

행렬(symmetric matrix)의 주 각선 아래에 놓이는 요소이

고, 〈〉는   를 의미한다.
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2. 문제설정

시변 시간지연을 가지는 이산시간 불확실성 특이시스템

   

        ⋯   


 

      ⋯  


   …

           (1)

을 다룬다. 여기서, ∈는 상태변수, ∈는 측정 
출력, 는 기함수, ∙는 양자화 비선형함수인 ∙

와 오버 로우 비선형함수인 ∙의 합성 비선형함수

(composite nonlinear function)이다. 모든 시스템 행렬은 

한 차원을 가진다. 시스템 행렬은 잘 모르지만 폴리토

형의 알고 있는 볼록 컴팩트 집합인 

       

 ∈                                      (2)

에 속한다고 가정한다. 여기서 는 

  
  



 
  



    ≥               (3)

이고    ∈,( …)이며, 는 다면 정의역
(polyhedral domain) 의 번째 꼭지 (vertex)을 표시한다. 

구간을 가지는 시변 시간지연항은

≤ ≤≤                                   (4)

 

를 만족하는 정수이다. 여기서, 는 시간지연 하한값(lower 

bound)이고 는 시간지연의 상한값(upper bound)이 된다. 

그리고   이면 는 시불변 시간지연항이 된다. 합성 

비선형함수 는 섹터(sector) 구간  에 제한되고 

     
 ≤   ≤ 

 …  (5)
       

로 정의한다[7]. 여기서,  는 의 번째 요소이고, 각 

값들은

   for  
 for  

 










 for  
 

 for 
 for ′ 

                     (6)

으로 정의된다[8]. 식 (1), (5)와 (6)의 표 은 재료 롤링공정, 

재료 삭공정, 유한 어장의 비선형성을 가지는 불확실 이산 

시스템, 하이퍼큐 (hypercubes)에서 정의되는 신경회로망, 

유한 지스터 길이에서 구 되는 고정 상태 공간 디지털 

필터, 시간지연 시스템 등 많은 공학 문제에서 사용된다[7]. 

아래의 보조정리 1은 Finsler의 보조정리[12]이며, 본 논문에

서 제안하는 정리의 증명과정에서 필요하다. 

  보조정리 1 [12]: ∈  , ∈×  ,   을 
만족하는 ∈×  이라고 두면 아래의 조건은 모두 동일하
다.

 ⅰ) ∀ ≠   

 ⅱ) ⊥

⊥  

 ⅲ) ∃∈    
 ⅳ) ∃∈×     

여기서, ⊥는 의 공간(null space)의 기 (basis)이다.

따라서. 본 논문의 목 은 식 (1)∼(6)으로 표 되는 시스템

의 강인 안정성 조건을 구하고자 하는 모든 변수의 견지에

서 볼록최 화가 가능한 선형행렬부등식 표 으로 구하는 

것이다.

정리 1: 식 (1)～(6)으로 표 되는 폴리토픽 불확실성 지

연시스템을 고려한다. 아래의 주어진 선형행렬부등식

 



 


 

∗ 
                                     (7)

을 만족하는 양의 정부호 행렬(positive-definite matirx) , 

 ,  ,  ,  ,  , 양의 정부호 각행렬(diagonal matrix) 

와 행렬   …  ,   …  가 존재하면, 식 
(1)～(6)으로 표 되는 불확실 이산시간 지연 시스템은 강인 

안정하다. 여기서, 몇 가지 변수들은
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과 같이 정의한다.
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증명: 한 리아푸노  함수(Lyapunov function)를
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과 같이 설정하고, 의 방향 차분(forward 

difference)  을 구하면

  
              (9)

       

≤
∗



  
 

 

 
 

       

  
 

  

 

 
  

 




 

  

 



 
 

  

 




 
  

 

   

와 같다. 식 (9) 몇 가지 항을 Zhang과 Han[12]의 보조정리 

1의 유한 합 부등식(finite sum inequality) 방법과 유사하게 

정리하면

       

 
  

 

≤




 (10)

 
  

 

   

≤


  
 

            (11)

로 개된다. 여기서 변수들은 아래와 같이 정의한다.
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식 (9)～(11)의 수식을 이용하여 정리하면

      

≤
 

  
  

 
 (12)

와 같고, 변수들은

       

 











     
∗  

 
  

∗ ∗  
  

∗ ∗ ∗  〈〉  
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∗     〈〉〈〉    

   ,   
 ,  

＋    
     ,     

  〈〉 
 



으로 정의된다. 여기서, 는 양의 정부호 각행렬이다. 식 

(5)에 의해서 ≥이므로 식 (12)는

≤ 
  

  
     

                                      (13)

의 조건을 만족하는 충분조건으로 표 할 수 있다. Finsler’s 

lemma인 보조정리 1의 ⅰ)과 ⅳ)를 이용하면, 식 (13)은 

 
  

  
  

     (14)

의 등가 조건이 된다. 여기서, 변수들은 보조정리 1에 의하여

       
 

 
 

 
 

 
 
                (15)

       

가 되고,     을 만족한다. 폴리토픽 불확실성을 가지

는 식 (2)를 식 (14)의 조건에 입하면 


 



 
  

  
  

   

                                         (16)
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과 같이 된다. 따라서, 식 (16)의 조건은 슈어 여수(Schur 

complement) 정리와 식 (15)를 이용하여 정리하면 모든 변

수의 견지에서 볼록최 화가 가능한 식 (7)의 선형행렬부등

식 조건이 된다. 따라서, 시변 시간지연과 폴리토픽 불확실

성  식 (5)와 (6)에서 정의되는 양자화와 오버 로우 비선

형성이 존재하더라도 식 (7)을 만족하면 식 (1)의 시스템은 

강인안정하다.                                        ■

 

  정리 1을 비롯한 기존 연구결과들[7,8]의 해의 존재는 

   의 섹터 구간의 값에 따라 달라질 수 있다. 정리 1은 

기존 연구결과가 가지는 양자화와 오버 로우 비선형성 구

간과 시변 시간지연 더 넓은 범 에서 강인 안정성을 보장

한다. 다음의 제를 통하여 결과를 보여 다. 양자화와 오

버 로우 비선형성을 가지는 폴리토픽 불확실 이산시간 지

연 시스템에 한 타당성과 우수성을 확인하기 하여 몇 

가지 제를 다룬다.

제 1: 제안한 강인 안정성 조건을 기존 결과와 비교하

기 하여 Kandanvli와 Kar[8]과 동일한 불확실성 구간의

제를 가지도록





 


 

 
  




 


 

 

       

        (17)

과 같은 시스템을 고려한다. Kandanvli와 Kar[8]의 논문에

서는 불확실성이 정합조건의 형태이므로 본 논문에서 다루

는 폴리토픽 불확실성에서 과 를 식 (17)로 잡으면 동

일한 불확실성을 가지게 된다.   로 두면 Kandanvli와 

Kar[8]의 결과는 ≤≤  의 경우에 강인 안정성을 만족

하지만 제안한 정리 1은   보다 큰 값에도 안정성을 만

족한다. 시변 시간지연의 값이   이고   인 경우에

도 정리 1을 만족하는 변수는
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와 같이 존재하므로 기존의 결과보다 덜 보수 (less 

conservative)임을 알 수 있다. 

제 2: 시불변 시간지연을 가지는 시스템[7]





 


 

 
  




 


 

 

   

        (18)

   

을 다룬다. 식 (4)에서   로 두면  시불변 시간지연을 

가지는 시스템이 된다. Kandanvli와 Kar[7]의 정리 1은 양

자화와 오버 로우가 가지는 비선형 섹터 구간 

 ∈에서 강인 안정성을 보장
하지 못한다. 하지만, 본 논문의 정리 1에서는 

 ∈의 비선형성 섹터 구간 이외에는 양자
화와 오버 로우의 합성 비선형을 가지는 시스템에 해서 

강인 안정성을 보장한다. 제 1의 시스템에 해서도 동일

한 결과를 얻기 때문에 제안한 정리 1은 기존의 결과보다 

훨씬 넓은 비선형 역에 해서도 강인 안정성을 만족함을 

보여 다. 

제 3: 제 1에서의 시스템에서  과  같

은 불확실성 구간과   를 가지는 경우의 시스템에 하

여 비선형성 섹터별 구간에 따라 가질 수 있는 시변 시간지

연의 상한치를 구하면 표 1과 같은 결과가 나온다. 제 3

에서 다루고자 하는 불확실성과 시변 시간지연을 가지는 시

스템에서, 기존의 결과[6-8]를 가지고는 모든 비선형성 섹터

에서 강인 안정성을 만족하지 못하지만 제안하는 정리 1은 

4가지의 비선형성 섹터에서 강인 안정성을 만족하는 시변 

시간지연의 상한치를 구할 수 있다.

표 1   일 때 강인 안정성을 만족하는 의 상한치

Table 1 The value of   when   . 

          

    

참조 1:　 제 1은 기존의 변수 불확실성 시스템의 불확

실성과 동일한 불확실성 범 를 가지도록 폴리토픽 불확실

성을 정의하여 동일한 불확실성 범 에서 제안한 정리 1은 

더 넓은 범 의 시변 시간지연과 다양한 비선형 섹터 구간

에서 안정성 보장을 보임을 보 다. 제 2에서는 시불변 

시간지연을 가지는 기존 시스템과의 비교에서 기존의 결과

가 2개의 비선형 섹터 구간에서 강인안정성을 만족하는 것

을 보이는 반면에 제안하는 정리 1은 4개의 비선형 섹터 구
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간에서 강인 안정성을 만족하고 있으므로 덜 보수 임을 보

다. 정리 3에서는 제안하는 정리 1에서 비선형성 섹터별

로 강인 안정성을 만족하는 시변 시간지연의 상한치를 비교

하 다. 

4. 결  론

본 논문에서는 양자화와 오버 로우의 합성 비선형성과 구

간 시변 시간지연을 가지는 폴리토픽 불확실 지연 시스템에 

하여 강인 안정성 조건을 선형행렬부등식 기법으로 제안하

다. 기존 결과의 보수성을 해결하기 하여 한 리아푸

노  함수와 Finsler's lemma  유한 합 부등식을 이용하여 

강인 안정성 조건의 해가 존재할 충분조건을 구하 다. 기존

에서 다루는 변수 불확실성보다 덜 보수 인 폴리토픽 불확

실성을 가지는 시스템으로 확장하여서 기존결과보다 강인 안

정성을 만족하는 합성 비선형성의 범 와 시변 시간지연의 

범 를 넓혔다. 마지막으로 제를 통하여 기존결과보다 덜 

보수 임을 보 고 제안한 정리의 타당성을 보 다.
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