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서 론1.

병렬로봇은 고속작업과 부하가 많이 걸리는 작

업에 적합한 구조이다 병렬로봇을 구동하기 위.

하여서는 위치 및 속도지령이 필요한데 이를 위

하여서는 기구의 자코비안 및 특이점(Jacobian)

해석이 필요하다 병렬로봇의 자코비(singularity) .

안 해석을 위한 방법들이 여러 가지 제시되었

다.
(1~11) 대부분의 경우 기구학적 구속조건을 미분

하여 자코비안을 계산하였다 비교적 구조가 단.

순한 병렬로봇의 경우 계산이 간단하지만 자유도

가 많아질수록 계산이 복잡하여 진다 하지만 여.

러가지 평면형 병렬로봇에 스크류이론(screw

에서 제시한 기하학적 해석방법을 사용하theory)

면 자코비안을 간단히 구할 수 있고 특이점 해석

도 쉽게 할 수 있다 이를 위해 먼저 고속조립. ,

및 작업에 많이 쓰이고 있는 링Pick and Place 5

크 병렬 로봇의 자코비안과 특이점 해석을 수행

하여 기존의 방법과 스크류 이론을 이용한 방법

을 비교하였다 이를 바탕으로 여러 형태의 평면.

형 병렬 로봇도 스크류이론을 이용하면 자코비안

을 쉽게 구할 수 있고 특이점 해석도 쉽게 할 수

있음을 본 논문을 통하여 보이고자 한다.

기존의 링크 병렬 로봇의 기구학 해석2. 5

Fig. 1은 링크 병렬 로봇의 개략도를 나타낸5

것이다 는 구동조인트이며 원점 에서 만. A,D O d

큼 떨어져 있다 는 종동조인트이이며. B,C   

은 끝점의 위치이다.

순간운동학을 이용한 자코비안 해석2.1

먼저 링크의 끝점의 좌표는 일반적인 기구학, 5
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초록: 병렬로봇의 구동을 계산하기 위해서 자코비안과 특이점 해석이 필요하다 기존의 자코비안을 구.

하는 미분의 방식은 그 계산과정이 복잡하고 기하학적인 의미도 찾기 어렵다 본 논문에서는 스크류 이.

론을 사용하여 병렬로봇의 자코비안을 쉽게 구하고 그것의 기하학적인 의미도 구하였다 뿐만 아니라.

특이점도 간단한 형태로 식을 구성할 수 있으며 기하학적인 의미도 가진다 또한 스크류 이론의 적용. ,

이 링크와 같이 간단한 형태의 비 여유구동 로봇뿐만 아니라 다양한 형태의 평면형 여유구동 병렬로5

봇에도 적용 가능하다는 것을 본 논문에서 제시하였다.

Abstract: The Jacobian and singularity analysis of parallel robots is necessary to analyze robot motion. The

derivations of the Jacobian matrix and singularity configuration are complicated and have no geometrical earning in

the velocity form of the Jacobian matrix. In this study, the screw theory is used to derive the Jacobian of parallel

robots. The statics form of the Jacobian has a geometrical meaning. In addition, singularity analysis can be

performed by using the geometrical values. Furthermore, this study shows that the screw theory is applicable to

redundantly actuated robots as well as non-redundant robots.
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Fig. 1 5 link planar parallel robot

해석을 통해 구한다 그 결과는 식 로 표현. (1),(2)

할 수 있다.

Link AB and BP

 coscos  sinsin (1)

Link DC and CP

 coscos  sinsin (2)

자코비안은 로봇의 끝점의 속도( 와 구동조인)

트와의 각속도( 와의 관계를 나타낸다 먼저) . ,

식 를 미분을 하여 구동조인트의 각속도와(1),(2)

끝점의 속도의 관계식을 유도하면 다음과 같다.


  

 sin    sin    
   cos   cos    (3)


  

 sin    sin    
   cos    cos     (4)

식 에(3) cos   와sin   을 각각

곱하고 식 에(4) cos   와 sin   를
각각 곱하여 정리하면 종동조인트 각속도   

가 없는 식이 된다.

 cos sin
 
sin coscos sin 

(5)

 cos sin
 
sin coscos sin 

(6)

이제 자코비안 행렬을 구성하기 위해 식을 정

리한다.


 

 (7)

여기서,

 


cos sincos sin




 (8)

 


 sin 

 sin



 (9)











 (10)

 









 (11)

식 에(7) 
 를 양변에 곱하면 다음과 같다.

  (12)

여기서,

 
  (13)



 


 


sinsin sinsin

cossin  cossin ,

 sin 이다.

위 식 는 각속도가 주어졌을 때 끝점의 속(12)

도를 알 수 있으나 자코비안
  을 구하는

과정이 매우 복잡하고 식의 기하학적인 의미도,

찾기 어렵다.

위 식 을 스크류 이론의 순간 운동학 관계(12)

식으로 나타내면 식 과 같이 표현할 수 있다(14) .

  (14)

여기서, 는 스크류 이론에서 끝점의 순간운동

을 나타내는 트위스트 이다(Twist) .

특이점 해석2.2

정특이점2.2.1

식 에서 특이점 조건의 첫 번째는(7) det  
을 만족하는 값이다 이를 정특이점. (Direct Singula

이라고 한다 끝점의 자유도가 증가하는 경우rity) .
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이며 구동조인트가 모두 고정  되어도 끝점

에 자유도가 발생하는 경우≠ 를 말한다.

det  sin   (15)

     or  (16)

여기서, 이고  이다 따라서.

정특이점은 Fig. 2와 같이 링크 와 링크 가BP CP

서로 평행하거나 겹치는 가지 특이점 경우가 존2

재한다.

역특이점2.2.2

특이점의 두 번째 조건은 det  을 만족하

는 값이다 이를 역특이점 라고. (Inverse singularity)

한다 끝점의 자유도가 감소하는 경우이며 끝점.

이 움직이지 않아도  일부 조인트에 자유

도≠  가 발생하는 경우를 말한다.

det   sinsin   (17)

따라서 특이점 형상은 Fig. 3과 같이 링크 AB

와 링크 가 서로평행하거나 겹치는 형상 링크BP ,

와 가 서로평행하거나 겹치는 형상의 가지CD CP 4

특이점 경우가 존재한다.

   or  (18)

   or  (19)

스크류 이론을 이용한 링크 병렬3. 5

로봇의 기구학 해석

병렬 로봇의 또 다른 해석방법으로는 스크류

이론(screw theory)
(12)을 이용하여 수행하는 것인데

이 방법은 기하학적 의미가 있어 병렬 로봇의 해

석하는데 많이 쓰이고 있다 따라서 이 장에서는. ,

스크류 이론을 이용하여 링크 병렬 로봇을 해5

석하고 그 결과를 기존 방법과 비교하자 한다.

3.1 스크류해석를 이용한 자코비안 해석

링크 병렬 로봇의 끝점과 구동조인트의 정역5

학 관계식은 다음과 같다.

   (20)

Fig. 2 Direct singularity of 5 link robot

Fig. 3 Inverse singularity of 5 link robot

Fig. 4 Screw of 5 link planar parallel robot

여기서 는 끝점의 힘과 모멘트를 나타내는 렌

치 이며(Wrench) ,   
 는 구동 힘벡터를

나타낸다.  는 자코비안이며 각 행은 Fig. 4와

같이 절대좌표를 기준으로 구동 힘의 방향을 나
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타내는 선벡터이다.













cos cossin sin

 



(21)

여기서  는 스크류 선벡터의 각도이며 


로봇끝점에서 스크류 선벡터까지의 최단거리이

다 하지만 링크 병렬 로봇은 두 스크류 선벡터. 5

가 끝점에서 만나기 때문에 
 가 된다 그리.

고 식 를 구동 힘 대신 구동토크에 대한 관, (20)

계식으로 바꾸면 식 와 같은 형태의 자코비안(22)

을 구할 수 있다 따라서 자코비안은 기하학적.

의미를 가지는 스크류 선벡터의 방향   구,

동축에서 스크류까지의 최단거리 로 표현할 수

있다.

  (22)

여기서,

 











cos


cos



sin


sin ,    


(23)

   sin ,    sin (24)

자코비안의 비교3.2

스크류이론을 통하여 구한 자코비안과 미분을

통하여 구한 자코비안이 서로 일치하는지 확인할

필요가 있다.

직렬 로봇에서는 식 와 같이 순간운동학을(25)

먼저 구하고 이를 이용하여 정역학을 구한다.

  ,   (25)

여기서 자코비안 의 벡터들은 기하학적으로는J

회전축의 위치를 나타낸다.
(12)

한편 병렬로봇의 경우는 식 와 같이 정역, (26)

학 을 먼저 구하고 이를 이용하여 순간운동학을

구한다.

  ,   (26)

여기서 자코비안 의 벡터들는 기하학적으로

구동 힘 스크류 선벡터를 나타내고,  

 ,

  
 이다 식 와 같은 형태의 식을. (14)

유도하기 위하여서는 역변환이 필요하다.

  (27)

식 에서 표현한(14) 를 식 에서 표현한(27)

와 비교하면 서로 같음을 알 수 있다.

sin
 


 


sin sin

cos cos
sin

 


 


 sinsin sinsin

 cossin  cossin
 

따라서 병렬로봇의 자코비안을 기존의 방법처

럼 순간운동학 관계식 식 으로 구하면 식이, (13)

복잡하고 기하학적인 의미를 찾기 어려우나 정역

학 관계식 식 으로 구하면 쉽게 구할 수 있, (23)

고 자코비안의 기하학적인 의미도 알 수 있다.

특이점해석3.3

식 과 같이 스크류 이론을 통하여 구한 자(28)

코비안의 행렬식으로부터 특이점을 바로 구할 수

있다.

det  
sin    

  or∞ (28)

먼저,      or  조건으로부터 Fig. 2와

같이 정특이점을 구할 수 있다 정특이점은 기하.

학적으로는 모든 스크류 선벡터가 한 점에서 만

나거나 서로 평행하게 되는 경우이다.

두번째로     sin  과    sin 
의 조건으로부터 Fig. 3과 같은 역특이점을 구할

수 있다 역특이점은 기하학적으로는 구동축에서.

스크류 선벡터간의 최단거리인 가 이 되는 경0

우로서 한 개의 링크가 완전히 펴지거나 접혀진

형상이다.

여러 형태의 병렬형 평면 로봇에 대한4.

스크류 이론의 적용

링크 병렬로봇은 를 가지는 구조가 간5 2DOF
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단한 로봇이다 스크류 이론이 링크 병렬 로봇. 5

뿐만 아니라 를 가지는 병렬 로봇이나 여유3DOF

구동을 가지는 병렬 로봇에도 적용가능한지 살펴

보아야 한다.

병렬 로봇4.1 3RRR

Fig. 5는 병렬 로봇의 개략도이다3RRR .  

는 구동조인트 이며   는 종동조인트이며

     는 끝점위치와 각도이다. 는 스크류

선벡터 의 각도이며      로 나타낼수

있다 또한. 
 는 끝점에서 스크류 선벡터까지

최단거리이다.

4.1.1 자코비안 해석

병렬 로봇의 끝점과 구동조인트의 정역3RRR

학 관계식은 식 와 같다(29) .

   (29)

여기서,

      , 













,  
















,   



식 을 구동 힘 대신 구동토크에 대한 관계(29)

식으로 바꾸면 식 와 같은 형태의 자코비안을(30)

구할 수 있다 따라서 자코비안은 스크류 선벡터.

의 방향 구동축에서 스크류까지의 최단거리, 

그리고 끝점에서 스크류까지의 최단거리 
 로

표현할 수 있다.

  (30)

여기서,
















































,  













,


   sin ,    sin 

   sin ,    sin 

   sin ,    sin 

Fig. 5 Screw of 3RRR planar parallel robot

Fig. 6 Direct singularity of 3RRR robot

4.1.2 3RRR 병렬 로봇 특이점 해석

병렬 로봇의 특이점은 스크류 선벡터의3RRR

방향과 를 확인함으로써 쉽게 알 수 있다 먼.

저 Fig. 6(a)와 같이 모든 스크류 선벡터가 평행

하게 되면 자코비안 행렬에서 일차 종속이 되기

때문에 det   가 되고, Fig. 6(b)와 같이 모든

스크류 선벡터가 한 점 에서 만나게 되면(P)


 가 되기 때문에 det  가 되어 정특이점

이 발생한다 그리고 이 자코비안 행렬에서 적.

(a) (b)
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Fig. 7 Inverse singularity of 3RRR roobt

어도 하나의 값이 이 되면0 det ∞ 가 되어

역특이점이 발생한다 이것의 기하학적인 의미는.

링크가 완전히 펼쳐지거나, Fig. 7(a) 접혀지는 형

상, Fig. 7(b)이다.

여유구동 병렬로봇 해석4.2 4RRR

병렬 로봇은 병렬 로봇에서 쌍의4RRR 3RRR 1

링크와 조인트를 추가시킨 여유구동 평면형 병렬

로봇이다.
(13)

Fig. 8은 병렬 로봇의 개략도4RRR

를 나타낸 것이다.  는 구동조인트 이며  

는 종동조인트이며      는 끝점위치와 각도

이다. 는 스크류 선벡터 의 각도이며

     로 나타낼수 있다.

자코비안 해석4.2.1.

병렬 로봇의 끝점과 구동조인트의 정역4RRR

학 관계식을 스크류 이론을 사용하면 식 과(31)

같다.

  (31)

여기서,



























































,  
















,


   sin ,    sin 

   sin ,    sin 

   sin ,    sin 

   sin ,    sin 

Fig. 8 Screw of 4RRR planar parallel robot

Fig. 9 Direct singularity of 4RRR robot

Fig. 10 Inverse singularity of 4RRR robot

4.2.2 특이점 해석

여유구동을 가지는 병렬 로봇은4RRR Fig. 9와

같이 모든 스크류의 선벡터가 평행하거나 한 점(P)

(a) (b)

(a) (b)
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에서 만날 때 정특이점이 발생하며, Fig. 10과 같이

적어도하나의 가 이 될 때 한 개의 링크가 펼0 ,

쳐지거나 접히는 형상의 역특이점이 발생한다.

여유구동 링크 병렬 로봇 해석4.3. 6

링크 병렬 로봇은 여유구동 평면형 병6 3DOF

렬 로봇이다.
(14)

Fig. 11은 링크 병렬 로봇의 개6

략도를 나타낸 것이다 는 구동조인트이고. A,B,E,F

는 종동조인트이며C,D      는 끝점위치와

각도이다.  는 스크류 의 각도이며 다음과

같이 나타낼 수 있다.

     ,

   tan       ,
     ,

   tan      

4.3.1 자코비안 해석

링크 병렬 로봇의 끝점과 구동조인트의 정역6

학 관계식을 스크류이론을 사용하면 식 와(34)

같다.

  (34)

여기서,
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,


   sin ,    sin 

   sin     ,  

 sin


   sin ,    sin 

   sin     ,  

 sin

     cos   
     cos  
             

특이점 해석4.3.2

여유구동을 가지는 링크 병렬 로봇의 정특이6

Fig. 11 Screw of 6 link planar parallel robot

Fig. 12 Direct singularity of 6 link robot

Fig. 13 Inverse singularity of 6link robot

점은 특수한 경우 인데 Fig. 12와 같이 모든 스크

류의 선벡터가 한직선위에 있고 끝점 에서 만(P)

날 때 정특이점이 발생한다 그리고 역특이점은.

Fig. 13과 같이 적어도 한 개의 링크가 펼쳐지거

나 접히는 형상이고   가 될 때 발생한다.

결 론5.

기존의 병렬 로봇에서 자코비안과 특이점 해석

에서 유도과정이 복잡하였다 이것은 해석을 수.

행할 때 병렬 로봇을 직렬 로봇과 같은 방식으로

위치를 미분하여 순간운동학을 구하고 이때 구한

자코비안을 이용하여 기구를 해석함으로써 발생

된 문제이다 병렬 로봇은 직렬 로봇과 달리 정.

역학 관계식으로 접근해야 자코비안을 쉽게 구할

수 있으며 식의 기하학적인 의미도 쉽게 찾을 수

(a) (b)
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있다 뿐만 아니라 모든 스크류 선벡터가 평행하.

게 되면 자코비안 행렬이 일차 종속이 되거나

한 점에서 만나게 되면 
 가 되기 때문에

det   가 되어 정특이점이 발생한다 또한 자.

코비안 행렬에서 적어도 하나의 값이 이 되면0

det ∞ 가 되어 역특이점이 발생한다 이것의.

기하학적인 의미는 링크가 완전히 펼쳐지거나 접

혀지는 형상이다 이와 같은 사실들은 비 여유구.

동 로봇에만 적용 가능한 것이 아니라 여유구동

로봇까지 적용할 수 있음을 본 논문을 통하여 알

수 있었다.
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