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Abstract: An error analysis of PPP (Precise Point Positioning) using IF (Ionosphere Free) combination is given in this paper. It is 
shown that the performance of the ordinary model with positions, clock bias, integer ambiguities and ionosphere delay as unknowns 
is equivalent to that of an ionosphere difference combination where ionosphere delay is cancelled out. Furthermore, it is shown that 
IF combination is an ionosphere difference combination but not unique. It is also proved that all difference models show same 
performances. The error analysis evaluated with a hardware simulator and real measurements show that the ionosphere delay is 
effectively eliminated by IF combination or equivalently by the ionosphere difference combination. However, if bias errors such as 
troposphere, clock bias or multipath are included in the measurements, the performance of the IF combination is degraded because 
the bias errors are amplified by the ionosphere difference operation. 
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I. 서론 

단독 정밀 측위(PPP: Precise Point Positioning)는 기준국이 필

요한 RTK (Real Time Kinematic)과는 달리 단독 수신기로 cm

급의 정확도를 얻는 측위 방법이다[1]. 측위 정확도의 향상을 

위하여 코드뿐 아니라 반송파 위상 측정치도 사용하고, 향상

된 오차모델과 IGS (International GPS Service)의 정밀 궤도력을 

이용하여 의사거리 측정치를 향상시킨다. IGS는 측지, 측량 

연구를 지원하기 위하여 측지용 이중주파수 GPS (Global 

Positioning System) 수신기 망을 운영한다. IGS는 GPS 정밀 궤

도력, 위성시계 보정치와 전역 전리층 맵(global ionosphere 

map)을 제공하여 우주부분에서의 오차를 충분히 제거할 수 

있도록 한다. 따라서 기준국 측정치와 차분 없이 단독 수신

기만으로 정확한 위치를 구할 수 있으며 특히 반송파 위상 

측정치를 사용함으로써 cm급의 정확도를 얻을 수 있다[1]. 

이외에도 JPL (Jet Propulsion Lab)에서는 GDGPS (Global 

Differential GPS)의 구현으로 IGDG (Internet-based Differential 

GPS)를 구축하였으며 이를 이용하여 수평면에서 8cm RMS 

오차를 얻을 수 있음을 보였다[2]. 캐나다에서도 GPS 망을 

이용하여 실시간 위성 궤도력을 생성하고 이를 인터넷과 

MSAT 통신위성으로 전송하고 있다[3]. 앞의 연구 망 이외에 

NAVCOM의 StarFire와 Omnistar-HP 시스템이 상용 서비스를 

제공하고 있다[4]. PPP는 기준국이 없이도 동작하는 장점으로 

많은 부분에서 응용되고 있으나 아직 수렴이 시간이 느린 단

점이 있다. 

PPP 성능은 오차제거 기법에 영향을 받으며, 차분을 하지 

못하므로 모든 오차를 고려하여야 한다. 오차 제거기법에는 

모델링, 추정, 측정치의 조합 등이 있다. 대류권 지연, 전리층 

지연, 수신기 시계오차를 제외한 대부분의 PPP 오차는 모델

링으로 오차의 영향을 제거한다. 전리층 지연과 수신기 시계

오차는 추정기법을 이용하고, 전리층 지연은 측정치의 조합

으로 제거할 수 있다[5]. 

일반적으로 PPP에서 전리층 지연을 제거하기 위하여 사용

되는 대표적인 측정치 조합 기법인 IF (Ionosphere Free) 조합

을 사용하여 위치 해를 구한다. 그러나 아직 IF 조합으로 구

해진 해와 일반적으로 구한 위치 해와의 관계는 알려져 있지 

않으며, 특히 오차해석은 전혀 알려지지 않았다. 본 논문에서

는 IF 조합을 사용하여 구한 해의 오차를 해석하고 일반적인 

방법으로 해와 비교한다. 오차해석은 공분산 해석을 통하여 

잡음에 대한 영향을 분석하고, 전리층 지연에 의한 바이어스

가 존재하는 경우 그 영향을 분석한다. 유도된 오차해석의 

타당성은 실제 측정치를 이용하여 검증한다. 

 

II. 단독 정밀 측위에서 GNSS 측정치 모델 및 처리기법 

m개의 위성에 대한 GPS L1 반송파 위상 측정치는 (1)로 

나타낼 수 있다. 여기서 id 은 위성 i 와의 거리, iI 는 전리

층 지연, cB는 수신기 시계오차, iN 은 미지정수, 1 은 L1 

주파수의 파장, iw 는 측정잡음을 나타낸다. 일반적으로 공분

산 해석에서는 측정잡음 iw 은 평균 0, 분산 
1

2 인 AWGN

이다. GPS 측정치에는 이외에도 전리층 지연, 다중경로, 위성

궤도 오차 등이 포함되지만 본 논문에서는 이들의 영향은 모

두 측정잡음 iw 에 포함된다고 가정하고 전리층 지연의 영향

만 중점적으로 분석하였다. 
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지금부터는 (1)을 (2)의 Vector-matrix 형태로 나타낸다. 여기

서 수신기 채널 별로 특성은 같으므로 측정치의 공분산은 

(3)이 된다. 

 1cB     1 1 1Φ d r N δI w  (2) 

 

1

1

1

1

2

2
2

2

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0















 
 
   
 
  

Φ1Q I


 (3) 

 

같은 방법으로 L1 코드 측정치, L2의 코드와 반송파 위상

측정치를 나타내면 (4)가 되고 공분산은 (5)로 나타난다. 여기

서 2
1 2( )f f  이며, 전리층 지연은 반송파 주파수의 제곱

에 반비례하고, 코드와 반송파 위상에 서로 부호가 다른 영

향을 미친다. 
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 (5) 

본 논문에서는 (4)의 측정치를 이용하여 위치를 구하는 방

법으로 i) 전리층 지연이 없는 이상적인 모델, ii) 전리층 지연

을 추가의 미지수로 둔 모델, iii) 전리층 지연 차분 모델, iv) 

IF 조합 모델의 4가지를 고려하였다. 각 모델에 대하여 최소

자승법을 적용하여 해와 그 공분산을 구하고 그 값들을 비교

하여 성능을 평가하였다. 

1. 전리층 지연이 없는 모델 

외부의 기준국 등의 도움으로 전리층 지연을 완전히 제거

할 수 있다면 (4)에서 전리층 지연이 제거된 (6)을 이용할 수 

있다. 실제에서 전리층 지연을 완전히 제거하기에는 어려움

이 있지만 여기서는 최상 경우에 대한 성능 기준으로 사용하

기 위하여 전리층 지연이 없는 경우를 고려하였다. 

(6)의 측정치를 선형화 하면 (7)을 얻는다. 여기서 d0은 선

형화 기준점에서 계산된 위성 i와의 거리, H는 기준점과 위

성 사이의 시선벡터로 이루어진 행렬, δx는 위치오차를 나

타낸다. 
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(7)에 가중 최소자승법을 적용하면 (8)의 해와 (9)의 공분산을 

얻는다. 

 * 1 * T -1 T -1δu (G Q G) G Q δz  (8) 

 * 1cov( )  T -1δu (G Q G)  (9) 

참고로 전리층 지연이 제거되지 않은 상태에서 해를 구하

는 것은 다음과 같이 해석할 수 있다. 전리층 지연과 측정잡

음을 고려한 측정 오차는 (10)으로 나타낼 수 있다. 여기서 

는 모든 측정치에 포함된 전리층 지연의 평균 값, 즉 

[ ]T  δI δI δI δI 의 모든 항에 대한 평균 값을 나타

낸다. 이 mδI 항은 수신기 시계오차인 cB와 구분할 수 없으며, 

이에 따라 선형화된 측정치는 (11)로 나타낼 수 있다. 
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여기서 측정잡음 δIε 에 포함된 이온층 지연 오차의 영향으

로 오차의 특성을 정확히 해석하는 것은 어렵다. 본 논문에

는 해석의 편의를 위하여 측정잡음을 평균 0, 공분산 QδI인 

AWGN으로 가정하였다. 이때 ,δIQ Q  즉 전리층 지연으로 

인하여 측정치의 공분산이 증가한다. (11)을 이용하여 구한 

해와 공분산은 다음과 같다. 

 1 1 1   T T
δI δI δI δIδu (G Q G) G Q δz  (12) 

 1 1cov( )   T
δI δIδu (G Q G)  (13) 

2. 전리층 지연을 추가의 미지수로 둔 모델 

전리층 지연이 포함된 (4)의 측정치를 선형화 하면 (14)를 

얻는다.  
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가중 최소자승법을 적용하면 다음의 해와 공분산을 얻는다. 

 1 1 1T T
a a a a a

  δu (G Q G ) G Q δz  (15) 

 1 1cov( ) T
a a a

 δu (G Q G )  (16) 

(16)을 정리하면 다음과 같다. 
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(19)와 (9)를 비교하면 전리층 지연이 미지수로 추가됨에 따

라 공분산이 증가함을 볼 수 있다. 즉 4 m개의 이중주파수 

코드와 반송파 측정치에 대하여 4 + m개의 미지수(위치 3개, 

수신기 시계오차 및 미지정수 m개)를 구하는 것은 m개 전리

층 지연이 추가되어 4 + 2 m개의 미지수를 구하는 것에 비하

여 불리함을 나타낸다. 식(19)는 그 불리한 정도를 정량적으

로 나타낸다. 

3. 전리층 지연 차분 모델 

(20)의 차분 연산자를 (14)의 양변에 곱하면 전리층 지연이 

제거된 (21)의 모델을 얻을 수 있다. 이는 정밀 측위에서 사

용되는 단일차분과 비슷한 개념[6]이지만 L1 코드, L1 반송파 

위상, L2 코드, L2 반송파 위상 측정치를 전체로 두고 차분을 

취한다는 점에서 차이가 있다. 
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 C C C C Cz = Cz = CGδu + Cε = G δu + ε  (21) 

(21)의 차분 조합은 전리층 지연을 효과적으로 제거한다. 즉 

측정치간 차분에 의하여 측정치에 바이어스 성분의 오차인 

전리층 지연은 사라지고 측정잡음만 남는다. (22)의 측정치 

공분산 행렬을 이용하여 가중 최소자승법을 적용하면 (23)의 

해와 (24)의 공분산을 얻는다. 
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[7]과 [8]에서와 같이 차분된 측정치와 원래 측정치로 구한 

해와 그 공분산이 같으므로 (19)와 (24)는 같다. 이는 즉 4 m 

개의 측정치에 대하여 4 + 2 m개의 미지수를 구하는 것은 차

분된 3 m개의 측정치를 이용하여 4 + m개의 미지수를 구하는 

것과 같음을 나타낸다. 

4. IF 조합 모델 

PPP에서 전리층 지연이 제거된 측정치를 만들기 위해 사

용되는 IF 조합은 (4)의 측정치를 이용하여 ( ) 2,1 1Φ + Ψ ( 2Φ  

) 2,2+Ψ 2 2 2 2
1 2 1 2( ) ( )f f f f 1 2Φ Φ  조합을 만들어 사용하며 

다음 (25)와 같이 만들 수 있다. 여기서 2 2 2
1 1 1 2( ),f f f    

2 2 2
1 2 1 2( )f f f    이고 1 2 1   이 성립한다. 
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IF 조합도 측정치에 포함된 전리층 지연을 효과적으로 제

거한다. 선형화된 IF 조합 모델은 (26), 공분산 행렬은 (27)로 

나타난다.  
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4 2
1

( )
4 2

2 2





   

 

 
 
 
   
 
 
  

T
IF IF

Φ1 Ψ1 Φ1

Φ2 Ψ2 Φ2

Φ1 Φ2 Φ1 Φ2

Q z LQL

Q + Q 0 Q

0 Q + Q Q

Q Q Q Q

 (27) 

가중 최소자승법을 적용하면 (28)의 해와, (29)의 공분산을 얻

는다. 

 ˆ T -1 -1 T -1
IF IF IF IF IF IF IFδu = (G Q G ) G Q δz  (28) 

 1ˆcov( ) ( ) T -1
IF IF IF IFδu G Q G  (29) 

여기서 차분 연산자 C와 IF 조합을 위한 연산자 L이 (30)의 

관계가 있으며, S의 역행렬이 존재하므로 (31), (32)를 얻는다. 

즉 IF도 전리층 지연을 제거하는 차분의 한 방법이며, 차분

의 방법에 무관하게 같은 해와 공분산을 얻음을 알 수 있다. 

 

1

1

2

2 2

 



 
 
 

   
 
 
  

0 I 0

L C SC
I 0 I

I 0 0

 (30) 

ˆcov

ˆcov

T T T -1 -1
IF

T T T -1 -1
C

(δu ) = (G L (LQL ) LG)

= (G C (CQC ) CG) = (δu )
 (31) 

ˆ

ˆ

T T T -1 -1 T T T -1
IF

T T T -1 -1 T T T -1
C

δu = (G L (LQL ) LG) G L (LQL ) Lδz

= (G C (CQC ) CG) G C (CQC ) Cδz δu
 (32) 

(21)의 전리층 지연 차분과 IF 조합 모두 조합에 의하여 미지

정수가 정수의 성질을 유지하지 못하는 점에서는 같으나, 

(33)과 (34)에서 보는 바와 같이 IF 조합에서는 측정치가 거
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리와 수신기 시계오차가 원래 측정치에서와 같은 형태로 포

함되는 장점이 있다. 

1

2

1 2 1 1 2 2

2 2

2 2

cB

cB
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1 1
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1 2
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1

1





  
 

  
 
 
  

1 2

1 1

1 2

w w

w v

w v

 (34) 

 

III. 실험 및 검증 

1. 수치예제 

소프트웨어 시뮬레이터에서 생성한 측정치를 이용하여 본 

논문에서 유도한 결과를 확인하였다. 8개의 위성에 대한 행

렬 H에 대하여 (15), (16)의 전리층 지연을 포함한 모델을 이

용한 결과와 (23), (24)의 전리층 지연 차분 모델과 (28), (29)의 

IF 조합을 이용한 결과가 모두 같음을 확인할 수 있다. 여기

서는 지면을 줄이기 위하여 미지정수는 제외하고 위치와 시

계오차에 대한 결과만 나타내었다. 

0.5670 0.5875 0.5774

0.8580 0.5131 0.0256

0.5519 0.1401 0.8221

0.7329 0.5901 0.3386
,

0.9433 0.2632 0.2022

0.0608 0.8259 0.5605

0.0915 0.6490 0.7552

0.4739 0.7715 0.4246

   
 
 
 
 

    
 

 
    
   

H  

1.8738

5.3440
ˆ ,

4.0261

18.5629

 
 
 
 
 
  

δu =  

3.8458 2.5083 1.5206 2.7282

2.5083 4.3626 1.3840 2.9045
ˆcov( )

1.5206 1.3840 3.0161 1.7880

2.7282 2.9045 1.7880 3.0571

   
  
 
 
  

δu  

2. 하드웨어 시뮬레이터와 수신기를 이용한 실험 

전리층 지연만을 고려하기 위하여 Spirent simulator GSS 

8800[9]와 NovAtel OEM-V3[10] 수신기를 이용하여 실험을 수

행하였다. 1Hz 주기로 총 1,000초 동안의 측정치를 수집하였

으며, 그림 1(a)와 같은 배치로 10개의 위성이 관측되었다.  

먼저 이상적인 경우를 가정하고 전리층 지연과 대류권 지

연이 없는 측정치를 생성하여 (6)의 모델을 구성하고 (8)로 

구한 위치를 그림 1(b)에 나타내었다. 그림에서 수평면 오차

는 0.02m(2dRMS)로 바이어스 없는 결과를 얻을 수 있다. 이

는 전리층 지연을 완전히 제거한 경우 얻을 수 있는 최상의 

값으로 볼 수 있다. 

앞의 측정치에 전리층 지연만을 추가한 측정치를 생성하

여 (14)의 모델을 구성하고 (15), (23), (28)로 구한 위치를 그림 

2(b)에 나타내었다. 그림에서 세가지 방법이 모두 같은 크기

의 수평오차 0.21m(2dRMS) 를 나타내며, 이는 그림 2(a)의 

전리층 지연을 고려하지 않고 (12)로 구한 1.10m(2dRMS)에 

비하여 6배 정도의 성능 향상을 얻을 수 있음을 확인할 수 

있다. 즉 전리층 지연을 무시한 (12)를 사용하면 (11)에서 예

측한 것과 같이 모든 전리층 평균에 해당하는 바이어스가 발

생하며 공분산도 커짐을 확인할 수 있다. 

3. 실제 측정치를 이용한 실험 

NovAtel 수신기를 이용하여 실제 측정치를 수집하여 전리

층 차분 기법이 다른 오차에 미치는 영향을 분석하였다. 2012

년 2월 27일 1Hz 주기로 총 500초 동안의 측정치를 수집하

 
(a) Sky plot. 
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(b) Computed position using (8) (without iono. and tropo. delay). 

그림 1. 위성배치 및 수평오차(이상적인 경우). 

Fig.  1. Sky Plot and horizontal errors (ideal case). 
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였다. 10개의 위성이 관측되었으며 그림 3에 위성배치를 나

타내었다. 
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(a) Computed position using (12). 
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(b) Computed position using (15), (23) and (28). 

그림 2. 수평오차(전리층 지연이 있는 경우). 

Fig.  2. Horizontal errors (with ionospheric delay). 
 

 

그림 3. 위성 배치. 

Fig.  3. Sky Plot (real measurement). 

실제 측정치를 이용하여 구한 수평위치 오차를 그림 4에 

나타내었다. 그림에서 실제 측정치를 이용하는 경우 IF 조합

을 사용하는 것이 전리층 지연을 무시한 것보다 수평 오차가 

크게 나타난다. 이는 실제 측정치에 포함된 제거되지 않은 

대류층 지연, 다중 경로, 시계 오차 등의 영향으로 IF 조합을 

구성하는 과정에서 전리층 지연은 제거되지만 나머지 오차

가 증폭되는 현상으로 판단된다. 즉 다른 오차를 효과적으로 

제거하지 못하면 IF 조합을 이용하는 것이 성능향상에 도움

을 주지 못함을 확인할 수 있다. 

실제 측정치에 포함 오차 성분 중 어떤 성분의 오차가 영

향을 주는 지를 확인하기 위하여 사용되는 8개의 위성(PRN 

2, 5, 8, 10, 15, 21, 26, 27)의 코드와 반송파 위상 측정치에 0.5m

에서 0.5m씩 증가하여 최종 위성에서는 4m의 바이어스가 포

함되는 경우 구해진 위치를 그림 5에 나타내었다. 그림에서 

IF 조합에 의하여 바이어스 오차가 더 많이 증폭되고 그 영

향이 오차로 나타남을 볼 수 있다. 따라서 IF 조합을 이용하

는 경우 다른 오차를 효과적으로 제거할 수 있는 기법이 동

시에 사용되어야 좋은 성능을 기대할 수 있다. 

 

-1 -0.5 0 0.5 1
-1.8

-1.6

-1.4

-1.2

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2
2DRMS(float 1.90287)

North [m]

E
as

t 
[m

]

 

 
float
true

 
(a) Computed position using (12). 
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(b) Computed position using (15), (23) and (28). 

그림 4. 수평오차(실제 측정치 사용). 

Fig.  4. Horizontal error (real measurements). 
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(a) Computed position using (12). 

 
(b) Computed position using (15), (23) and (28). 

그림 5. 수평오차(전리층 지연과 바이어스 오차가 있는 경우). 

Fig.  5. Horizontal error (with ionospheric delay and bias error). 

 
IV. 결론 

본 논문에서는 단독 정밀 측위에서 일반적으로 사용되는 

IF 조합 측정치를 이용하는 경우에 대한 공분산 해석과 바이

어스 해석을 나타내었다. 먼저 이중주파수 코드와 반송파 위

상측정치에 대하여 구해야 할 미지수를 위치, 수신기 시계오

차, 미지정수 및 전리층 지연으로 둔 일반 측정치 모델과 전

리층 지연을 제거하는 차분 모델을 이용하는 것이 수학적으

로 동치임을 보였다. 또한 IF 조합이 전리층 지연을 제거하

는 차분 모델의 한 종류임을 보였고, 모든 전리층 지연 제거 

모델의 성능을 같음을 보였다. 즉 다른 전리층 지연 제거 모

델에 비하여 IF 조합을 사용하여 얻는 이득은 차분된 측정치

에 위성과의 거리, 수신기 시계오차가 공통적으로 포함되어 

물리적 의미를 갖는다는 이점이 있지만 성능 면에서는 차이

가 없음을 보였다. 시뮬레이터를 이용한 실험에서 IF 조합, 

차분모델 및 전리층 지연을 미지수로 두는 3가지 방법이 같

은 결과를 나타냄을 확인하였다. 실제측정치를 이용한 시험

에서는 전리층 지연의 제거보다는 다른 바이어스 오차가 IF 

조합에 의하여 증폭되는 효과가 크게 나타날 수 있으므로 다

른 오차를 효과적인 제거 기법이 동시에 사용되어야 함을 알 

수 있었다. 이 결과는 IF 조합을 사용하는 단독 정밀 측위에

서의 오차 해석뿐 아니라 성능 향상을 위한 다른 측정치 조

합을 선정하고 오차를 예측하는데 유용하게 사용될 수 있다. 
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