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Abstract
Cabral et al. (2012) defined a mixture model of multivariate skew t-distributions(STMM), and proposed the

use of an ECME algorithm (a variation of a standard EM algorithm) to fit the model. Their estimation by the
ECME algorithm is closely related to the estimation of the degree of freedoms in the STMM. With the ECME,
their purpose is to escape from the calculation of a conditional expectation that is not provided by a closed
form; however, their estimates are quite unstable during the procedure of the ECME algorithm. In this paper, we
provide a conditional expectation as a closed form so that it can be easily calculated; in addition, we propose to
use the ECM algorithm in order to stably fit the STMM.

Keywords: Multivariate skew t-distribution, mixture model, ECME algorithm, ECM algorithm, estima-
tion of degree of freedom.

1. 서론

정규혼합모형(normal mixture model; NMM)이나 t-분포혼합모형(TMM)은근 20년동안많은응
용분야에서 큰 역할을 하여 왔으며, 특히 군집분석에서는 거의 표준적 도구로서 사용되고 있다. 그
러나 정규분포나 t-분포의 대칭성 때문에 자료 공간에서 비대칭성을 보이는 자료에 대해서는 적합의
문제성을드러냈다. 이를극복하기위해최근다변량상황에서치우친정규분포혼합모형(skew nor-
mal mixture model; SNMM)과 더 나아가 치우친 t-분포 혼합모형(skew t-distribution mixture model;
STMM)이개발되었다. 이에대한배경을간략히정리하면다음과같다.

Lin 등 (2007a)은단변량상황에서 Azzalini (1985)의치우친정규분포를바탕으로 SNMM을제안
하였으며, Azzalini와 Dalla-Valle (1996)은 다변량 SNMM을 제공하였다. 한편 t-분포와 관련해서는
Lin 등 (2007b)은 Azzalini과 Capitanio (2003)의치우친단변량 t-분포를바탕으로 STMM을개발하였
다.
치우친 다변량 t-분포는 크게 두 가지 정의가 있는데, 하나는 Sahu 등 (2003)의 것이고 나머지

하나는 Azzalini와 Dalla-Valle (1996)의 것이다. 두 분포를 바탕으로 한 혼합모형을 각각 STMM-
Sahu와 STMM-AzDv라부르겠다. STMM-Sahu에대해서는 Lin (2010)이제안하면서 EM 구조하에
서 몬테카를로(EM-MC)에 의한 추정법을 제공하였고, Lee와 McLachlan (2011)는 ECM(expectation-
conditional maximization) 알고리즘에 의한 추정법을 소개하였다. 한편 STMM-AzDv에 대해서는
Cabral 등 (2012)이제안하면서 ECM 알고리즘구현의한가지방편인 ECME(expectation-conditional
maximization either) 알고리즘에의한추정법을제공하였다. 두 STMM 모형의자료적합능력비교에
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대해논란의여지가있지만, 저자의경험으로는후자의방법이전자의그것보다나쁘다고는보여지지
않으며,무엇보다도처리시간이상대적으로매우빠르다는장점이있다. 두방법의적합능력의비교에
대해서는 4절에서언급할것이다.

본논문에서는후자의방법즉 Cabral 등의 STMM-AzDv을다루는데, 그들의방법으로모수를추
정할때,특별히자유도추정할때문제점을지적한다. 이에대한자세한언급은다음절에서그들의모
형과추정방법을요약하면서소개할것이다. 3절에서는 ECM알고리즘의구현을위한조건부기대값
을명시적형태로구하며, 4절에서는모의자료와실자료를이용하여제안된 ECM 알고리즘의유효성
을살필것이다. 5절에서는결론과토의의정리한다.

2. 연구배경및문제제기

2.1. STM모형

Cabral 등 (2012)은 FM-SNI(finite mixture of skew normal independent)라는系의하나의구성원으
로서 STMM을소개하고있다. 그들에따르면 p-변량관측치 y j = (y1 j, . . . , yp j)T에대한 g개의성분을
가지는 STMM은

f (y j;Θ) =
g∑

i=1

πi fi
(
y j;µi,Σi, δi, νi

)
, j = 1, . . . , n (2.1)

와같으며,여기서 πi(i = 1, . . . , g)는 π1 + · · · + πg = 1을만족하는 i번째성분비율이고, i번째성분밀도
로서다변량치우친 t-밀도를

fi
(
y j;µi,Σi, δi, νi

)
= 2tp

(
y j;µi,Σi, νi

)
T

(
ri j

√
νi + p
νi + Di j

; νi + p
)

(2.2)

와 같이 정의한다. 이때 tp( · ;µi,Σi, νi)는 위치모수와 척도모수가 (µi,Σi) 그리고 자유도가 νi인 p-
변량 t-밀도이며, T ( · ; d f )는 자유도가 d f인 표준 단변량 t-분포함수를 나타낸다. 그리고 Di j =

D(y j;µi,Σi) = (y j − µi)
TΣ−1(y j − µi)으로서 Mahalanobis 거리제곱을나타내며, ri j = r(y j;µi,Σi, δi) =

δT
i Σ
−1
i (y j − µi)를나타내며, δi = (δ1i, . . . , δpi)T은 i번째성분밀도의치우침(skewness)모수벡터를나타

낸다. 그리고 Θ는모든 (중복되지않는)모수를포함하는벡터를나타낸다.

식 (2.1)의 STMM은 만약 νi (i = 1, . . . , g) → ∞이면 SNMM이 되며, δi (i = 1, . . . , g) → 0이면
TMM이되고,두조건이동시에만족하면 NMM으로축소되는매우신축적인모형이다.

2.2. EM알고리즘에의한추정

우도함수를알기쉽게나타내기위해식 (2.1)에서 δ∗i = Σ
1/2
i δi/

√
1 + δT

i δi 및 Ωi = Σi − δ∗i δ∗i
T와같

은재모수화가필요한데,이것은언제든지

δi =

(
Ωi + δ

∗
i δ
∗
i

T
)− 1

2 δ∗i[
1 − δ∗i

T
(
Ωi + δ

∗
i δ
∗
i

T
)− 1

2 δ∗i

] 1
2

, Σi = Ωi + δ
∗
i δ
∗
i

T

와같이되돌릴수있다. 이제벡터 Z j = (Z1 j, . . . , Zg j)T의원소 Zi j를관측치 y j가 i번째성분으로부터
생성되었으면 1,그렇지않으면 0을나타내는지시변수라하자. 이때모형 (2.1)은다음과같은위계적
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구조로서표현되는것으로알려져있다. 즉,

Z j ∼ multi
(
1; π1, . . . , πg

)
, U j|Zi j = 1 ∼ gamma

(
νi

2
,
νi

2

)
, T j|U j = u j, Zi j = 1 ∼ HN(0, u−1

j ),

Y j|T j = t j, U j = u j, Zi j = 1 ∼ Np

(
µi + δ

∗
i t j,
Ωi

u j

)
. (2.3)

여기서 multi(n; π1, . . . , πg)은시행횟수 n 및성공확률 (π1, . . . , πg)인 g-항분포를나타내며, gamma(α,
β)은평균이 α/β인감마분포, HN(µ, σ2)는평균과분산이 (µ, σ2)인단변량절반정규분포 (half normal
distribution)그리고 Np(µ,Σ)는평균과분산이 (µ,Σ)인 p-변량정규분포를나타낸다.
식 (2.3)의 조건부 관계로부터 완비자료 z = (zT

1 , . . . , zT
n )T , u = (u1, . . . , un)T , t = (t1, . . . , tn)T 및

y = (yT
1 , . . . , yT

n )T의로그-우도는

Lc (Θ|Z,u, t, y) = Lc1(θ) + Lc2(ν) (2.4)

와같이두개로분리된성분으로나타낼수있는데,여기서

Lc1(θ) ∝
g∑

i=1

n∑
j=1

zi j

{
log πi −

1
2

log |Ω|i −
1
2

u j

(
y j − µi − δ∗i t j

)T
Ω−1

i

(
y j − µi − δ∗i t j

)}
, (2.5)

Lc2(ν) ∝
g∑

i=1

n∑
j=1

zi j

{
− logΓ

(
νi

2

)
+
νi

2
log

(
νi

2

)
+
νi

2

(
log u j − u j

)}
(2.6)

이며, θ는 {πi} ,
{
µi

}
,
{
δ∗i

}
및 {Ωi}를포함하는모수벡터이고 ν = (ν1, . . . , νg)T 그리고 Θ = (θT , νT )T이다.

자유도 ν와 (미관측)자료 log u j는오직 Lc2(ν)에만포함되어있음을주목하자.
이제 EM알고리즘의 (k + 1)번째단계의 E-스텝에서완비자료의조건부기대값

Q
(
Θ|Θ(k)

)
= EΘ(k)

[
Lc(Θ)|y] = Eθ(k)

[
Lc1(θ)|y] + Eν(k)

[
Lc2(ν)|y]

= Q1

(
θ|θ(k)

)
+ Q2

(
ν|ν(k)

)
(2.7)

를계산해야한다. 이것은식 (2.5)를통해알수있듯이 Q1(θ|θ(k))의계산을위해서몇가지의변량에
대한조건부기대값을계산해야하는문제인데,이것들은이중기대값과확률분포에관한몇가지성질
을이용하여 i = 1, . . . , g; j = 1, . . . , n에관해

τ(k+1)
i j = EΘ(k)

[
Zi j

∣∣∣ y j

]
= PrΘ(k)

{
Zi j = 1

∣∣∣ y j

}
=

π(k)
i fi

(
y j;µ

(k)
i ,Σ(k)

i , δ(k)
i , ν(k)

i

)
∑g

h=1 π
(k)
h fh

(
y j;µ

(k)
h ,Σ(k)

h , δ(k)
h , ν(k)

h

) ,
e(k+1)

1,i j = EΘ(k)

[
U j

∣∣∣ y j,Zi j = 1
]
= b(k)

i j (0)
T

(
r(k)

i j

√
b(k)

i j (1) ; ν(k)
i + p + 2

)
T

(
r(k)

i j

√
b(k)

i j (0) ; ν(k)
i + p

) ,

e(k+1)
2,i j = EΘ(k)

[
U jT j

∣∣∣ y j, Zi j = 1
]
= e(k+1)

1,i j m(k)
i j + M(k)

i K(k)
i j ,

e(k+1)
3,i j = EΘ(k)

[
U jT 2

j

∣∣∣ y j,Zi j = 1
]
= e(k+1)

1,i j

(
m(k)

i j

)2
+ m(k)

i j M(k)
i K(k)

i j +
(
M(k)

i

)2

과같이명시적형태로얻게된다. 여기서 b(k)
i j (s) = (ν(k)

i + p + 2s)/(ν(k)
i + D(k)

i j )(s = 0, 1)을나타내며,

D(k)
i j = D(y j;µ

(k)
i ,Σ(k)

i ), M(k)
i = (1 + δ∗i

(k)T
Ω

(k)
i
−1
δ∗i

(k))−1/2, m(k)
i j = (M(k)

i )2δ∗i
(k)T
Ω

(k)
i
−1

(yi − µ(k)
i )를나타내
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고, r(k)
i j = δ

∗
i

(k)T
Σ

(k)
i
−1

(yi − µ(k)
i ) = m(k)

i j /M
(k)
i 이며,

Ki j =

Γ

(
ν(k)

i +p
2 + 1

2

)
Γ
(

1
2

)
Γ

(
ν(k)

i +p
2

)
(
ν(k)

i + D(k)
i j

)(ν(k)
i +p

)
/2

(
ν(k)

i + D(k)
i j +

(
r(k)

i j

)2
)(ν(k)

i +p+1
)
/2

T−1
(
r(k)

i j

√
b(k)

i j (0) ; ν(k)
i + p

)

을나타낸다.
반면,식 (2.6)–(2.7)을통해알수있듯이 Q2(ν|ν(k))의계산을위해

e(k+1)
4,i j = EΘ(k)

[
log U j | y j,Zi j = 1

]
(2.8)

를구해야한다. 그런데이조건부기대값은 STMM-Sahu모형에대해서 Lin (2010)에의해결코계산
이용이하지않은형태이기는하지만이미알려져있다. 그러나 STMM-AzDv모형에서는저자가아는
한아직알려지지않았다. 다만계산하기쉽지않은형태일것이란짐작은할수있다.
그래서Cabral등 (2012)은CM-스텝(conditional maximization-step)에서 θ에대하여 0 = ∂Q1(θ|θ(k))/

∂θ를통해

π(k+1)
i =

∑n
j=1 τ

(k+1)
i j

n
, µ(k+1)

i =

∑n
j=1 τ

(k+1)
i j

(
e(k+1)

1,i j y j − e(k+1)
2,i j δ

∗
i

(k)
)

∑n
j=1 τ

(k+1)
i j e(k+1)

1,i j

,

δ∗i
(k+1)
=

∑n
j=1 τ

(k+1)
i j e(k+1)

2,i j

(
y j − µ(k+1)

i

)
∑n

j=1 τ
(k+1)
i j e(k+1)

3,i j

및

Ω
(k+1)
i =

1∑n
j=1 τ

(k+1)
i j

n∑
j=1

τ(k+1)
i j

{
e(k+1)

1,i j

(
y j − µ(k+1)

i

) (
y j − µ(k+1)

i

)T − e(k+1)
2,i j

(
y j − µ(k+1)

i

)
δ∗i

(k+1)T

− e(k+1)
2,i j δ

∗
i

(k+1)
(
y j − µ(k+1)

i

)T
+ e(k+1)

3,i j δ
∗
i

(k+1)δ∗i
(k+1)T

}
, i = 1, . . . , g

를얻은반면 ν(k+1)을얻기위해 Q2(ν|ν(k))를최대화하는대신불완비자료 y에대한로그-우도 L(θ(k+1),

ν|y)를직접최대화하는방법을택하였다. 즉,

ν(k+1) = argmax
ν

 n∑
j=1

log

 g∑
i=1

π(k+1)
i fi

(
y j

∣∣∣µ(k+1)
i ,Σ(k+1)

i , δ(k+1)
i , νi

)
 (2.9)

을구함으로써,식 (2.8)의 EΘ(k) [log U j|y j, Zi j = 1]를계산할필요가없게하였다. 이러한방법을 ECME
알고리즘이라하는데, Liu와 Rubin (1994)에의해제안된방법으로서원래는 ECM알고리즘의수렴속
도를개선할목적으로소개되었다.

2.3. 자유도추정에대한문제

앞서설명한바를정리하면다음과같다. (k + 1)-스텝에서 ECM알고리즘으로자유도 ν를추정하
기위해 Q2(ν|ν(k))를최대화하려면 log U j의조건부기대값을계산해야한다. Cabral등 (2012)은이를
회피하기위해식 (2.9)을통해불완비자료 y에대한로그-우도 L(θ(k+1), ν|y)를최대화하는 ECME알고
리즘을이용하였다.
그러나 McLachlan과 Peel (2000, 234–235)에서지적하였듯이 TMM의경우, ν1 = · · · = νg를가정

하지않는한주어진자료 y에따라서는 ν의로그-우도 L(θ(k+1), ν|y)의표면은 ν의최대값부근의꽤넓
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은영역에서거의평평한상태를보여준다. 따라서이평평하고넓은영역내에서어떠한값도 ν(k+1)가

될가능성이높다. Lin (2010) 역시 STMM에서비슷한특성을지적하였다. 확실치는않으나 Cabral
등 (2012)은식 (2.9)의 ν(k+1)를얻기위해심플렉스(symplex)탐색기법을이용한듯보인다. 이러한상
황에서탐색기법은그릇된해를제공할가능성이높은것으로판단된다. 그래서인지는몰라도그들의
모의실험에서는等자유도상황에서의결과만을보여주고있다. 사실많은응용문제에서등자유도는
무리한가정일수있다.

EM알고리즘의이점중하나는미관측결측자료를포함함으로써일종의대리함수(surrogate func-
tion)인 Q(Θ|Θ(k))를통해모수공간에서최대/최소의상태를두드러지게하여안정되게최우추정치로
유도하게하는데있다. 저자는 ECME가종종이런특성을회손할수있다고본다. 따라서본연구에서
는 STMM 적합을위해 e(k+1)

4,i j 를계산하고 Q2(ν|ν(k))를최대화하는 ECM 알고리즘의사용을제안한다.
이에대해서는다음절에서소개한다.

3. ECM알고리즘에의한자유도추정

3.1. log U의조건부기대값계산

우선식 (2.6)으로부터

Q2

(
ν|ν(k)

)
∝

g∑
i=1

n∑
j=1

τ(k+1)
i j

{
− logΓ

(
νi

2

)
+
νi

2
log

(
νi

2

)
+
νi

2

[
e(k+1)

4,i j − e(k+1)
1,i j

]}
(3.1)

이다. 식 (3.1)에서우리는 e(k+1)
4,i j 를구해야하는데,그결과는다음과같다.

정리 1. 식 (2.3)의조건부분포구조하에서

e(k+1)
4,i j = EΘ(k)

[
log U j|y j,Zi j = 1

]
= S 1,i j

(
Θ(k)

)
+ S 2,i j

(
Θ(k)

)
, i = 1, . . . , g; j = 1, . . . , n (3.2)

이다. 여기서

S 1,i j

(
Θ(k)

)
= e(k+1)

1,i j −
 ν(k)

i + p

ν(k)
i + D(k)

i j

 + ψ
ν(k)

i + p
2

 − log

ν(k)
i + D(k)

i j

2

 , (3.3)

S 2,i j

(
Θ(k)

)
= 2

[
d

dνi
log T

(
ri j

√
νi + p
νi + Di j

; νi + p
)]
Θ=Θ(k)

(3.4)

을나타낸다.

증명: 부록에수록하였음. �

식 (3.3)에서 ψ(x) = d log Γ(x)/dx로서 digamma 함수를 나타낸다. 식 (3.3)의 S 1,i j(Θ(k))는 Lin
(2010)이 유도한 STMM-Sahu 모형에서의 꼴과 정확히 일치한다. 반면 추정치 ν(k)

i 에서 단변량 로그
t-cdf의 (2배의) 기울기로서 해석될 수 있는 S 2,i j(Θ(k))는 Lin의 것과 현저히 다르다. 다음 절의 실
험에서 S 2,i j(Θ(k)) 내의 미분은 수치적으로 계산하였는데, 구체적으로 말하자면 [(d/dx) f (x)]x=x0 ≈
{ f (x0 + ∆x) − f (x0)}/∆x에서 ∆x = 10−10를넣어계산하였다. 애초에식 (3.2) 조건부기대값은계산이
용이하지않을것이라짐작하였으나,실제로는 STMM-Sahu모형에서의그것과는다르게현실에서수
치미분을이용하여매우정확하고빠르게계산될수있다.
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3.2. 자유도의추정

이제식 (3.1)의 Q2(ν|ν(k))를최대화하는

ν(k+1) = argmax
ν

Q2

(
ν|ν(k)

)
(3.5)

를구해야하는데, 이를위해심플렉스탐색기법을사용할수있지만이기법은대용량다변량자료일
때많은처리시간을요한다. 그래서본연구에서는 (많은실험을통해결과값에서거의차이가없음을
확인한)처리시간이좀더빠른 Gauss-Newton알고리즘을사용하였다. 우선

0 =
∂Q2

(
ν|ν(k)

)
∂νi

= ψ
(
νi

2

)
− log

(
νi

2

)
− 1 − ē(k+1)

i
def
= h

(
νi; θ(k+1)

)
(3.6)

라하자. 단, ē(k+1)
i =

∑n
j=1 τ

(k+1)
i j (e(k+1)

4,i j − e(k+1)
1,i j )/

∑n
j=1 τ

(k+1)
i j 을나타낸다. 이때

h′
(
νi; θ(k+1)

)
=

1
2
ψ′

(
νi

2

)
− 1
νi

(3.7)

이다. 여기서 ψ′(x)는 trigamma 함수이며, “ ′ ”은 ν에 관한 1차 미분을 표시한다. 이제 초기치로서
ν(k:0)

i = ν(k)
i 라주고

ν(k:ℓ+1)
i =

ν(k:ℓ)
i −

h
(
ν(k:ℓ)

i ; θ(k+1)
)

h′
(
ν(k:ℓ)

i ; θ(k+1)
) 
+

, i = 1, . . . , g (3.8)

를 ℓ = N번의충분한반복후 ν(k:N)
i 을 ν(k+1)

i 로정한다. 여기서 [x]+은 x ≤ 0이면 x = ϵ (> 0)으로의치환
을의미하는데, 자유도에대한양의추정을위한일환이다. 다음절실험에서는 ϵ = 0.01으로하였다.
만약 ν1 = · · · = νg = ν로서등자유도를가정한다면,

h
(
ν; θ(k+1)

)
= ψ

(
ν

2

)
− log

(
ν

2

)
− 1 − ē(k+1) 및 h′

(
ν; θ(k+1)

)
=

1
2
ψ′

(
ν

2

)
− 1
ν

(3.9)

라하고,

ν(k:ℓ+1) =

ν(k:ℓ) −
h
(
ν(k:ℓ); θ(k+1)

)
h′

(
ν(k:ℓ); θ(k+1)

) 
+

(3.10)

을반복실행한다. 단, ē(k+1) =
∑g

i=1
∑n

j=1 τ
(k+1)
i j (e(k+1)

4,i j − e(k+1)
1,i j )/n을나타낸다.

4. 수치실험

4.1. 모의실험

본실험에서는다음의모수를가지는 2-변량 2-성분혼합모형

π = 0.6, µ1 = (0, 0)T , µ2 = (5, 4)T , Σ1 =

 4 2
2 9

 , Σ2 =

 1 0.2
0.2 5

 ,
δ1 = [0, 0]T , δ2 = [5, 3]T , ν1 = 50, ν2 = 5 (4.1)
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을고려하였다. 두성분밀도에서각각 n1 = 300및 n2 = 200개의자료를생성하여 ECM알고리즘으로
모수들을추정하였다. 그리고이러한 n = n1 + n2 = 500크기의표본세트를 100번재생성하여추정치
들의평균및표준편차 (괄호내)를얻은결과는다음과같았다.

π̂ = 0.6009 (0.0060),

µ̂1 =

 0.6937 (0.2025)
−0.9612 (0.4198)

 , µ̂2 =

 5.0204 (0.1817)
3.9719 (0.3929)

 ,
Σ̂1 =

 4.4148 (0.4237), 2.6693 (0.4966)
− 9.8820 (1.1658)

 , Σ̂2 =

 1.0377 (0.2810), 0.2230 (0.4125)
− 5.3544 (1.5430)

 ,
δ̂1 =

 0.3903 (0.1261)
0.3946 (0.1961)

 , δ̂2 =

 5.4028 (3.1123)
3.3050 (2.0187)

 ,
ν̂1 = 37.6533 (27.4534), ν̂2 = 5.8913 (1.8740). (4.2)

대체적으로추정치들의평균은원모수에근접해있는것으로보인다. 그러나큰자유도추정치의
변이가꽤크게나타났다. 이론적으로자유도 ν = ∞일때치우친 t-분포는치우친정규분포가된다.
그러나이것은현실에서대략 30이상이면치우친정규분포의적합과거의구분하기어렵기때문에나
타나는어쩌면자연스러운현상으로보여진다.

4.2. AIS자료적합

AIS(Australian Institute of Sport)자료 (Cook와Weisberg, 1994)는 102명의남성과 100명의여성운
동선수들의여러특성을조사한자료로서우리는이중에두가지특성변량(BMI, Bfat)을사용할것이
다. 이자료는두자료집단의비대칭성때문에치우친분포모형의적합능력을평가하는벤치마킹사
례로자주이용된다.

Table 1에 STMM-AzDv 모형에대한異자유도상황하에서의 ECM 알고리즘과등자유도가정하
에서의 ECME 알고리즘으로추정된결과들을수록하였다. 아울러 STMM-Sahu 모형에대한두가지
방법즉 Lee와 McLachlan (2011)의 ECM과 Lin (2010)의 EM-MC에의한결과를추가하였는데, 이것
은 Lee와 McLachlan이보고한결과를그대로인용한것이다 (두 STMM모형에서 Σi는다르게정의되

므로분산및공분산추정치를비교할필요는없다). 그리고그추정치들을바탕으로 Figure 1(아래쪽
두그림)에적합등고선을그렸다.

Table 1의로그-우도, AIC및 BIC기준으로볼때두 STMM모형에서 ECM에의한적합이좀더나
아보이며,그중에도제안된 STMM-AzDv모형하에서 (이자유도을가정한) ECM알고리즘이가장우
수한것으로평가된다. 특히혼합비율 π의추정치가정확한데, STMM-Sahu모형기반방법들은오히
려여성의비율이남성그것보다크다고그릇되게추정하고있다. 그이유는 Figure 1을보면대략이
해할수있다. STMM-AzDv 모형은대체적으로남성자료(△)를치우친분포로그리고여성자료(⃝)를
치우침이없는분포로적합하려는경향이있는반면, STMM-Sahu 모형은그반대로보인다. 그래서
STMM-Sahu 모형기반방법들은남성자료의상당수를여성쪽의성분분포로흡수하면서할당오류율
을높이게한다. 특히본논문의 ECM알고리즘은여성자료에대해거의순수한 2-변량정규분포로적
합하면서 (치우침모수 δ̂1 = 0.86과 δ̂1 = 0.52로서매우작고, ν̂2 = 63.01인데보통자유도가 30 이상
이면정규분포와큰차이가없다),성분분포의밀도를고려하며두집단의경계를다른기법에비해상
대적으로더정확하게나누는것을그림을통해볼수있다. 이것은가장작은할당오류율 0.0495 (=
10개/202개)을제공한다. 이러한구현은등자유도를가정하면어려울것으로보인다.
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Table 1: Comparison of Various methods for AIS data. Etime indicates the execution time measured in
second.)

STMM-AzDv STMM-Sahu
모수 ECM(equal DF) ECME(equal DF) ECM(unequal DF) EM-MC(unequal DF)

male female male female male female male female
πi 0.501 0.499 0.597 0.403 0.42 0.58 0.41 0.59
µi1 21.81 20.36 22.37 20.18 22.55 19.95 22.47 19.89
µi2 6.15 15.26 6.13 13.87 7.25 15.82 7.30 15.50
σ2

i1 5.95 7.85 5.74 7.08 3.30 3.83 3.23 2.96
σ2

i2 9.26 34.58 26.35 41.05 2.15 25.60 2.14 25.80
σi,12 5.96 11.85 9.18 12.94 1.35 6.19 1.34 6.17
δi1 2.63 0.86 2.23 0.14 0.64 3.55 0.72 2.72
δi2 5.72 0.52 10.72 1.22 1.23 1.82 1.13 2.22
νi 3.20 63.01 6.85 25.92 17.65 25.93 23.98

L(Θ̂) −1075.2 −1084.5 −1078.9 −1088.1
AIC 2184.3 2201.0 2191.8 2208.0
BIC 2240.6 2253.9 2248.1 2264.2

Error Rate 0.0495 0.0941 0.0891 0.0891
Etime 0.62 14.61 - -

한편, ECM 알고리즘의 100회반복당처리시간은상용 PC(Pentium dual-core, 2.5GHz)를사용하
여 0.62초걸렸다. 반면,등자유도를가정한 ECME은거의 24배인 14.61초가걸렸으며,이자유도를가
정하면이보다약 2.5배더오래걸렸다.

Figure 2는등자유도가정을하지않았을때알고리즘진행에따른 ECME의자유도추정의문제점
을분명하게보여주고있다. (ν1, ν2) 공간에서 ECM 알고리즘 (첫번째그림)은어떤정상점(stationary
point)을향해단조적으로수렴중인반면, MCEM (두번째그림)은불규칙적인진행경로를보이면서
발산한다. 이것은로그-우도의증분상황 (세번째그림)에그대로반영된다.

5. 결론및토의

본연구에서는 Cabral 등 (2012)의 STMM-AzDv 모형적합을위한 ECM 알고리즘의사용을제안
하였다. 이를위해서는 log U j의조건부기대값을얻어야한다. 본논문에서이조건부기대값을직접
계산이가능한수준의명시적형태로제공하였다. ECM알고리즘은기존의 Cabral등 (2012)의 ECME
알고리즘과는다르게이자유도상황하에서도안정적이고신속하게최우추정을할수있음보였으며,
AIS자료를통해등자유도를가정하지않았을때적합이좀더정확할수있음을보였다.
그러나 4절의모의실험에서확인한바와같이자유도추정치가클수록산포가큰데, 좀더안정적

인추정법을고려해야할필요가있다. 예를들어벌점화최우추정(penalized maximum likelihood)이
도움이될것으로사료된다. 식 (3.2)의조건부기대값에서성분

∑n
j τ

(k)
i j S 2,i j(Θ(k))은

∑n
j τ

(k)
i j S 1,i j(Θ(k))에

비해무시할만큼작다는것을수치조사로확인하였다. 따라서 e(k+1)
4,i j ≈ S 1,i j(Θ(k))로하여도거의비슷

한결과를얻을수있을것으로예상된다. 마지막으로 STMM-AzDv의식별성(identifiability)이이론적
으로확실하게규명되어있지않아논란의여지가있다. 만약식별성을만족하지않는다면이에대한
대안적방법이요구된다.

부록:

정리 1을증명하기전에먼저다음성질을알아두자. g(u;α, β)를 gamma(α, β)분포의밀도이고양
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Figure 1: Results of Fit by STMM (upper: STMM-AzDv model (left: ECM, right: ECME), lower: STMM-Sahu
model (left: ECM, right: EM-MC),⃝: female, △: male, ×: miss-allocations, contours: fitted model)
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Figure 2: Estimates of ν of ECM and ECME during Iteration (1st: ECM, 2nd: ECM, and 3rd: sequence of
log-likelihoods,⃝: beginning point, �: running point)

의두함수 a(ν)과 b(ν)이 ν에관한 1차미분가능함수라할때,

d
dν

log g(u; a(ν), b(ν)) =
d
dν

log
{
Γ−1 (a(ν)) b(ν)a(ν)ua(ν)−1 exp [−b(ν)u]

}
= −a′(ν)ψ[a(ν)] + a′(ν) log[b(ν)] +

a(ν)
b(ν)

b′(ν) + a′(ν) log(u) − b′(ν)u
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이므로,양변에조건부기대값을취하면

E
[

d
dν

log g (U; a(ν), b(ν))
∣∣∣ y

]
= −a′(ν)ψ(a(ν)) + a′(ν) log b(ν) +

a(ν)
b(ν)

b′(ν)

+ a′(ν)E
[
log(U)| y] − b′(ν)E

[
U | y] (A.1)

이다.

증명: {정리 1의증명} 앞으로 Zi j = 1인상황하에서전개하되, 표기의간편함을위해아래첨자 i, j와
반복횟수를 나타내는 위첨자 (k)는 떼고 설명하겠다. 이렇게 하여도 일반성을 잃지 않는다. 먼저 식
(2.3)의관계로부터조건부밀도

h(u|y) =
g(u) f (y|u)∫ ∞

0 g(u) f (y|u)du
= g

(
u;
ν + p

2
,
ν + D

2

)
Φ

(
u

1
2 r

)
T−1 (w(ν; y)r; ν + p) (A.2)

을얻을수있다. 여기서 w(ν; y) =
√

(ν + p)/(ν + D)를나타낸다. 이때

0 =
d
dν

∫ ∞

0
h(u|y)du =

∫ ∞

0

d
dν

h(u|y)du (Leibnitz rule에의해)

=

∫ ∞

0
Φ

(
u

1
2 r

) d
dν

[
g
(
u;
ν + p

2
,
ν + D

2

)
T−1 (w(ν; y)r; ν + p)

]
du

=

∫ ∞

0
Φ

(
u

1
2 r

) [ d
dν

g
(
u;
ν + p

2
,
ν + D

2

)]
T−1 (w(ν; y)r; ν + p) du

+

∫ ∞

0
Φ

(
u

1
2 r

)
g
(
u;
ν + p

2
,
ν + D

2

) [ d
dν

T−1 (w(ν; y)r; ν + p)
]

du

let
= S ∗1(ν) + S ∗2(ν) (A.3)

이다. 그런데

S ∗1(ν) =
∫ ∞

0

[
d
dν

g
(
u;
ν + p

2
,
ν + D

2

)]
Φ

(
u

1
2 r

)
T−1 (w(ν; y)r; ν + p) du

=

∫ ∞

0

[
d
dν

log g
(
u;
ν + p

2
,
ν + D

2

)]
g
(
u;
ν + p

2
,
ν + D

2

)
Φ

(
u

1
2 r

)
T−1 (w(ν; y)r; ν + p) du

=

∫ ∞

0

[
d
dν

log g
(
u;
ν + p

2
,
ν + D

2

)]
h(u|y)du

= EΘ

[
d
dν

log g
(
U;

ν + p
2

,
ν + D

2

) ∣∣∣∣∣ y
] (
식 (A.1)에 a(ν) =

(ν + p)
2

및 b(ν) =
ν + D

2
를대입하면

)
=

1
2

[
−ψ

(
ν + p

2

)
+ log

(
ν + D

2

)
+

(
ν + p
ν + D

)
+ EΘ(log U |y) − EΘ(U |y)

]
(A.4)

이다. 그리고 t-cdf T (w(ν; y)r; ν + p)에는 U의실현값 u가포함되어있지않음을유의하면서

S ∗2(ν) =
∫ ∞

0

[
d
dν

T−1 (w(ν; y)r; ν + p)
]

g
(
u;
ν + p

2
,
ν + D

2

)
Φ

(
u

1
2 r

)
du

= −
d
dνT (w(ν; y)r; ν + p)

T (w(ν; y)r; ν + p)

∫ ∞

0
g
(
u;
ν + p

2
,
ν + D

2

)
Φ

(
u

1
2 r

)
T−1 (w(ν; y)r; ν + p) du

= − d
dν

[
log T (w(ν; y)r; ν + p)

] ∫ ∞

0
h(u|y)du = − d

dν
[
log T (w(ν; y)r; ν + p)

]
(A.5)
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임을알수있다. 이제두결과 (A.4)와 (A.5)를 (A.3)에대입하여 EΘ(log U |y)를즉시얻을수있다. 그
리고 Zi j = 1의조건을취하여성분첨자 i와관측치첨자 j를붙이면서 Θ = Θ(k)를대입하면정리 1의
결과를얻게된다. �
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