
Journal of The Korea Society of Computer and Information

Vol. 17 No. 9, September 2012

www.ksci.re.kr

http://dx.doi.org/10.9708/jksci/2012.17.9.139

할당 문제의 최  알고리즘

*이 상 운*

The Optimal Algorithm for Assignment Problem

Sang-Un, Lee*

요  약

본 논문에서는 할당 문제의 최 해를 간단히 찾을 수 있는 알고리즘을 제안하 다. 일반 으로 할당 문제의 최

해는 Hungarian 알고리즘으로 구한다. 제안된 알고리즘은 Hungarian 알고리즘의 4단계 수행 과정을 1단계로 

단축시켰으며, 행과 열의 최소 비용만을 선택하여 비용을 감소시키는 최 화 과정을 거쳐 최 해를 구하 다. 제안

된 알고리즘을 27개의 균형 할당 문제와 7개의 불균형 할당 문제에 용한 결과 유 자 알고리즘으로 찾지 못한 최

해를 찾는데 성공하 다. 제안된 알고리즘은 Hungarian 알고리즘의 수행 복잡도  을 으로 향상시켰

다. 따라서 제안된 알고리즘은 Hungarian 알고리즘을 체하여 할당 문제에 일반 으로 용할 수 있는 알고리즘

으로 리 활용될 수 있을 것이다.

▸Keywords :헝가리안 알고리즘, 균형 할당, 불균형 할당, 최소 비용, 최  해

Abstract

This paper suggests simple search algorithm for optimal solution in assignment problem. 

Generally, the optimal solution of assignment problem can be obtained by Hungarian algorithm. 

The proposed algorithm reduces the 4 steps of Hungarian algorithm to 1 step, and only selects the 

minimum cost of row and column then gets the optimal solution simply. For the 27 balanced and 

7 unbalanced assignment problems, this algorithm finds the optimal solution but the genetic 

algorithm fails to find this values. This algorithm improves the time complexity   of 

Hungarian algorithm to . Therefore, the proposed algorithm can be general algorithm for 

assignment problem replace Hungarian algorithm.

▸Keywords :Hungarian Algorithm, Balanced Assignment, Unbalanced Assignment, 

Minimum Cost, Optimal Solution
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I. 서 론

할당문제 (assignment problem)는 수송문제 (transportation 

problem)의 특별한 경우로, 다수의 공 처 (source,  

⋯)와 수요처 (demand,   ⋯)가 존재하

며 모든 공 량과 요구량이 항상 1인 경우이다. 한, 수송비

용  이 모두 다르며, 한 공 처에서 반드시 한 수요처로만 

수송이 이루어져야만 한다. 이 경우 총 수송비용의 합이 최소

가 되는 최 해  
  




 



를 찾도록   을 할당하

는 문제이다.[1-3]

× 비용 행렬에서   인 경우를 균형 할당 문제 

(Balanced Assignment Problem), ≠ 인 경우를 불균형 

할당 문제 (Unbalanced Assignment Problem)라 한다.[3]

할당 문제를 해결하는 방법으로 거의 부분은 Hungarian 

알고리즘[1-3]을 용하고 있으며, 일부는 유 자 알고리즘

[4]을 시도하는 경우도 있다. Hungarian 알고리즘의 수행 

복잡도는  로 균형 할당 문제에 해서는 최 해 

(optimal solution)를 항상 찾을 수 있다고 알려져 있다.[1] 

그러나 균형 할당문제에 해서도 항상 최 해를 찾지 못하는 

경우도 발생하여 최 해를 얻었는지 검증하는 과정이 필요하

다. 한, 불균형 할당 문제에 해서는 최 의 해법을 찾지 

못할 수 있기 때문에 알고리즘을 용하기 에 비용이 모두 

0인 가상 (dummy)의 행이나 열을 추가하여 균형 할당을 만

들어야만 한다.[3] 한, Hungarian 알고리즘은 마지막으

로 얻은 0의 비용들 에서 각 열에서 복되지 않게 1개씩만 

선택하여야 하는 불편함이 따르며, 0을 포함하는 최소한의 선

을 개를 는 과정이 반복 으로 수행되어야만 한다.

본 논문은 비용 행렬의 크기와 무 하며, 균형과 불균형 할당 문제와 

무 한 모든 경우에 해 항상 최 해를 찾는 단순하면서도 일반 으로 

용할 수 있는 알고리즘을 제안한다. 제안된 알고리즘은 Hungarian 

알고리즘에 비해 보다 단순히 용하면서도 최 해를 빠르게 찾을 수 있

어 최  할당 알고리즘 (optimal assignment algorithm)이라 부른

다. 제안되는 알고리즘의 수행 복잡도는 Hungarian 알고리즘의 수행 

복잡도  을  으로 히 감소시키는 효과를 얻었다.

2장에서는 할당 문제의 최 해를 찾는 표 인 Hungarian 

알고리즘을 살펴보고 문제 을 고찰해 본다. 3장에서는 최

의 해법을 쉽게 찾는 최  할당 알고리즘을 제안한다. 4장에

서는 최  할당 알고리즘을 다양한 균형과 불균형 할당 문제 

사례들에 용하여 최 해를 찾는지 평가해 본다.

II. 련연구와 연구 배경

할당 문제는 수송 문제의 특별한 경우로 공 량과 요구량

이 모두 1인 경우이다. 하나의 공 처는 반드시 비용을 최소

로 하는 하나의 수요처만을 선택하여야만 한다. 한, 하나의 

수요처는 반드시 하나의 공 처만을 선택해야만 한다. 이는 

기계에 일을 부여하는 경우, 사람에게 임무를 부여하는 경우 

등에 일반 으로 용하기 때문에 할당 문제로 부르기도 한

다. 할당 문제는 식 (1)의 조건을 만족하는 최 해를 찾는다.

    
 




 



                               (1)

 
 



    for    ⋯   /* 각 요구량 = 1.

       
 



    for    ⋯   /* 각 공 량 = 1.

         ≥  , for ∀

할당 문제의 최  해를 찾는 Hungarian 알고리즘은 헝가

리 수학자인 Harold Kuhn이 1955년에 제안하고, 1957년

에 James Munkres가 보완하 다. 따라서 할당 알고리즘 

는 Kuhn-Munkres 알고리즘이라 부르기도 한다.[2] 

Hungarian 알고리즘은 그림 1과 같이 수행된다.

×      비용 행렬
Step 1. /* 수행 복잡도 :   

for     to 

최소 비용 를 찾음. /* 각 행에서 최소 비용  을 찾음.
for    to 

      . /* 각 열의 비용에서 최소 비용을 감산함.
end

end
for    to 

최소 비용 를 찾음. /* 각 열에서 최소 비용  을 찾음.
for     to 

      . /* 각 행의 비용에서 최소 비용을 감산함.
end

end
Step 2. /* 수행 복잡도 :   

모든    를 포함하는 최소한의 선을 그음.
/* 선의 수 : 

if    then go to Step 4.
else if     then go to Step 3.

Step 3. /* 수행 복잡도 :   

선에 포함되지 않은    들인 감소된 비용 행렬 (Reduced Cost  
Matrix)에서 최소 비용 를 찾음.
     :       .
행과 열의 선이 교차된   :      .
go to Step 2.

Step 4.각 열에서 0이 첩되지 않게 1개씩 선택, 선택된 셀의 비용을 모두  
더하여 최 해 를 얻음.

그림 1. Hungarian 알고리즘
Fig. 1. Hungarian Algorithm
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표 1은 Kumar[5]에서 인용된 할당 문제이다. 행은 일을, 

열은 기계를, 행렬의 값 은 작업 수행비용이다. 4개의 작업

을 4개의 기계에 복되지 않게 할당하여 총 작업비용을 최소

화시키는 제약조건을 만족하는 최 해를 찾아야 한다.

표 1.  할당 문제

Table 1.  Assignment Problem


Machine 공 량 

 1 2 3 4

Job

1 1 4 6 3 1
2 8 7 10 9 1
3 4 5 11 7 1
4 6 7 8 5 1

요구량  1 1 1 1

Kumar[5]가 표 1에 해 Hungarian 알고리즘을 용

하여 최 해를 찾은 결과는 그림 2와 같다. Step 2를 2회, 

Step 3을 1회 수행하여 0을 모두 포함하는 최소한의 선을 

개 얻었으며, 작업을            로 할당

하여 Step 4에서 최 해   
  




 



  

  을 얻었다.

그림 2. 의 Hungarian 알고리즘 용

Fig. 2. Hungarian Algorithm for 

Hungarian 알고리즘은 다음 문제 들이 존재한다.

(1) 불균형 할당문제인 경우 부정확한 결과를 얻을 수 있

어 가상 행이나 열을 추가하여 ×     인 균형 

할당을 만드는 과정이 필요하다.

(2) 비용 행렬이 크고 0을 다수 포함하는 경우 0을 모두 

포함하는 최소한의 라인을 는 방법이 어렵다.

(3) 최종 으로 얻은  값들에 해 각 열을 기 으로 

첩되지 않게 1개씩만 선택하는 어려움이 있다.

(4) Hungarian 알고리즘의 수행 복잡도는  로 큰 

비용행렬인 경우 최  해법을 도출하기 해서는 

Step 2와 Step 3를 반복 수행하여 최 해를 얻는데 

많은 시간이 소요된다.

III. 최  할당 알고리즘

본 장에서는 Hungarian 알고리즘의 수행 복잡도  를 

으로 획기 으로 향상시키면서, 균형과 불균형 할당 문제 

모두에 즉시 용할 수 있는 최  할당 알고리즘을 제안한다.

최  할당 알고리즘은 Step 1에서 각 행의 최소 비용 

 과 열의 최소 비용 만을 선택한다. 선택된 

와 들 에서 행 는 열에서 1개만 존재하는 셀 

     을 결정하고, 행과 열에서 선택된 개수인 

와 를 다시 계산한다. 만약, 선택되지 않은   셀  

    의 비용 들이 다수 존재시 이 셀들만을 상으

로 하는 축소된 비용행렬에 해 반복 수행한다.

Step 2에서는 선택된  ≠ 를 체하는 경우

와 선택되지 않은      로 체 선택시 비용

을 감소시킬 수 있으면 기해를 개선하여 최 해를 얻는다.

제안 알고리즘은 기 해를 구하는 과정과 최 해를 얻었

는지 검증하는 과정이 단순한 장 이 있다. 이 알고리즘을 “최

 할당 알고리즘”이라 하자. 최  할당 알고리즘의 상세한 내

용은 그림 3에 제시되어 있다.

제안된 알고리즘은 기해 도출 과정에서 행에 해 최소

값을  복잡도로 수행하고, 열에 해  최소값을  

복잡도로 수행하기 때문에  이다. Step 1의 마

지막에 2개 이상 선택된 축소된 행렬을 상으로 Step 1을 

재수행하는 과정에서도 수행 복잡도는 동일하다. 한, 최

화 과정은 × 행렬의 모든 값들을 상으로 하지 않고, 단

지 출발 지 에서 목 지 까지 최  개의 간선들을 상으

로 하기 때문에 이들 간선은 의 복잡도로 찾을 수 있다. 

따라서, 제안된 알고리즘은 수행 복잡도가 이다.

표 1의 에 최  할당 알고리즘을 용한 과정은 그림 4

에 제시되어 있다. Step 1에서 행과 열의 최소 비용을 찾아 

   ,   인 셀을 선택하 으며, Step 2는   

  미선택 셀     이 존재하여   이 

  로 교체되고 이 결과로   가   로, 

  이      으로 이동하여 

을 감소시키는 결과를 얻어 최 해   을 찾았다. 결

국, 행과 열의 최소 비용만을 찾고 행과 열의 최소 비용이 선

택되었는지 검증하는 과정을 거치면  최 해를 구할 수 있다.
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Step 1. 기 해 도출 /* 동일 비용 다수 존재시 첫 번째 비용 선택
for     to  /* 수행 복잡도 :   

행의 최소 비용  을 찾음,     ,      .
end
for    to  /* 수행 복잡도 :   

열의 최소 비용 을 찾음,     ,      .
end
  │    인 비용   선택,    다시 계산.
if    행렬 ∀    ∩ ∀    ,    행렬 

∀    , 는    행렬 ∀       then 

Step 2 수행
else if  ≥ │  ≥    then 행 는 열의 최소 비용 선택, 

나머지 삭제.
        확인.
if      ∩         then   셀 비용   

선택
else if      ∩     ≥    는     ≥  ∩  

        then    셀의 최소비용   선택

else if     ≥  ∩     ≥    then    셀들의 

축소비용 행렬을 상으로 Step 1 재 수행.

/* 행과 열이 모두 최소 비용인 셀 :     

Step 2. 최  해 검증 /* 수행 복잡도 :   

if  │    비용행렬 then /* 행 비용 이동
if  ≠        선택 then
행에서 를   보다 작은 비용 로 이동시 비용 감

소분이 열에 선택된 비용 가 행의 다른 비용으로 이
동시 비용 증가분보다 크면 → , 를 다른 비용으

로 이동.
if        미 선택 then
행에서 선택된 비용 를 로 이동시 비용 감소분이 
열에서 선택된 을 행의 다른 비용으로 이동시 비용 

증가분보다 크면 → , 를 다른 비용으로 이동.

if    비용행렬 then /* 열 비용 이동
if  ≠        선택 then

열에서 를   보다 작은 비용 로 이동시 비용 감

소분이 행 선택된 비용 를 열의 다른 비용으로 이동
시 발생하는 비용 증가분보다 크면 → , 를 다른 

비용으로 이동.
if        미 선택 then
열에서 선택된 비용 를 로 이동시 비용 감소분이 
행에서 선택된 을 열의 다른 비용으로 이동시 비용 

증가분보다 크면 → , 을 다른 비용으로 이동.

그림 3 최  할당 알고리즘
Fig. 3 Optimal Assignment (OA) Algorithm

그림 4.  문제의 최  할당 알고리즘 용

Fig. 4. OA Algorithm for  Problem

Step 1에서 행과 열의 최소 비용을 찾아    ,   

인 셀을 선택하 으며, Step 2는       미선택 

셀     이 존재하여     이     로 교

체되고 이 결과로     가     로,     

이     으로 이동하여        을 감소시

키는 결과를 얻어 최 해   을 찾았다. 결국, 행과 열의 

최소 비용만을 찾고 행과 열의 최소 비용이 선택되었는지를 

검증하는 과정을 거치면  최 해를 구할 수 있다.

결국, 제안된 알고리즘은 Hungarian 알고리즘의 Step 1 

~ Step 4를 Step 1으로 단순화시켰음을 알 수 있다. 한, 

Hungarian 알고리즘의 Step 1에서     와 

   를 수행하지 않으며, Step 2의 선을 지도 

않고, Step 3의   에 한     와 행과 열

의 선이 교차된 에 한     도 수행하지 않는 단

순함이 있다.

IV. 알고리즘 용성 평가

본 장에서는 26개의 균형 할당과 7개의 불균형 할당 문제

를 상으로 최  할당 알고리즘의 용성을 평가해 본다.

1. 균형 할당 문제

표 2의 26개 균형 할당 문제를 상으로 최  할당 알고리

즘의 용성을 평가한다.

표 2. 균형 할당 실험 데이터
Table 2. Experimental Data of Balanced Assignment 

Problems
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 ×  비용행렬은 에서 까지 15개 데이터이며, 

 ×  비용행렬은 에서 까지 8개 데이터,  ×  비용

행렬은 에서 까지 2개 데이터,  ×  비용행렬은 

의 1개 데이터로 구성되어 있다. 은 [6], 는 [7], 

는 [8], 는 [9], 는 [10], 는 [11], 은 [12], 은 [6], 

는 [13], 은 [3,14],  ∼는 [6], 은 [10], 

은 [15], 는 [16], 은 [17], 는 [6], 은 

[18], 는 [19], 는 [6], 은 [20]에서 인용되었다.

 × ,  × ,  × ,  ×  비용행렬에 한 최  할

당 알고리즘을 용한 결과는 각각 그림 5, 그림 6, 그림 7과 

그림 8에 제시되어 있다. 26개 균형 할당 문제에 해 제안된 

최  할당 알고리즘은 모두 최 해를 찾았다. 은 

Dantzig[20] 원문에서 최 의 해를 제시하지 않았다. 반면

에 제안된 최  할당 알고리즘은 최 해   을 찾을 수 

있었다.

(a)  할당 문제

   

(b)  할당 문제                         (c)  할당 문제 

(d)  할당 문제

(e)  할당 문제

(f)  할당 문제

(g)  할당 문제

  

(h)   할당 문제                      (i)  할당 문제

(j)   할당 문제

(k)   할당 문제

(l)   할당 문제

(m)   할당 문제

(n)   할당 문제

(o)   할당 문제
그림 5. ×   문제의 최  할당 알고리즘 용

Fig. 5. OA Algorithm for ×   Matrix Problem
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(a)   할당 문제

(b)   할당 문제

(c)   할당 문제

(d)   할당 문제

(e)   할당 문제

(f)   할당 문제

(g)   할당 문제

(h)   할당 문제

그림 6. ×   문제의 최  할당 알고리즘 용
 Fig. 6. OA Algorithm for ×   Matrix Problem

(a)   할당 문제

(b)   할당 문제

그림 7. ×   문제의 최  할당 알고리즘 용
Fig. 7. OA Algorithm for ×   Matrix Problem

그림 8 ×   문제의 최  할당 알고리즘 용
Fig. 8. OA Algorithm for ×   Matrix Problem

2. 불균형 할당 문제

본 에서는 표 3의 7개 불균형 할당 문제를 상으로 최

 할당 알고리즘의 용성을 평가해 본다. 은 [10]에서, 

는 [9,14,21]에서,  는 [6]에서 는 

[22]에서, 는 [4]에서 인용되었다.

7개 불균형 할당 문제에 해 최   할당 알고리즘을 용
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한 결과  ×   비용행렬은 그림 9에,  ×   비용행렬은 그림 

10에,  ×   비용행렬은 그림 11에,  ×   비용행렬은 그

림 12에 제시하 다.

표 3. 불균형 할당 실험 데이터
Table 3. Experimental Data of Un-balanced Assignment 

Problems

   
   
   

 

   
   
   

 

   
   
   

 

  
  
  
  
 

   
   
   
   
   

 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

27
21
23
18

20
33
19
20

25
31
28
21

19
25
30
29

21
24
18
29

29
22
27
30

29
33
29
19

27
19
35
29

32
19
25
22

27
15
29
30

22233226272828191819
24
21
27
14

32
30
27
25

24
33
25
24

24
19
21
26

20
23
20
19

35
29
37
18

24
28
34
31

30
37
37
22

21
28
29
29

28
30
26
17

17
23
19
19

26
23
22
35

27
22
29
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(a)  할당 문제

(b)  할당 문제

(c)  할당 문제

그림 9. ×   할당 문제의 최  할당 알고리즘 용
Fig. 9. OA Algorithm for ×   Matrix Problem

그림 10. ×   할당 문제의 최  할당 알고리즘 용
Fig. 10. OA Algorithm for ×   Matrix Problem

(a)  할당 문제

(b)  할당 문제

그림 11. ×   할당 문제의 최  할당 알고리즘 용
Fig. 11. OA Algorithm for ×   Matrix Problem

그림 12. ×   할당 문제의 최  할당 알고리즘 용
Fig. 12. OA Algorithm for  ×   Matrix Problem

7개 불균형 할당 문제에 해 제안된 최  할당 알고리즘

은 모두 최 해를 쉽게 찾는데 성공하 다. 은 Kinahan

와 Pryor[4] 원문에서 유 자 알고리즘을 용한 결과 최

의 해법으로   이라 제시하고 있다. 반면에 제안된 최

 할당 알고리즘은 최  해   를 찾는데 성공하 다. 

결국, 유 자 알고리즘으로 할당문제를 해결하려고 시도하

으나 실패하 음을 알 수 있다.
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Ⅴ. 결론

본 논문에서는 할당 문제의 최 해법을 찾는 최  할당 알

고리즘을 제안하 다. 제안된 알고리즘은 Hungarian 알고

리즘의 Step 1 ~ Step 4를 1개의 Step으로 단순화시켰으

며, 추가로, 해를 개선하는 Step 2를 수행하 다.

제안된 최  할당 알고리즘을 균형 할당 26 문제와 불균형 

할당 7 문제에 용한 결과 모든 할당 문제에 해 최 해를 

찾는데 성공하 다.

제안된 알고리즘은 Hungarian 알고리즘의 수행 복잡도 

을 으로 획기 으로 개선하 으며, 균형 할당 문

제에 해 최 해를 찾지 못하는 Hungarian 알고리즘의 단

을 보완하 다. 한, 불균형 할당 문제에 해 가상 행과 

열을 추가하는 과정도 생략되었다.

결국 제안된 최  할당 알고리즘은 주어진 문제에 해 단

순히 행과 열의 최소비용을 선택하여 최 해를 간단히 찾을 

수 있는 알고리즘으로 할당 문제를 해결하는 Hungarian 알

고리즘을 체하여 리 활용될 수 있을 것이다.

추후, Step 2의 최 해 검증과정을 보다 효율 으로 수행

하는 방법을 연구할 계획이다.
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