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퍼지 리아푸노프 함수를 이용한 어파인
퍼지 시스템의 완화된 안정도 조건

Relaxed Stability Condition for Affine Fuzzy System Using Fuzzy Lyapunov Function

김 대 영*․박 진 배†․주 영 훈** 

(Dae Young Kim․Jin Bae Park․Young Hoon Joo)

Abstract  –  This paper presents a relaxed stability condition for continuous-time affine fuzzy system using fuzzy 

Lyapunov function. In the previous studies, stability conditions for the affine fuzzy system based on quadratic Lyapunov 

function have a conservativeness. The stability condition is considered by using the fuzzy Lyapunov function, which has 

membership functions in the traditional Lyapunov function. Based on Lyapunov-stability theory, the stability condition for 

affine fuzzy system is derived and represented to linear matrix inequalities(LMIs). And slack matrix is added to stability 

condition for the relaxed stability condition. Finally, simulation example is given to illustrate the merits of the proposed 

method.
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1. 서  론 

현존하는 대부분의 시스템은 비선형성을 가지고 있으며, 

이를 모델링하고 제어하는 데에는 많은 어려움이 있다. 이

러한 어려움을 극복하기 위해 제시된 여러 방법들 중에서 

Takagi-Sugeno (T-S) 퍼지 시스템은 매우 효과적인 결과

를 보여주고 있다[1]. T-S 퍼지 시스템은 비선형 시스템을 

선형 시스템과 퍼지 집합에 대한 소속 함수의 퍼지 집합으

로 표현하는 방법으로 퍼지규칙의 결론부가 선형 시스템으

로 표현됨으로써, 기존의 선형제어 기법을 비선형 제어 문제

에 적용하여 시스템을 모델링하고 제어기 설계를 할 수 있

다는 장점을 가지고 있다.

일반적으로 T-S 퍼지 시스템은 동차(homogeneous) 퍼지 

시스템과 어파인(affine) 퍼지 시스템의 두 개의 큰 부류로 

나눌 수 있다. 동차 퍼지 시스템이란 T-S 퍼지 시스템의 결

론부가 선형이고 상수항을 포함하지 않는 시스템을 의미하

며, 어파인 퍼지 시스템은 시스템의 결론부에 상수항을 포함

하는 시스템을 말한다. [1]에서는 동차 퍼지 시스템과 어파

인 퍼지 시스템이 함께 소개 되었지만, [2]에서의 동차 퍼지

시스템에 대한 개척적인 연구와 상대적으로 쉬운 분석법으

로 인하여 대부분의 T-S 퍼지 시스템에 대한 연구는 어파

인 퍼지 시스템보다 동차 퍼지 시스템에 치중하게 되었다. 

하지만 자연계에 존재하는 비선형 플랜트의 모델링에는 상

수항이 포함되어야 정확한 모델링이 가능한 경우가 존재한

다. 따라서 최근에 와서 어파인 퍼지에 대한 연구가 활발하

게 진행되기 시작했으며, [3]과 [4]에서의 Kim의 연구를 통

해 이산 시간과 연속 시간의 어파인 퍼지 시스템의 안정도

와 안정화 조건이 제시되었다.

하지만 기존의 연구에도 불구하고, 어파인 퍼지 시스템은 

동차 퍼지 시스템과 마찬가지로 안정도를 분석함에 있어 보

수성(conservativeness)이 존재하는 단점이 있다. T-S 퍼지 

시스템으로 변환된 원래의 비선형 시스템의 안정도 분석을 

수행할 때, 안정도 분석을 리아푸노프 함수를 기반으로 수행

하기 때문에 리아푸노프 함수 자체가 가지는 보수성에 의해 

안정한 시스템임에도 불구하고 안정도를 판정하지 못하는 

문제가 발생한다. 따라서 T-S 퍼지 시스템의 안정도 분석은 

안정도 조건의 충분조건만을 만족한다. 기존의 어파인 퍼지 

시스템의 안정도는 공통 제곱 리아푸노프 함수(common 

quadratic Lyapunov function)를 통해 분석되었다[3, 4]. 이 

기법은 모든 선형 행렬 부등식을 만족시키는 하나의 공통 

리아푸노프 행렬만을 구해내기 때문에 일부 T-S 퍼지 시스

템의 안정도를 판단할 수 없는 보수적인 안정도 분석의 단

점을 그대로 가지고 있다. 이러한 단점을 해결하기 위하여 

동차 퍼지 시스템 분야에서는 많은 연구가 진행되었으며, 

[5]의 Tanaka의 연구는 리아푸노프 함수에 소속 함수를 고

려하는 개선된 기법을 통해 각 규칙에 따른 리아프노프 함

수를 구해냄으로써 완화된 안정도 분석이 가능하게 되었다. 

이후에 더 완화된 안정도 조건 분석을 위해서 [6]-[8]에서는 

퍼지 리아푸노프 함수(fuzzy Lyapunov function)에 슬랙

(slack) 행렬과 곱을 추가하여 고려하는 기법을 제시했다. 

또한 [9]에서처럼 퍼지 리아푸노프 함수 자체를 바꿔 시간 

미분 항을 직접 고려하는 기법도 연구되었다. 하지만 이러

한 퍼지 리아푸노프 함수를 이용하는 기법을 통해 어파인 

퍼지 시스템의 안정도 조건을 완화하려는 논문은 아직 제시

되지 않았다. 
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본 논문에서는 기존 어파인 퍼지 시스템 논문들의 안정도

를 완화시키기 위해 퍼지 리아푸노프 함수를 이용한 연속 

시간 어파인 퍼지 시스템의 안정도 분석을 수행한다. 어파

인 퍼지 시스템에 퍼지 리아푸노프를 이용하여 각각의 퍼지 

규칙에 따른 리아푸노프 행렬을 따로 고려함으로써 전개되

어진 선형 행렬 부등식의 조건을 푼다. 퍼지 리아푸노프 함

수를 통해 안정도 조건을 계산하는 과정에서 슬랙 행렬을 

고려함으로써 보다 완화된 안정도 조건을 제안한다. 그리고 

제안하는 기법의 타당성을 검증하기 위해서 모의실험을 통

해 완화되어진 결과를 제시한다. 

2. 어파인 퍼지 시스템

일반적으로 연속시간 비선형 시스템은 다음과 같은 상태

변수 형태로 표현한다.

                      (1)

여기서 ∈는 시스템 상태 벡터, ∈는 입력벡터
이다.

어파인 퍼지 시스템은 퍼지 규칙의 결론부에 상수항을 갖

는 시스템으로, 연속시간 어파인 퍼지 시스템은 다음의 퍼지 

규칙으로 표현이 가능하다.

 

Rule  IF   and    ⋯and   
THEN    

(2)

여기서 ∈×는 시스템 행렬, Rule   ⋯r 은 번째 
퍼지규칙, 는 각 규칙의 상수항,    ⋯는 전제

변수, 는 그에 해당하는 퍼지 집합을 의미한다. 어파인 

퍼지 시스템은 기존 시스템과 다르게 결론부에 상수항을 가

지고 있는 것을 확인할 수 있다. 퍼지규칙 (2)에 싱글톤 퍼

지화, 곱셈추론, 중심값 평균 비퍼지화를 적용하여 얻어낸 

입․출력형태는 다음과 같다.

  
  



                (3)

여기서 

  
 



  ,   






 

 

 ≥ , 
 



                          (4)

이다.

3. 안정도 조건

이 장에서는 시간 미분에 종속적인 소속 함수를 고려한 

퍼지 리아푸노프 함수를 이용하여 어파인 퍼지 시스템의 안

정도 조건을 제안한다. 

어파인 퍼지 시스템의 안정도 분석을 위해서는 다음의 가

정이 필요하다.

가정 1 [4]: 를 원점   을 포함하는 퍼지 규칙의 색

인의 집합이라고 하면:

≡                    (5)

그 때, ∈에 대해서 (2)의 상수항 는 0이 된다고 가정하
면,

   .                       (6)

이 가정은 원점   이 어파인 퍼지 시스템의 평형점이 

됨을 보장한다. 

                                        

다음의 정리를 통해 어파인 퍼지 시스템 (3)의 안정도를 

보장하는 충분조건을 제안한다.

정리 1:  ≥   로 주어진 스칼라 값에 대해 성

립하는  ≤ 를 고려한다. 어파인 퍼지 시스템 (3)은 

다음의 선형 행렬 부등식을 만족하는 대칭 행렬  
  

   ,  , 그리고 상수항   ⋯가 존

재한다면 평형점이   에서 점근적으로 안정하다. 

 ≻                       (7)

 ≻                   (8)

퍼지 규칙 Rule  (∈)에 대해서,

 
  ≺                (9)

다른 퍼지 규칙 Rule  (∉)에 대해서,

 










 
  

  



 


 

  



 
  





≺   (10)

여기서  ≡
 



  이고,   는 스칼라 값, 그리고 

 ,  , 는   인 퍼지 규칙의 모든 (t)에 대

해서

 ≡


  ≤      (11)

로 정의된다.
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증명: (9)과 (10)에 앞뒤에 각각 벡터 와  이 곱

해지면 정리1의 조건은 다음을 내재한다.

i) ∈의 경우,

  
   ≠

ii) ∉의 경우,

  
 


 


  



 

어파인 퍼지 시스템 (3)의 안정도 해석을 수행하는데 다음

의 퍼지 리아푸노프 함수를 사용한다.

  
  



  
         (12)

퍼지 리아푸노프 함수 (12)의 일차 시간 미분을 하면, 다음

과 같은 식이 된다. 

  
 




  
  



 
 




  



 



 
 




  
  




 



 

× 
 


 




(13) 

또한, 식 (4)를 이용하면 다음이 성립함을 알 수 있다.


 


                     (14)

여기서 은 적절한 차원의 대칭행렬이다.  ≤
   를 가정하고, 식 (14)를 식 (13)에 대입하고, 식 

(6)을 고려하면 다음의 부등식이 성립한다.

≤
 




  

  




 



 

×  
 

  



  




 



 
   

 

  



∈   



 
   

 

 
∉ 

  



 
  



 

따라서, 부등식 (11)에 의해 는 모든 ≠에서 음

의 값을 가지게 되고, 어파인 퍼지 시스템 (3)은 점근적으로 

안정하게 된다.                                       ■

Rule 2Rule 1 Rule 3

-3 -2 -1 1 2 30

그림 1 시스템의 소속 함수.

Fig. 1 Membership functions of system. 

본 이론에서 부등식 (11)은  퍼지규칙 Rule가 활성화 되
는 의 범위를 나타낸다. 부등식 (11)의  ,  , 그리고 

는 다음과 같이 계산된다.

i)  ≤의 경우,

 ≡


 ≤ 









   × 











   
⋮⋮⋱⋮
   

     번째원소  
  

ii)  ≤의 경우,

 ≡


 ≤ 

 











   ×
     번째원소  
  

iii) ≤ ≤⇔    ≤의 경우,

 ≡


 ≤ 









   × 










⋱
번째원소

⋱


     번째원소    
  

  

4. 모의 실험

이 장에서는 제안하는 기법의 타당성을 검증하기 위해, 

다음의 어파인 퍼지 시스템의 안정도 조건을 분석한다.

본 예제는 다음의 세 개의 규칙을 가지는 퍼지 시스템을 

고려한다.

Rule   IF   THEN    
Rule   IF   THEN    
Rule   IF   THEN    
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그림 2   일 때 안정도 조건 영역. (○는 [4]에서 제시

한 안정도 조건 영역, *는 정리 1에 의한 안정도 조

건 영역.)

Fig. 2 Stability condition region with   . (○ is the 

region of stability condition which is from [4], * is the 

region of stability condution which is from Theorem 

1.)

그림 3   일 때, 안정도 조건 영역. (○는 [4]에서 제시

한 안정도 조건 영역, *는 정리 1에 의한 안정도 조

건 영역.)

Fig. 3 Stability condition region with   . (○ is the 

region of stability condition which is from [4], * is the 

region of stability condution which is from Theorem 

1.)

여기서 소속 함수는 그림 1과 같으며,   이며, 시스템 

상태 벡터는     
 , 시스템 행렬과 상수항은 

다음과 같다.

 


 


 

 
  



 







 


 


 

 
  



 





 


 


 

 
  



 





정리 1에서 제시된 방법에 의해 활성화 되는 범위를 고려하

면 다음의 행렬을 구할 수 있다.

 


 

 

 
  



 



   

 


 

 

 
  



 





   

주어진 예시의 안정도를 정리 1에서 제안된 선형 행렬 부

등식을 통해 분석한다. 그림 2는 정리 1을 통해 제안하는 

방법을 이용하고,   로 설정하였을 때의 안정도 조건 

영역을 표현하였다. 추가로 [4]에서 제안된 어파인 퍼지의 

안정도 분석 가능 영역도 함께 표현함으로서, 본 논문에서 

제안하는 기법을 통해 더 완화되어진 안정도 조건을 얻을 

수 있음을 증명하였다. 또한, 그림 3을 통해   으로 설

정했을 때 안정도 조건 영역이 증가하는 것을 통해, 분석 가

능한 안정도 조건의 a와 b의 최댓값이 의 값에 의해 달라

지는 것을 확인할 수 있다.

5. 결  론

본 논문에서는 퍼지 리아푸노프 함수를 이용한 연속 시간 

어파인 퍼지 시스템의 완화된 안정도 조건을 다루었다. 우

선 상수항을 포함하는 어파인 퍼지 시스템을 정의하고, 안정

도 분석을 퍼지 리아푸노프 함수를 통해 수행하였다. 완화

된 안정도 조건을 얻기 위해 슬랙 행렬을 추가하였으며, 이 

과정을 통해 얻어진 선형 행렬 부등식을 수치 해석적 기법

을 통해 풀어내었다. 마지막으로 모의실험을 통하여 기존의 

어파인 퍼지의 안정도 분석과 본 논문에서 제안된 안정도 

분석을 비교하여, 제안된 기법의 우수성을 증명하였다.  
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