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1. 서 론 

본 연구에서는 최근 Stokes 유동 위상최적설계 

문제에 적용되어 그 수치효율성이 검증된 바 있는 

P1 비순응 요소(1)를 Navier-Stokes 유동의 위상최

적화 문제로 확장하고자 한다. 유체역학 문제에 

위상최적설계가 최초 적용된 사례는 Borvall and 

Petersson(2)이 수행한 관성효과를 무시한 정상상태

유동, 즉 Stokes 유동장에서의 유로설계 문제에서 

찾을 수 있다. 그들은 다공영역을 도입하고 다공 

물질에 의한 투수율(permeability)을 설계 변수와 

매개화하여 Darcy 유동을 도입함으로써 성공적으

Key Words: P1 Nonconforming Element(비순응요소), Navier-Stokes Flow(Navier-Stokes 유동), Topology 

Optimization(위상최적화), Locking-Free Property(무잠김특성) 

초록: P1 비순응 요소를 이용하여 정상 비압축성 Navier-Stokes 유동의 위상최적화 문제를 푸는 방법을 

제시한다. 본 연구는 Stokes 유동의 위상최적화 문제에 P1 비순응 요소를 적용하여 그 수치적 효용성을 보인 

바 있는 이전 연구에 대한 후속 연구이다. 비압축성 물질 해석에서 잠김현상이 발생하지 않으며 선형 

형상함수를 가지는 P1 비순응 요소의 장점이 관성항을 가지는 유체 문제의 해석과 설계에도 유효한 지를 

파악하고자 한다. 일반적으로 사용되는 혼합정식화법과 비교하여 P1 비순응 요소의 사용은  벌칙 함수를 

이용하여 연속 방정식을 따로 사용하지 않고 운동방정식에 부과할 수 있기 때문에 자유도의 개수를 

감소시킬 수 있다. 벌칙 파라미터가 해의 정확도에 주는 영향과 적정 범위는 수치적으로 검토하도록 한다. 

또한 보통의 사각 비순응 요소들이 요소면의 중앙에 절점을 가지고 고차의 형상함수를 지니는데 비하여, 본 

연구에서 제시하는 P1 비순응 요소는 요소의 꼭지점에 절점을 가지고 {1, x, y}의 P1 형상함수로 

구성됨으로써 수치적인 구현의 용이함이 일반 선형 사절점 요소와 동일하다. 제안한 방법의 효용성을 다양한 

레이놀즈수에 따른 유동최적화 문제들을 살펴봄으로써 검증하도록 한다. 

Abstract: An alternative approach for topology optimization of steady incompressible Navier-Stokes flow problems is presented 

by using P1 nonconforming finite elements. This study is the extended research of the earlier application of P1 nonconforming 

elements to topology optimization of Stokes problems. The advantages of the P1 nonconforming elements for topology 

optimization of incompressible materials based on locking-free property and linear shape functions are investigated if they are 

also valid in fluid equations with the inertia term. Compared with a mixed finite element formulation, the number of degrees of 

freedom of P1 nonconforming elements is reduced by using the discrete divergence-free property; the continuity equation of 

incompressible flow can be imposed by using the penalty method into the momentum equation. The effect of penalty parameters 

on the solution accuracy and proper bounds will be investigated. While nodes of most quadrilateral nonconforming elements are 

located at the midpoints of element edges and higher order shape functions are used, the present P1 nonconforming elements 

have P1, {1, x, y}, shape functions and vertex-wisely defined degrees of freedom. So its implentation is as simple as in the 

standard bilinear conforming elements. The effectiveness of the proposed formulation is verified by showing examples with 

various Reynolds numbers. 

† Corresponding Author, smchang@kunsan.ac.kr 
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로 유동 영역과 비유동 강체 영역의 위상을 결정할 

수 있었다. 이 연구는 그 후 Guest and Prévost,(3) 

Wiker 등(4)에 의해 다듬어졌으며 Gersborg-Hansen 

등(5)은 이를 Navier-Stokes 유동 문제에 적용하였다. 

위의 연구들은 유체의 비압축성을 다루기 위하

여 혼합정식화 방법 기반의 유한요소법을 사용하

였다. 혼합정식화 방법은 수치적으로 안정성이 뛰

어나다는 장점이 있으나 압력 변수를 추가로 사용

하여야 하고, 속도 변수와 압력 변수의 차수를 적

절히 선택해주어야 하며, 일반적으로 높은 차수의 

속도 변수를 사용해야 하므로 해석에 소요되는 수

치 비용이 높아진다.  

유체의 비압축성을 효과적으로 다룰 수 있는 또 

다른 방법으로서 비순응 요소를 사용할 수 있다. 

즉 비압축성 물질을 다룰 때 생기는 잠김현상을 

삼각형 또는 사각형 비순응 요소를 사용함으로써 

해결할 수 있다.(6~11) 본 연구에서 사용하게 될 P1 

비순응 요소(12)는 비압축성 물질에서의 잠김현상

이 없고 선형 기저함수특성을 지님으로써 기존 순

응 요소를 이용한 혼합정식화법이나 고차 비순 
 

  
(a) 

 
(b) 

 
Fig. 1 P1 nonconforming elements: (a) quadrilateral 

elements, and (b) shape functions associated 

with the vertex 5v  (note that the continuity is 

only preserved at the midpoints of the element 
edges, not at the vertices) 

응 요소를 사용할 경우에 비해 최적화에 소요되는 

수치 비용을 효과적으로 줄일 수 있다. 

제안한 P1 비순응 요소를 이차원 채널 설계 문

제에 적용함으로써 그 효용성을 검증하도록 한다. 

2. P1 비순응 요소 

Fig. 1 에 P1 비순응 요소들의 형상함수들을 나

타내었다. 특이한 것은 요소 모서리의 중앙점에서

만 연속성을 만족시키며 꼭지점에서는 불연속이라

는 점이다. 전역 좌표계 ( ),x y 에서 정의된 일반 

사각 형상의 비순응 요소 Q 의 요소면 중앙점들은 

다음과 같이 정의된 아핀 변환(affine transformation) A

에 의해서 ( )ˆ ˆ,x y  좌표계의 ( )1,0± 와 ( )0, 1± 로 

매핑된다. (12) 

 

1 2

3 4

ˆ ˆ ˆ ˆ1 1
ˆ ˆ( , ) ( , )

4 4

ˆ ˆ ˆ ˆ1 1

4 4

x y x y
x y A x y

x y x y

− − + −
= = +

+ + − +
+ +

v v

v v

 (1) 

 

또한 전역 좌표 ( ),x y 는 쌍일차 변환(bilinear 

transformation) B 에 의해서 자연 좌표 ( ),ξ η 로 

변환된다. 
 

( )( )

( )( ) ( )( )

( )( )

1

2 3

4

1 1
( , ) ( , )

4

1 1 1 1

4 4

1 1

4

x y B
ξ η

ξ η

ξ η ξ η

ξ η

− −
= =

+ − + +
+ +

− +
+

v

v v

v

   (2) 

 

식 (1)의 A 변환과 식 (2)의 B 변환에 의해서 

( )ˆ ˆ,x y 와 ( ),ξ η  사이의 변환 S 를 다음과 같이 

구할 수 있다.(12) 

 

( )1 2
ˆ ˆ( , ) ( , ) ,x y S d dξ η ξ ξη η ξη= = + +    (3) 

 

여기에서 

( ) ( )
1

1 3 2 4

1 2 1 3 2 4

1 3 2 4

,d d

−
− + + − 

= + − −  − + − + 

v v v v
v v v v

v v v v

(4) 

이다. 
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요소의 강성행렬이나 힘벡터의 계산을 위해 

전역 좌표에서 정의된 적분식들은 식 (1-3)의 

변환들을 이용하여 자연좌표에 의한 식들로 

나타낼 수 있다. 
 

( )

( )

( )( ) ( ) ( )
1 1

1 1

, ( , ) ( , )

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ, ( , ) ( , )

ˆ ˆ, ( , ) ( , ) ,

i j

Q

i j

Q

i j

x y x y x y dxdy

x y x y x y dxdy

B S S d d

β ϕ ϕ

β ϕ ϕ

β ξ η ϕ ξ η ϕ ξ η ξ η
− −

=

=

∫

∫

∫ ∫ J

 
(5) 

 

위의 식에서 ( , )i x yϕ 는 전역좌표에서 정의된 P1 

비순응 형상함수들이고 ˆ ˆ ˆ( , )i x yϕ 는 ( )ˆ ˆ,x y 에서 

정의된 형상함수로서 식 (3)의 변환 S 에 의해서 

( ),ξ η  좌표로 변환된다. 요소가 직사각형일 

경우에는 변환 S 는 단위 행렬로서 형상함수는 

다음과 같다. 
 

1

1
ˆ ( , )

2

ξ η
ϕ ξ η

− −
= ,          (6a) 

2

1
ˆ ( , )

2

ξ η
ϕ ξ η

+ −
= ,          (6b) 

3

1
ˆ ( , )

2

ξ η
ϕ ξ η

+ +
= ,          (6c) 

4

1
ˆ ( , )

2

ξ η
ϕ ξ η

− +
= ,          (6d) 

 

P1 비순응 요소의 수렴성은 다음과 같이 

주어진다. (12) 

 

21,|| || || ||h hu u Ch u− ≤           (7) 

 

위 식에서 
1,|| || h⋅ 은 요소단위로 계산하여 합한 

에너지 측정치(broken energy norm), h 는 요소의 

크기를 나타내며 C 는 상수로서 물성과 무관하다. 

따라서 P1 비순응 요소의 수렴성은 포와송 비에 

영향을 받지 않으며 비압축성 유체를 다룰 때 

별도의 압력 변수를 필요로 하지 않는다.  

 

3. 위상최적설계 

3.1 유한요소정식화 

비압축성 유체의 정상상태 Navier-Stokes 문제의 

지배방정식은 아래 두 식으로 주어진다. 

 

 ( ) ( )Re
T

p  ∇ = −∇ +∇⋅ ∇ + ∇ v v v v ,    (8a) 

 0∇⋅ =v .                              (8b) 

 

여기서 v는 속도로서 이차원 문제의 경우 

{ },
T

x yv v=v 이고,  p는 압력을 나타내며 Re는 레

이놀즈수이다. P1 비순응 요소를 사용할 경우 비

압축성유동에서 해의 잠김현상이 발생하지 않으므

로 압력을 속도의 미분형으로 표현하고 벌칙법을 

써서 운동방정식에 부과시킬 수 있다. 즉, 압력을 
 

 vp κε κ= − = − ∇⋅ vɺ ,          (9) 

 

와 같이 표현하고 ( κ : 벌칙 파라미터) 이를 식 

(8a)에 대입하면 다음과 같은 하나의 지배방정식

을 얻을 수 있다. 
 

( ) ( ) ( )Re
Tκ  ∇ = ∇ ∇⋅ +∇ ⋅ ∇ + ∇ v v v v v  (10) 

 

위 식에서 κ →∞ 이면 해는 식 (8)의 결과와 

일치하게 된다.(13) 이 때 κ 가 너무 크게 되면 

강성 행렬의 수치적인 성질이 나빠져서 주의가 

필요하며 Hughes 등(13)은 다음과 같은 값을 

제안하였다. 
 

  { }max , Recκ µ µ= ,           (10) 

 

위 식에서 c 는 실수 변수가 차지하는 물리적인 

메모리 길이에 따라 달라지며 µ 는 점성 계수이

다. 벌칙 파라미터를 사용하는 본 해석방법은 혼

합 정식화법에 비하여 시스템 행렬의 크기가 작아

지는 장점이 있는 반면에 높은 강성행렬의 조건수

로 인하여 반복 해법을 사용할 경우에는 더 많은 

반복 회수가 요구된다. 

위상최적화 수행을 위하여 설계영역의 요소들의 

반투수율(inverse permeability)을 설계변수와 매개화

시키고(1) 이를 지배방정식에 체적력으로 부과한다. 

따라서 식 (10)은  
 

( )

( ) ( )

Re

Tκ α

∇

 = ∇ ∇⋅ +∇⋅ ∇ + ∇ − 

v v

v v v v
(11) 

 

와 같이 쓸 수 있다. 설계변수와 반투수율의 

매개화와 이들 값에 따른 요소의 물성은 다음과 

같이 주어진다. 
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1

( )e e

e

q

q
α α α α ρ

ρ
+

= + −
+

, (0 1eρ≤ ≤ ),  (12a) 

 
0 solid

1 fluid
e

α α
ρ

α α
→ = →

= 
→ = →

      (12b) 

 

위의 식에서 eρ 는 요소 e 에서의 설계 변수를 의

미하는데 eρ 가 0 이면 해당 요소의 반투수율이 

최대가 되어 유체가 통과할 수 없는 고체 영역이 

되고 eρ 가 1 이면 반투수율이 최소가 되어 해당 

요소는 유체 영역이 된다. 식 (12a)에서 q 는 벌칙 

파라미터로서 본 연구에서는 0.01 을 사용하였다.  

비선형 미분방정식인 식 (11)의 속도 벡터를 

1n n n+ = + ∆ = +v v v v u 로 표현하면 (n: solution 

iteration step) 다음과 같은 선형식을 얻는다. 

 

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )
( )

Re Re

Re

n n

T

n n n

T
n n n

κ

α

κ

α

∇ + ∇ −∇ ∇⋅

 −∇ ⋅ ∇ + ∇ + 

= − ∇ +∇ ∇⋅

 +∇ ⋅ ∇ + ∇ −  

v u u v u

u u u

v v v

v v v

  (13) 

 

유한요소정식화를 위하여 해인 u 와 시험함수 

(test function) w 를 

 

=u NU , =w NW            (14) 

 

와 같이 이산화한다. 식 (14)에서 형상함수 행렬 

N 은 P1 비순응 형상함수로 구성되어있다. 식 

(14)의 u 를 식 (13)에 대입하고 w 의 형상함수를 

곱하여 영역에 대하여 적분하면 이산화된 시스템 

방정식을 얻을 수 있다.  

 

3.2 최적설계문제 공식화 

정상상태 비압축성 유체의 Navier-Stokes 위상최

적화 문제는 아래와 같이 정의된다.(5) 

 

( ) ( )

]

1
Minimize:

2

T

d

ω

φ

α ω

= ∇ ⋅ ∇ +∇

+ ⋅

∫ρ
ρ v v v

v v

, (15a) 

*

1

Subject to:
DN

e e

e

v Vρ
=

≤∑ ,               (15b) 

식 (15a)의 목적함수는 시스템 영역 ω 에서의 에

너지 손실을 의미하는 것으로 적분식 내의 두 개

의 항들은 거시적인 관점에서의 점성 에너지 손실

과 미시적 다공영역에서의 점성 에너지 손실을 각

각 의미한다.(5) 식 (15b)에서 ev 는 요소의 체적, 

*V 는 최대 유체 체적, DN 는 설계영역에 속해있

는 요소의 수를 나타낸다.  

민감도는 보조변수법(adjont variable method)을 사

용하여 구한다.(14) 식 (15a)의 목적함수와  이산화

된 시스템 방정식의 잉여벡터를 이용하여 현 설계 

단계에서의 라그랑지 함수 L 을 다음과 같이 구

성한다. 

 
TL φ= + λ r                  (16) 

 

위에서 ( )=r r V  ( V : 속도벡터)는 시스템 방정

식의 잉여벡터로서 식 (11)에 갤러킨 정식화를 수

행함으로써 얻는다. 식 (16)은 민감도 해석을 위한 

식으로써 최적화 알고리즘의 최소화 대상인 라그

랑지 함수와는 다르다. 

  식 (16)을 설계 변수에 대하여 미분을 수행하면 
 

T T

e e e e

dL

d

φ φ
ρ ρ ρ ρ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = + + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

r r V
λ λ

V V
 (17) 

 

가 되고 라그랑지 승수 λ 를 다음 식을 만족하도

록 설정하면 
 

T T
φ∂ ∂   = −   ∂ ∂   

r
λ

V V
           (18) 

 

식 (17)로 표현된 민감도는 다음과 같이 단순화 

된다. 

 

T

e e e

dL

d

φ
ρ ρ ρ

∂ ∂
= +
∂ ∂

r
λ            (19) 

 

식 (18)에서 ( ) ( )T T

T∂ ∂ =r V K 로써 이미 구성

된 강성행렬을 이용하므로 민감도 해석에 소요되

는 수치비용은 크지 않다. 식 (16)에서 
T

λ r 을 모

두 0 으로 만들기 위하여 속도가 주어진 곳에서 

0=λ 으로 설정하여 식 (18)을 계산한다. 레이놀

즈 수가 0 일 경우의 설계 민감도를 식 (19)를 이

용하여 계산할 경우, 참고문헌 (1)의 Stokes 유동 

최적화 문제의 설계 민감도와 동일한 결과를 얻는 
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Discretize design domain and analysis domain 
(using P1 nonconforming elements)

Solve discretized system equation of Eq. (13) :
(U: nodal velocity difference vector)

(n: iternation number for nonlinear analysis)
�Solve the linearized equation until 

convergence (stop if            )

T =K U F
1n n+ = +V V U

uε<U

Calculate the objective, constraint and their 
sensitivities (solve the adjoint system equation 
in Eq. (18) for the sensitivity of the objective)

Design variables are updated by using MMA
1k k

e e eρ ρ ρ+ = + ∆

Set initial design variables: 
k = 0 (k: iteration number for design)

uniformly given (    : design variable for 
element e)

k

eρ = k

eρ

Converged?
e ρρ ε∆ <

End

k=k+1

 
 

Fig. 2 Overall process of the proposed topology 

optimization using P1 nonconforming elements 

 
얻는다. 최적화는 순차적 근사기법으로서 구조 

문제를 비롯한 위상최적화 문제에 효과적인 MMA 

(Method of moving asymptotes)를 사용 하였다.(15) 

Fig. 2 에 본 연구에서 수행하는 위상최적화 방

법의 전체적 과정을 요약하여 나타내었다. 

4. 설계 예제 

Fig. 3(a)는 입구와 출구가 서로 수직으로 위치해 

있는 채널의 설계문제이다. 설계 공간의 크기는 

1 1× 이고, 입구는 바닥으로부터 0.7~0.9 높이의 우

측 벽에, 출구는 좌측 벽으로부터 0.7~0.9  거리의 

바닥에 위치해 있다. 입구의 속도는 최대 속도가 

1 인 포물선 분포(Hagen-Poiseuille 유동)로 부여되

었으며 출구는 아무런 조건을 가하지 않았고 갤러

킨 식에서 이는 출구 압력을 0 으로 설정한 것과 

동일하다. 식 (9)에서 
710κ = 이고 식 (12)의 설계 

Design domain

No slip condition

1xv = at mid stream
Inlet

Outlet

A A’

 
(a)                 (b) 

  
 (c)                   (d) 

Fig. 3 An orthogonal channel design problem: (a) the 

design domain, and the optimum designs for (b) 

Re=0, (c) Re=400, and (d) Re=800 

 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

X-coordinate

V
x

κ = 105

κ = 104

κ = 103

κ = 102

Comsol

(mixed formulation)

 

Fig. 4 xv  on the centerline AA' in Fig. 3(a) for various 

values of the penalty parameter (the use of large 

value of the penalty parameter (
510κ ≥ ) 

ensures the continuity condition in Eq. (8b) as in 
the mixed formulation) 

 

 

변수 매개화에서 40α = , 
440 10α = × 를 사용하

였다. 유체가 차지하는 부피는 설계공간의 30%로 

제한하였다. Fig. 4 에 Re=100 일 때 Fig. 3(a)의 중심

선 AA' 상의 수평 방향 속도 xv 의 분포를 다양한 

벌칙 파라미터 값에 대하여 계산한 결과를 나타내

었다. 
510κ ≥ 의 높은 벌칙 파라미터 값을 사용할 

경우 속도의 분포는 혼합 정식화법으로 얻은 수렴

된 결과와 거의 동일하다. 따라서 이 결과는 식 

(8b)의 연속방정식이 
510κ ≥ 의 경우 벌칙법에 의 
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(a) 

 
(b)                   (c) 

 

Fig. 5 A driven flow problem: (a) the design domain, and 

the optimum designs for (b) Re=0 and (c) Re=200 

 

 
 

Fig. 6 Velocity distribution of the result in Fig. 5(c) 

around the center of rotation (the center of 

rotation is shifted to the flow direction due to the 

inertia effect) 

 

의해서 잘 만족됨을 보여준다. 

  Fig. 3(b~d)는 레이놀즈수의 변화에 따른 최적화

된 채널의 형상이다. Re=0 일 때는 Stokes 유동으

로서 유체의 관성 효과가 없으므로 거의 직선의 

형태를 보이고 이는 기존의 결과와 동일하다.(1) 레

이놀즈수가 증가할수록 유체의 관성 효과에 의해

서 채널은 조금씩 굽은(위로 볼록) 형태를 보이게 

된다.  

  Fig. 5(a)는 유체와 접한 벽면이 단위 속도로 수

평방향으로 움직일 때 유체 시스템의 에너지 손실

을 최소화하는 유체 영역을 설계하는 문제이다. 

해석영역을 60 60× 의 P1 비순응 요소로 이산화

하였고 유체와 벽면이 접한 1 개의 요소층은 유체

영역으로 고정된 비설계 영역이다. 유체의 부피  

 
(a) 

   
(b)                   (c) 

 

   
(d)                  (e) 

 

Fig. 7 A straight channel design problem with an abrupt 

change: (a) the design domain, and the optimum 

designs for (b) Re=0, (c) Re=20, (d) Re=50, and 

(e) Re=80 

 
제한조건은 50%이다. 최적화에 필요한 각종 파라

미터 값은 앞의 문제와 동일하다.  Re=0 일 때의 

유체영역과 Re=200 일 때의 유체영역을 Fig. 5(b)와 

(c)에 각각 나타내었다. 유체 영역은 설계 영역의 

상부에 위치하여 시계방향으로 회전하는 양상을 

보이며 부드러운 회전을 위하여 하부의 고체영역

과의 접합면이 곡선형태를 띈다. 두 결과 모두 유

체 영역 가운데에 작은 고체 영역이 보이는데 이

는 유체의 회전 중심이다. Re=0 일 경우에는 최적

해가 대칭인데 비하여 Re=200 일 경우에는 관성 

효과에 의해서 윗면의 이동 방향인 우측으로 회전 

중심이 치우치는 결과를 보인다. Fig. 6 는 Fig. 5(c)

의 회전 중심 영역에서의 속도 분포를 보여준다. 

연속 조건을 만족시키기 위하여 회전 중심 우측에

는 유체가 빠른 속도로 이동하고 회전 중심 좌측

에는 유체가 느린 속도로 이동하는 양상을 관찰할 

수 있다. 

채널의 폭이 급격히 변할 때 에너지 손실을 최

소화 하기 위하여 변하는 지점의 벽면을 설계하는 

문제를 Fig. 7(a)에 나타내었다. 전체 해석 영역은  
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(a) 

 
(b) 

 
(c) 

 

Fig. 8 Velocity distributions within the box region in (a): 

(b) Re=0, and (c) Re=80 

 
100 50× 의 P1 비순응 요소로 이산화하였고 채널 

폭이 변하는 부위만을 설계영역으로 설정하였다. 

유체의 부피 제한조건은 70%이다. 최적화에 필요

한 각종 파라미터 값은 앞의 문제들과 동일하고 

출구 쪽의 압력은 0 으로 일정하다(대기압에 노출). 

다양한 레이놀즈수에 따른 최적해를 Fig. 7(b~d)

에 표시하였다. 레이놀즈수가 낮을 수록 벽면은 

아래로 볼록한 곡선 형태(로켓노즐 형상)를 보이

며 높은 레이놀즈수의 유동에서는 벽면은 직선에 

가까운 형상을 보인다. Fig. 8 에 벽면에서의 속도 

분포를 도시하였는데, Re=80 일 때의 유동은 벽면

에서 유동 박리(flow separation)에 의한 와류 형상

을 보이므로 이 와류에 의한 에너지 손실을 최소

화시키는 방향으로 최적화가 진행된다. 

5. 결 론 

P1 비순응 요소를 이용하여 정상 비압축성

Navier-Stokes 유동 문제를 속도장만의 단일 변수

로 해석하고 이를 위상최적설계문제에 적용하였다. 

P1 비순응 요소는 비압축성 물질을 다룰 때 잠김

현상이 발생하지 않는다. 따라서 벌칙법을 이용하

여 압력변수를 사용하지 않음으로써 수치비용을 

줄일 수 있다. 또한 사각 비순응 요소들이 일반적

으로 고차인데 비하여 본 논문의 P1 비순응 요소

는 선형 형상함수를 지님으로써 Navier-Stokes 문

제와 같이 수치비용이 높은 해석 및 최적화 문제

에서 효과적이다. 제안한 P1 비순응 요소를 이용

하여 다양한 2 차원 채널 설계 문제를 풀어봄으로

써 그 효용성을 검증하였다. 본 요소를 3 차원으로 

확장하여 3 차원 유동 설계 문제에도 적용할 수 

있으며 이 경우에 큰 수치 비용의 절감 효과를 예

상할 수 있다. 
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