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1. 서 론 

일반적인 최적설계 방법은 설계변수와 시스템 

파라미터를 확정적인 변수라고 가정한다. 즉, 제품 

생산 시 발생하는 제작 공차, 항복강도와 탄성계

수와 같은 재료 물성치의 불확실성, 온도나 습도

와 같이 시스템에 작용하는 환경인자 등의 변동을 

고려하지 않고 설계하기 때문에 실제 시스템의 응

답과 일치하지 않을 수 있으며 이로 인해 전체 시

스템의 강건성과 안전성에 큰 영향을 미칠 수 있

다. 따라서 이런 변동을 고려하고 더 나아가 이러

한 변동들이 시스템의 응답에 작용하는 영향을 줄

일 수 있도록 설계하는 강건 최적설계 분야에 많

은 연구가 진행되고 있다. 

지금까지의 강건설계 방법은 크게 실험계획적 

방법, 평균-분산 이용 방법으로 분류할 수 있다. 

실험계획적 방법은 실제 물리적인 실험에서 많은 

실험을 할 수 없을 때 응답의 분포를 통계적으로 

가정하여 통계적 특성을 이용하는 방법이다. 이 

분야의 대표적인 방법은 다구치 방법(Taguchi 

method)이 있다. 다구치 방법은 직교배열에 의한 

실험계획과 SN 비(signal to noise ratio)를 바탕으로 

파라미터 설계 개념을 통해서 제품의 강건성을 향

상시키는 방법으로 현장에서 제품 및 공정의 설계

Key Words: Robust Design Optimization(강건 최적설계), Multiplicative Decomposition Method(곱분해 기법), 

Kriging Metamodel(크리깅 메타모델) 

초록: 제품 생산 시 발생하는 제작 공차, 항복강도와 탄성계수 등 재료 물성치의 불확실성, 온도와 습도 

같이 시스템에 작용하는 환경인자 등은 시스템의 성능에 영향을 미친다. 강건 최적설계는 이러한 

인자들이 시스템에 미치는 영향을 최소화하면서 성능을 개선하는 설계기법으로 최근 많은 연구가 

이루어지고 있다. 하지만 기존의 강건 최적설계 기법은 여러 인자들의 분포를 고려해야 하기 때문에 

막대한 계산비용이 드는 문제가 있다. 본 논문에서는 이러한 문제점을 개선하기 위하여 곱분해 기법을 

이용한 강건 최적설계를 제안한다. 제안된 기법을 이용하여 설계영역을 크리깅 메타모델로 근사하고 

곱분해 기법을 적용하여 평균과 분산을 효율적이고 정확하게 계산하여 강건 최적설계를 수행한다. 

제안된 방법을 수학예제와 공학예제에 적용하여 유용성을 검증한다. 

Abstract: The performance of a system can be affected by various variables such as manufacturing tolerances, 

uncertainties of material properties, and environmental factors acting on the system. Robust design optimization has 

attracted much attention in the design of products because it can find the best design solution that minimizes the 

variance of the response while considering the distribution of the variables. However, the computational cost and 

accuracy of optimization have thus far been a challenging problem. In this study, robust design optimization using the 

multiplicative decomposition method is proposed in order to solve these problems. Because the proposed method 

calculates the mean and variance of the system directly from the kriging metamodel using the multiplicative 

decomposition method, it can be used to search for a robust optimum design accurately and efficiently. Several 

mathematical and engineering examples are used to demonstrate the feasibility of the proposed method. 

† Corresponding Author, thlee@hanyang.ac.kr 
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와 개선을 위해 많이 이용되고 있다.(1) 이 방법은 

계획된 실험 수행이 필요하고 이산화 된 변수를 

이용하기 때문에 제한조건을 가진 문제나 연속적

인 변수를 가진 문제, 변수의 변동이 정규분포가 

아닌 문제, 비선형성이 강한 문제에는 적용이 어

렵다는 단점이 있다. 

평균-분산 이용 방법은 성능 함수의 평균값과 

분산 값을 이용해 민감도 기반 최적설계 문제를 

구성하는 방법이다. 함수를 테일러 급수의 1차 식

으로 표현하고 그 민감도를 이용하여 평균과 분산

을 구하는 FOSM(First Order Second-moment Method) 

방법이 널리 사용되고 있다.(2) 이 기법은 제한조건

의 적용이 가능하고 유용영역 내부의 최적설계 값

을 탐색할 수 있지만 민감도를 이용하기 때문에 

비선형적인 모델일 경우 부정확하며 수치적 잡음

이 존재할 경우 해를 구할 수 없다. 이러한 단점

을 개선하기 위하여 최근에 평균과 분산을 적분을 

통하여 계산하는 모멘트 법이 연구되고 있다. 

DR(Dimension Reduction)기법이 대표적이며 기존의 

민감도를 이용한 기법에 비해 정확하고 효과적으

로 해를 구할 수 있다.(3)  하지만 DR 기법 역시 

가정을 통해 다중적분을 일 차원 적분의 합으로 

표현하기 때문에 가정에서 발생하는 수치적 오차

와 비선형적인 문제에 대해 정확도가 떨어진다는 

단점이 존재한다. 

본 논문에서는 이러한 문제점을 해결하기 위해 

크리깅 메타모델과 곱분해 기법을 이용한 강건 

최적설계 기법을 제안한다. 곱분해 기법이란 

비선형성이 강한 시스템의 통계적 모멘트를 가정 

없이 정확하게 구하는 방법으로 통계적 모멘트를 

구할 때 다중적분이 필요한데 이를 일 차원 

적분의 곱으로 변환하여 계산하는 기법이다. 

다중적분은 수치적 적분을 해야 하는데 이러한 

수치적 적분과정 없이 비선형성이 강한 응답의 

통계적 모멘트를 정확히 구할 수 있다.(4) 또한 

확률분포에 대한 난수를 직접 생성하지 않고 

크리깅 메타모델과 확률분포의 곱을 적분함으로써 

통계적 모멘트를 구할 수 있기 때문에 적은 실험 

횟수로 최적설계를 수행할 수 있다. 수학예제와 

공학예제를 통하여 본 논문에서 제안된 강건설계 

방법의 정확성을 검증한다. 

2. 강건 최적설계 정식화 

변수에 외란이나 잡음이 있을 때 응답함수 ( )bf  

및 제한조건 ( )big 는 식 (1)과 같이 변형된다. 
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여기서 b 는 설계변수이고, p는 설계 파라미터로

서 환경 변수라고도 하며 일반적으로 설계 과정에

서는 상수로 가정한다. b
z 과 p

z 는 각각 설계변수

와 설계 파라미터에 발생하는 공차, 잡음, 외란 등

을 의미하고 n, m 은 각각 설계변수의 수와 설계 

파라미터의 수이다. 강건 최적설계에서는 강건성

을 증진시키기 위해 식 (2)와 같이 설계 정식화를 

수식적으로 나타낼 수 있다.(5)  
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jGF  , 는 식 의 jgf  , 를 변형한 식이다. 일반적으
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][•E 는 함수의 기대값을 나타내며 ( ) ( )p

ii

b

ii zvzu   , 는 

각각 잡음인자 pb
zz   , 벡터의 i 번째 요소의 확률

밀도 함수이다. 이들은 서로 독립으로 가정한다. 

이러한 확률밀도함수가 정규분포라면 다음과 같다. 
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여기서 
ib
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여기서 w1, w2 는 평균과 분산의 가중치이고 *
Yµ 와 

*
Yσ 는 평균, 분산의 정규화 계수이며 본 논문에서 

전체 설계영역의 평균, 분산을 사용하였다. k 는 

응답이 조건에 만족하는 확률을 나타내는 값으로 

본 논문에서 k는 3으로 설정하였다. 

3. 모멘트 추출법 

3.1 크리깅 메타모델 

크리깅 메타모델은 채광학자인 Krige의 연구를 바

탕으로 공간분석 및 공간자료의 연관관계를 규명

하기 위해 지질통계학에서 처음으로 이용되었다.(6) 

그 후 Sacks 에 의해 전산실험모델로서 공학분야

에 적용되었다.(7) 설계변수가 많고 비선형성이 강

한 모델에 대해서 크리깅모델의 우수한 예측성능

이 다양하게 확인되었다.(8) 

크리깅모델은 실제 함수를 평균(mean)에 해당하

는 전역모델(global model, β)f(
Tx )과 편차(deviation, 

)(xz )에 해당하는 국부모델의 합으로 가정한다.(8) 

 ( ) ( ) ( )TY Z= +x f x β x  (6)     

편차와 무작위오차가 독립적이라는 가정하에서   

두 응답간의 공분산은 식 (7)로 표현할 수 있다. 

 
Cov[ ( ), ( )] Cov[ ( ), ( )]

Cov[ ( ), ( )]

i j i j

i j

r r

Y Y Z Z

ε ε

=

+

x x x x

x x
 (7) 

( )Z x 의 공분산은 식(8)과 같이 분산 2

zσ 와 상관행

렬(correlation matrix) ( , )i j
R x x 의 곱으로 표현한다.  

 2Cov[ ( ), ( )] ( , )i j i jZ Z σ=x x R x x  (8) 

상관행렬은 데이터들의 공간적인 상관관계(spatial 

correlation)를 표현하는 상관함수 R 로 정의하고 일

반적으로 가우스(gauss) 상관함수를 사용한다. 
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∑θ x x x x  (9)   

여기서 , dnR∈θ x 이고, 상관계수 kθ 는 kx 에 대한 

응답값들의 상관관계를 나타내는 값으로 
kx 방향 

곡률을 결정한다. 식 (9)의 미지수 
kθ 는, 최우량추

정법(maximum likelihood estimation)에 의해서 구할 

수 있다.(9) 우량함수를 최대라는 것은 확률적으로 

가능성이 높은 
kθ 값을 추정한다는 의미이다.  

크리깅 메타모델은 선형 예측량 중에서 비편향

성(unbiasedness)을 만족하면서 평균제곱오차(mean 

squared error)가 최소인 최대 비편 추정량(best 

linear unbiased predictor)의 특성을 지닌다. 따라서 

식 (10)과 같은 최적화 문제로 정식할 수 있다. 
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이를 최적화 기법을 이용하여 구하면 식 (11)과 

같이 선형 예측자를 유도할 수 있다. 
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이를 실제 함수 형태로 나타내면 식 (12)와 같이 

정리할 수 있다. 
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(12) 

이 때 β̂ 은 일반 최소 제곱 추정량(generalized 

least square estimator)으로 나타낼 수 있으며 r(x)는 

표본점과 예측점의 관계를 나타내는 상관벡터이다. 

 

3.2 곱분해 기법 

시스템의 통계적 모멘트는 다음과 같다. 
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여기서 )(xXf 는 확률밀도함수를 의미한다. 이렇

게 구한 모멘트를 이용하여 식 (14)을 통해 제한

조건의 평균과 분산을 구한다. 
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여기서 µ , σ 는 평균과 표준편차를 의미하고 이

를 계산할 때 식 (13)에서 )(xY 를 실제모델을 이

용하여 구하면 많은 수치적 비용과 계산이 필요하

기 때문에 효율성이 떨어지고 또 설계변수가 증가

하면 비용이 급격히 상승하게 된다. 이러한 문제

를 해결하기 위해서 실제 모델을 크리깅 모델로 

근사화하여 모멘트를 구한다.  
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크리깅 모델의 전역모델을 상수로 가정하면 1, 2
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사용되는 상관계수를

Fig. 1 은

기반 강건최적설계

제안한 강건

위해 수학적

 

4.1 수학 
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  Find x

본 수학예제의

고 선형 제한조건을

분해 기법을
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 제곱한 크리깅

상관계수를 의미한다

은 곱분해 기법을

강건최적설계 기법의

4. 

강건 최적설계
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응답을 제곱한 

, D 는 설계변수의

크리깅 모델을

의미한다. 

기법을 이용한

기법의 흐름도이다

 예 제 

최적설계 방법의 효율성을

공학 예제에 적용하였다
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갖는 문제이다

강건설계의 해와

나타냈다. 결정론적

모의실험을 통해 설계변수의

 50%이지만 

제한조건을 99.99% 

 기법은 FOSM(First Order 

조수길
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적용하였다. 
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 볼록한 형상이

문제이다.(2) Table 1은

해와 결정론적

결정론적 최적설계의

설계변수의 변동

 제안된 강건설

99.99% 만족함을 알

FOSM(First Order 

조수길 · 이민욱 · 

(17) 

근사화하여 

적분의 곱

(18) 

(19) 

사용된 

모델을 

, "

kθ

 때 

모멘트 

보이기 

 

 

 (20) 

형상이

은 곱

결정론적 최

최적설계의 해

변동

강건설

알 수 

FOSM(First Order 

Second

결과를

 

4.2 1/4 

1/4 

조건의

이때

 

Table 

Constraint Mean

Satisfaction(%)

 

Fig. 1

 이태희 

Second-moment Method) 

결과를 보여주는

 

4.2 1/4 차량 현가장치

1/4 차량 현가장치

조건의 변화에 

이때 가속도의 

 

Table 1 Robust optimal design results of a mathematical 
problem

 

Objective 

x1 

x2 

Constraint Mean

Constraint 

Variance 

Satisfaction(%)

 

Fig. 1 Flowchart of robust design based on MD method

Fig. 

moment Method) 기법과

보여주는 것을 확인하였다

현가장치 강건설계

현가장치 문제(11)

 의해 가속도의

 크기와 변동폭을

Robust optimal design results of a mathematical 
problem 

Determin. 

method 

17.45 

1.762 

2.061 

Constraint Mean -0.0023 

12.96 

Satisfaction(%) 49.97 

Flowchart of robust design based on MD method
 

Fig. 2 Quarter car vehicle model

기법과 비교하여

확인하였다. 

강건설계 
(11)로서 강성계수와

가속도의 변동이

변동폭을 최소화

Robust optimal design results of a mathematical 

Determin. 

 

Proposed

method 

 20.27 

 2.395 

 3.655 

 2.8267 

 0.940 

 99.987 

Flowchart of robust design based on MD method
 

Quarter car vehicle model

비교하여 비슷한

강성계수와 도로

변동이 발생한다. 

최소화 해야 한다

Robust optimal design results of a mathematical 

Proposed 

 
FOSM(2) 

 20.33 

 2.234 

 3.942 

 2.8614 

 0.954 

 99.98 

  
Flowchart of robust design based on MD method 

 
Quarter car vehicle model 

비슷한 

도로 

. 

한다. 

Robust optimal design results of a mathematical 

 



  

 

Fig. 2 는 1/4

k2, r2 이며 

작용하는 4

수 없지만 

계에 적용 

식은 식 (21

설계 값에서의

분산을 나타냈다

Table 2 는

및 응답 그리고

다. 강건 최적설계

되었고 통계적

51.6% 개선

을 통해 초기

한 그림이다

응답이고 강건

개선되는 효과가

몬테카를로 

31

1200(~

120000(~
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60000
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b

4.3 축 진동판

전자석과

축 진동 문제이며

고 스프링의

는 예제이다

Table 2 Rob
vehicle

 

b 

k1

k2

r2 

F(b, P) 

µY 

σY 

곱분해

  

1/4 차량 모델의

 밑면의 도로조건인

4 변수 예제이다

 가속도의 변동에

 해야 하는 

1)과 같고, Table 2

값에서의 변수, 목적함수

나타냈다.  

는 초기 설계

그리고 통계적

최적설계 후 

통계적 모멘트는

개선되었다. Fig. 

초기 설계 값과

그림이다. 초기 설계

강건 최적설계

효과가 나타나는

 모의실험은

/60  ,
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Pb,

진동판 강건설계

전자석과 스프링요소로

문제이며 모델은

스프링의 구조에 모델의

예제이다. 설계변수는

obust optimal design results of 
vehicle 

Initial design

1 120,000

2 20,000

 1,200

  4.069

2.656

0.471

곱분해 기법 기반의

모델의 그림이고

도로조건인 bA

예제이다. 특히 

변동에 큰 영향을

 환경변수이다

, Table 2 는 초기

목적함수, 목적함수의

설계와 강건설계의

통계적 특성 변화를

 목적함수는 

모멘트는 평균이 

. Fig. 3 은 몬테카를로

값과 강건 최적설계

설계 값은 평균과

최적설계 후 평균과

나타나는 것을 확인할

모의실험은 10만회 실시하였다
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모델은 Fig. 4 와

모델의 주파수가

설계변수는 θ 와 ω 이며
 

ust optimal design results of 

Initial design Optimum design

120,000 

20,000 

1,200 

4.069 

2.656 

0.471 

기반의 통계 모멘트를

그림이고 설계변수는

b 가 환경변수로

 bA 는 변화시킬

영향을 주므로

환경변수이다. 정식화된

초기 설계와 최적

목적함수의 평균과

강건설계의 설계 변수

변화를 나타낸 표이

 59.4% 의 개선

 63.6%, 분산이

몬테카를로 모의실험

최적설계 값을 비교

평균과 분산이

평균과 분산이 모두

확인할 수 있다

실시하였다. 
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구성되어 있는 버저의

와 같이 구성되었

주파수가 크게 가변하

이며 버저는 1

ust optimal design results of quarter car 

Optimum design

60,000 

10,000 

903.48 

1.651 

0.967 

0.228 

모멘트를 이용한

설계변수는 k1, 

환경변수로 

변화시킬 

주므로 설

정식화된 수

최적

평균과 

변수 

표이

개선

분산이 

모의실험

비교

분산이 큰 

모두 

있다. 

 (21) 

 

버저의 

구성되었

가변하

1 차  

quarter car 

Optimum design 

모드의

타내기

함수를

주파수가

평균값에

 

 

Fig. 

Fig. 

이용한 효율적인

모드의 주파수가

타내기 때문에 

함수를 식 (22)와

주파수가 240Hz

평균값에 해당하는

volume:

        

where

74

subject to

minimize To

  Find

V

≤ θ

 

 

Fig. 3 Comparison of the PDF at initial design and 
optimum design using Monte Carlo simulation

 

 

Fig. 4 Finite element model, design variables and 1
mode of laterally vibrating plate

효율적인 강건 최적설계

주파수가 240Hz 에서

 강건설계가 

와 같이 설정함으로써

240Hz 에 근접하도록

해당하는 초기 부피보다
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좋은 효율을 나

예제이다. 목적

1 차 모드의

하였으며, 변수의

작도록 하였다. 
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Table 3 Robust optimal design results of laterally 
vibrating plate 

 Initial design Optimum design 

b 
θ 74.5 74.1008 

ω 0.81825 0.82 

F(b) 60.8191 4.09982 

µY  7.4657 1.6635 

σY 17.7545 0.1821 

Constraint 0 -0.7217 

 

Fig. 4 는 유한요소 모델과 설계변수, 그리고 1

차 모드를 나타낸 그림이다. 이 모델을 1 회 해석

하는데 약 1 분의 시간이 소요되어 기존의 강건 

최적설계기법을 적용하려면 오랜 계산 시간이 필

요한 문제이다. 제안된 방법에서 총 64 번의 해석

으로 메타모델을 만들고, 강건 최적설계를 수행한 

결과 목적함수는 초기설계 값에 비해 93.27% 개

선되었고, 응답의 평균은 77.72%, 분산은 98.97% 

개선되었다.  

5. 결 론 

강건 최적설계의 연구에 대한 필요성은 크지만 많은 

계산비용과 정확성 때문에 다양한 공학예제에 적용하

는데 한계가 있다. 본 논문에서는 기존 강건 최적설

계의 단점을 개선하기 위하여 곱분해 기법과 크리깅 

메타모델을 사용한 강건 최적설계 기법을 제안하였다. 

제안된 기법은 설계영역을 크리깅 메타모델로 근사하

여 곱분해 기법에 적용함으로써 평균과 분산을 구하

고 이를 최소화하는 기법이다. 본 논문에서 모멘트를 

구하기 위해 사용된 곱분해 기법은 다중적분을 일차

원 적분의 곱으로 변형하여 수치적 적분을 하지 않고 

비선형성이 강한 시스템의 통계적 모멘트를 정확히 

구할 수 있다.   

기존의 강건설계 연구에서 많이 이용되었던 2

변수 수학 문제와, 설계문제와 환경변수가 포함된 

4 변수의 차량 현가장치 예제를 통해 강건 최적설

계 기법을 적용함으로써 제안된 기법의 정확성을 

확인하였다. 또한 공학예제인 축 진동판 강건설계

는 총 64 번의 해석을 통해 강건 최적해를 얻어 

매우 효율적인 기법임을 확인하였다.  

본 논문에서는 변수의 확률분포를 정규분포로 

가정하고 강건 최적설계를 수행하였다. 비정규분

포의 경우 확률분포가 가우스 지수함수 형태로 표

현할 수 없는 경우 다중적분의 적분형태가 1 차원 

적분의 곱으로 변환되지 않아 곱분해 기법의 적용

이 힘들다. 따라서 변수의 확률분포가 비정규분포

인 문제의 경우에 대해서는 향후 연구를 통해 고

려하겠다. 
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