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ABSTRACT: A new identification method for a nonproportional damping matrix using the finite element (FE) model updating technique is 
proposed. Mass and stiffness matrices of the undamped system are identified by FE model updating method. Sensitivity analysis is used to update 

the FE model, and zero frequencies are considered as design parameters to supplement the information of vibration characteristics. The 
nonproportional damping matrix is identified through the proposed method. A numerical example is considered to verify the performance of the 
proposed method. As a result, the damping matrix of the nonproportional system is estimated accurately.
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1. 서 론

육상 물자원이 차 고갈됨에 따라 세계 각국은 새로운 물

자원 개발에 많은 투자를 하고 있다. 특히 육상 물자원에 비해 

니 , 코발트, 구리의 함량이 단히 높은 심해  망간단괴는 수

심 3000~5000m의  세계 심해 에 리 분포되어있는 표

인 심해  물자원으로서, 태평양의 클라리온-클립퍼톤 해역(Cla-

rion-Clipperton)에 부존되어 있으며, 막 한 양의 망간단괴는 

세계 선진 각국의 상업  개발의 목표가 되고 있다. 

심해 의 퇴 지반은 매우 높은 함수율을 가지는 미세한 입자

들로 구성되어 지반의 지지력(Bearing capacity)이 매우 미약하다

는 문제 을 가진다. 이러한 미약한 지반 지지력으로 인해 상업

생산에 요구되는 시간당 최  500톤에 달하는 망간단괴를 집

시스템으로 실어 운반하는 것은 불가능하며, 해상의 채 선까지 

양 을 통하여 연속 으로 채 하는 것이 필요하다(Brink and 

Chung, 1981; Hong and Kim, 1999).

심해  채  시스템은 Fig. 1과 같이 채 선, 양 펌 를 포함한 

라이 , 버퍼, 유연 이 , 집 로 으로 구성된다. 채 선-라이

(양 펌  포함)-버퍼-유연 이 -채 로 으로 이어지는 

체 시스템의 동 거동 해석은 심해  채 기술 개발에 매우 

요한 요소이다. 채 시스템의 통합거동 해석을 해 연약지반 

를 주행하는 심해  집 로 과 버퍼는 강체 모델로, 라이  

 유연 이 는 유연체 모델로 개발되었다(홍섭 등, 2012). 홍

섭 등(2012)은 내재  분법을 이용한 통합채 시스템의 연성

거동 해석 기법을 개발하 다. 이 연구에서 감쇠행렬은 비례감

쇠 행렬로 고려되었다.

Fig. 1 Concept of commercial deep-seabed mining system
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심해  채  시스템 모델의 경우 유체감쇠, 구조감쇠 등과 같

은 다양한 형태의 감쇠가 존재하기 때문에 통합채 시스템의 해

석 결과의 정확성을 높이기 해, 정확한 감쇠행렬 추정 기법이 

연구될 필요가 있다. 본 연구는 심해  채  시스템의 연성거동 

동역학 해석에 필요한 구조 감쇠행렬 추정을 한 연구이다.

비비례 감쇠행렬 추정을 한 연구로써 Lee and Kim(2001)은 

주 수 달함수의 역행렬을 이용하여 감쇠 행렬을 추정하는 

연구를 수행하 고, Phani and Woodhouse(2009)는 복소 고유주

수(Complex natural frequency)와 복소 모드형상(Complex 

mode shape)을 이용하여 감쇠 행렬을 추정하 다. 이건명 등

(2010)은 유한요소 모델 개선기법(Finite element model updating)

을 이용한 비례 감쇠행렬과 비비례 감쇠행렬을 추정기법을 연구

하 다. Min et al.(2012a)은 복소 고유주 수와 복소 모드형상

을 이용하여 집 질량 모델에 용 가능한 감쇠행렬 추정 기법

을 연구하 다. 국내외의 많은 연구에도 불구하고 실제 감쇠구조

물의 비비례 감쇠행렬을 정확히 추정하는 것은 여 히 어려운 

문제이다.

감쇠행렬 추정을 해서는 질량행렬과 강성행렬의 정확한 추

정이 필요하다. 질량행렬과 강성행렬의 추정을 한 유한요소 모

델 개선기법에 한 많은 연구가 진행되고 있다. Friswell and 

Mottershead(1995)는 1990년 에 연구된 다양한 모델 개선기법

을 설명하고 있다. Jones and Turcotte(2002)는 벌칙기법(Penal-

ty method)을 이용한 모델 개선기법을, Nam et al.(2005)은 고유

주 수, 제로주 수(Zero frequency or antiresonance frequen-

cy), 정유연성 지배주 수(Static compliance dominant frequen-

cy)를 이용한 모델 개선기법을 연구하 다. Min et al.(2012b)은 Nam 

et al.(2005)을 수정한 기법을 연구하 다.

본 연구에서는, Min et al.(2012b)의 유한요소 개선기법을 이

용한 감쇠행렬 추정기법을 제안하고, 수치모델을 이용하여 제

안된 기법의 정확도를 검증하 다. 수치검증 차는 다음과 같다. 

1) 비감쇠 유한요소 모델을 생성하고, 모델 개선을 수행하여 

강성행렬을 개선한다. 

2) 개선된 강성행렬을 이용하여 비비례 감쇠행렬을 만든다.

3) 제안된 기법을 이용하여 생성된 비비례 감쇠행렬을 추정한다. 

4) 2에서 생성된 비비례 감쇠행렬과 3에서 추정된 비비례 감

쇠행렬을 비교하여 제안된 기법의 정확도를 검증한다.

2. 감쇠행렬 추정 방법

2.1 유한요소 모델 개선기법

고유주 수와 모드형상을 목 변수로 사용하는 개선기법의 경

우 일반 으로 설계변수보다 목 변수가 은 부족결정(Under- 

determined) 시스템이 되기 때문에 개선된 결과의 정확도를 완

히 신뢰할 수는 없다. 이러한 부족결정 시스템을 극복하기 

하여 Mottershead(1998)은 제로주 수를 사용하 다. 제로주

수는 Fig. 2와 같이 주 수응답함수(Frequency response function, 

FRF)의 값이 이 되는 주 수를 의미한다. 여기서, 검은선은 1

자유도 모델 각각의 FRF이며 빨간색은 두 자유도가 합쳐진 2자

유도 모델의 FRF이다. 고유주 수의 경우 시스템 체에서 같

은 값을 가지는 반면, 제로주 수는 측정 치와 가진 치에 따

Fig. 2 Zero frequency of a frequency response function

라 값이 달라진다. 측정 과 가진 을 다양하게 조합하면 매우 

많은 수의 제로주 수를 획득할 수 있다. 본 연구에서는 유한요

소 모델 개선을 해 고유주 수와 제로주 수를 목 변수로 사

용하는 감도해석기반 모델 개선기법(Min et al., 2012b)을 사용

하 다.

모델 개선은 다음의 차를 가진다. 

(1) 기 설계변수 를 기반으로 유한요소 모델을 만든 후 

개의 고유주 수와 m개의 제로주 수   … 를 

계산하다.

(2) 번째 설계변수 를 미소량 ∆만큼 변화 시키면 변화

된 설계변수 는  ∆ 이 된다. 이 때 다른 요소의 

  ≠ 의 변화는 없다. 

(3) 로 변한 유한요소 모델의 고유주 수와 제로주 수 


 … 를 계산한다.

(4) 기 시스템과 변환된 시스템의 고유진동수와 제로진동수 

변화 행렬  
  을 계산한다.

(5) 감도행렬  의 i행 j열 요소는   ∆  이다.

(6) (1)에서 (5)의 차를 설계변수의 개수  …  개에 

하여 반복 계산하여 감도행렬  를 완성한다. 

완성된 감도행렬  는 다음과 같다.
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(1)

감도행렬을   , 설계변수 변경량을  …  , 

변경하려는 목  고유주 수와 기 고유주 수의 차이를 

 … 로 하는 경우의 최 변경 문제는, 식 (2)과 같
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이 연립 1차방정식으로 나타낼 수 있다.

   (2)

이때 감도행렬  가 보통 정방행렬이 아니므로 최소 제곱해를 

구하는 문제가 된다. 설계변수 변경량을 계산하면 변경된 설계

변수는 다음과 같다.


    (3)

로 변경한 후 강성행렬을 다시 작성한다. 새로 작성된 강성

행렬과 질량행렬을 이용하여 새로운 고유주 수를 계산한다. 이

러한 차를 가 허용오차 범 가 될 때까지 반복 수행한다.

2.2 감쇠행렬 추정기법

N자유도 비비례 성 감쇠 시스템의 경우 모드해석시 상태공

간에서 아래의 방법으로 확장되는 것이 일반 인 방법이다.

    (4)

은 질량행렬,  는 감쇠행렬, 는 강성행렬이며, 

는 변 벡터, 는 힘 벡터이다.

  (5)

식 (4)와 식 (5)를 조합하면,



 
 







 
 






 (6)

   (7)

고유치 해석을 해  으로 생각하고 정리하면 다음과 

같다.

      ∼ (8)

여기서, 과 은 번째 복소 고유값과 복소 고유벡터를 

나타낸다. 비비례 감쇠시스템의 경우  ,   , 와 복소 

고유벡터 행렬  은 다음과 같은 계를 갖는다(Ewins, 2000).

       (9)

         (10)

여기서,   ⋯ 이며, 와  는 각행렬

이다.

은 와  의 각성분 과 로부터 다음과 같이 계산

된다.

 


  (11)

여기서,     , 은 비감쇠 고유주 수, 은 모드 감

쇠비, 은 감쇠 고유주 수, j는 복소수를 의미한다.

만약 유한요소 모델 개선을 통해 과 가 정확하게 구

성되었고, 실험해석을 통해  이 정확하게 계측되었다

고 가정하면, 식 (9)를 통해 를 계산할 수 있고, 식 (11)에 의

해  


이므로    한 계산할 수 있다. 따라서  는 다

음과 같이 계산된다.

    

    (12)

식 (12)를 통해  를 얻을 수 있다. 이와 같은 방법은 모드

의 직교성을 이용하기 때문에 추정된 행렬의 칭성과 양한정

(Positive-definiteness)이 보장된다.

2.3 수치모델 검증

연구에서 제시한 방법을 검증하기 하여 Fig. 3과 같이 20개

의 요소와 21개의 질 으로 구성된 원형 외팔보 유한요소 모델

을 목 모델로 만들었다. 목 모델의 물성치와 치수를 Table 1에 

정리하 고, 유한요소 모델에 사용된 질량과 강성 요소행렬은 

식 (13)과 식 (14)와 같다. 

Fig. 3 Finite element model of a cantilever beam

Table 1 Properties of the target FE model

Beam Property Value

Modulus of elasticity (E) 2 × 10
11 N/m2

Mass density (ρ) 7,850 kg/m3

Length (L) 1 m

Diameter (d) 0.024 m

 















   
 

  


   
 

  


(13)



 











   
 

  


   
 

  


(14)

여기서, le는 요소의 길이, Ae는 요소의 단면 을 나타낸다. 

Table 2 Natural frequencies from the target and initial FE 

models

Mode 

Natural frequency(Hz)

Mode 

Natural frequency(Hz)

Target Initial
Error 
(%)

Target Initial
Error 
(%)

1 16.95 19.32 14.02 7 2011.37 2293.31 14.02 

2 106.21 121.10 14.02 8 2679.31 3054.89 14.02 

3 297.39 339.08 14.02 9 3444.16 3926.95 14.02 

4 582.79 664.48 14.02 10 4306.97 4910.71 14.02 

5 963.50 1098.55 14.02 11 5269.19 6007.80 14.02 

6 1439.59 1641.39 14.02 12 6332.68 7220.36 14.02 
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Table 3 Zero frequencies from the target and initial FE models

Mode 

Zero frequency(Hz)

H3,3 H5,5 H7,7

Target Initial Error (%) Target Initial Error (%) Target Initial Error (%)

1-2 19.85 22.63 14.02 21.62 24.65 14.02 23.67 26.99 14.02 

2-3 124.93 142.44 14.02 136.87 156.06 14.02 151.10 172.28 14.02 

3-4 351.04 400.25 14.02 386.07 440.19 14.02 428.02 488.01 14.02 

4-5 690.09 786.83 14.02 760.95 867.62 14.02 844.46 962.83 14.02 

5-6 1143.96 1304.32 14.02 1262.96 1439.99 14.02 1393.84 1589.22 14.02 

Table 5 Zero frequencies from the target and updated FE model

Mode 

Zero frequency(Hz)

H3,3 H5,5 H7,7

Target Initial Error (%) Target Initial Error (%) Target Initial Error (%)

1-2 19.85 19.84 0.01 21.62 21.63 0.03 23.67 23.69 0.08 

2-3 124.93 124.82 0.09 136.87 136.78 0.07 151.10 151.04 0.04 

3-4 351.04 351.00 0.01 386.07 386.04 0.01 428.02 428.05 0.01 

4-5 690.09 690.06 0.00 760.95 760.94 0.00 844.46 844.57 0.01 

5-6 1143.96 1143.99 0.00 1262.96 1263.01 0.00 1393.84 1394.03 0.01 

실제모델과 유한요소 모델의 차이를 분명히 표 하기 해 

기모델은 목 모델의 탄성계수보다 30% 큰 탄성계수를 갖도

록 하 다. 모델 개선을 한 설계변수는 모든 요소의 EI(E는 

탄성계수, I는 단면 2차모멘트)로 선택하 다. 목 변수는 고유

주 수 12개와 제로주 수 15개(H3,3, H5,5, H7,7에서 각 5개씩)를 

사용하여, 목 변수가 설계변수(20개)보다 많도록 하 다. 

에서 H는 달함수, i는 가진  치, j는 응답  치를 나

타낸다. Table 2는 기모델과 목 모델의 고유주 수와 상 오

차를, Table 3은 H3,3, H5,5, H7,7의 제로주 수와 상 오차를 각

각 보여 다. Table 3에서 1-2는 1차 모드와 2차 모드 사이에서 

발생된 제로주 수를 의미한다. 목 모델과 기모델의 고유주

수와 제로주 수의 상 오차는 식 (15)로 정의하 다.

 


×  (15)

목 모델과 기모델 사이에서 14.02%의 상 오차가 발생하

다. 만약 수치모델의 목 모델을 실제모델이라고 가정한다면, 

실제모델에 응하는 유한요소 모델은 기모델이 된다. 이러한 

경우 유한요소 모델과 실제모델은 14.02%의 오차를 가지고 있는 

것으로 가정할 수 있다. 

이러한 오차는 모델 개선기법을 수행함으로써 일 수 있다. 

Table 4는 목 모델과 개선된 모델의 고유주 수와 상 오차를 

보여 다. 개선된 모델의 고유주 수 차이는 3차 모드에서 0.04%의 

최  오차를 보인다. 최  14.02%의 오차를 보 던 것과 비교하

면 매우 작은 오차를 가짐을 알 수 있다. Table 5는 제로주 수 차

이를 보여 다. 제로주 수의 경우 H3,3의 2-3모드에서 0.09%의 최

 오차를 가지도록 개선되었음을 알 수 있다. 이러한 개선 결과

들을 통해, 개선된 모델이 실제모델을 잘 표 함을 알 수 있다.

Table 4 Natural frequencies from the target and updated FE 

model

Mode

Natural frequency(Hz)

Mode

Natural frequency(Hz)

Target Updated
Error 
(%)

Target Updated
Error 
(%)

1 16.95 16.95 0.01 7 2011.37 2011.49 0.01 

2 106.21 106.20 0.01 8 2679.31 2679.46 0.01 

3 297.39 297.51 0.04 9 3444.16 3444.26 0.00 

4 582.79 582.88 0.02 10 4306.97 4307.18 0.00 

5 963.50 963.54 0.01 11 5269.19 5269.51 0.01 

6 1439.59 1439.58 0.00 12 6332.68 6333.07 0.01 

실제 실험모델의 자유도는 센서의 측정자유도와 사용된 개수의

곱으로 제한된다. 이러한 자유도의 제한을 고려하기 해서 개

선된 모델을 자유도 축소기법(Friswell et al., 1995)을 사용하여 

Fig 3의 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 21번 에서 각각 3, 7, 

11, 15, 19, 23, 27, 31, 35, 39번의 병진자유도만을 가지는 10자

유도 모델로 축소시켰으며, 축소된 모델과 축소  모델의 1~10

차 고유주 수들의 차이가 0.05%보다 작게 되도록 하 다. 축

소된 질량과 강성행렬을 과 로 정의하 다.

비비례 감쇠시스템을 만들기 하여, 식 (16)을 이용하여 비

비례 감쇠행렬을 만들었다.

  
 × ×   (16)

여기서, Ci,j와 Ki,j는 감쇠행렬과 강성행렬의 i번째 행과 j번째 

열의 성분, 는 0~1사이의 불규칙 값이다. 생성된 비비례 감

쇠행렬을 Table 6에 나타내었다.

식 (17)를 통해 감쇠 모델의 가속도 달함수를 계산하 다.
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Table 6 Nonproportional damping matrix
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여기서, Ur,Vr은 각각 고유벡터의 실수부와 허수부를 나타낸다.

식 (17)를 통해 계산된 가속도 달함수를 실험으로 측정된 데

이터라고 가정하고, 포 곡선맞춤법(민천홍 등, 2009)을 사용하여 

고유주 수, 모드 감쇠비, 복소 고유벡터를 추정하 다.

식 (9)을 통해 계산된 의 비 각성분이 각성분에 비해 

매우 작은 값으로 계산되었다. 이것은 개선된  , 와 가

Table 7 Values of 

Mode 

1 ×  × 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

Fig. 4 Comparison of numerical transfer function from target FE 

model and reconstructed transfer function from identified 

FE model 

속도 달함수로부터 추정된  가 직교함을 의미한다. 계산된 

의 각성분을 Table 7에 나타내었다. 

Fig. 4는 감쇠행렬 추정 결과를 보여주고 있다. Fig. 4에서 실선

은 수치모델의 달함수이고, 원은 감쇠행렬 추정을 통해 계산된 

달함수이다. 실선과 원이 잘 일치함을 알 수 있다. 이러한 결과

를 토 로 제시된 감쇠행렬 추정 기법의 정확성을 검증하 다.

3. 결 론 

본 연구에서 유한요소 모델개선 기법을 이용한 비비례 감쇠행

렬 추정기법을 제시하고, 수치모델을 이용해 검증하 다. 그 결

과 다음과 같은 결론을 얻을 수 있었다.

1) 고유주 수와 제로주 수를 목 변수로 사용하는 감도해석 

기반 유한요소 모델개선 기법은 매우 정확한 개선 결과를 보여

다.

2) 만약 유한요소 모델개선을 통해 정확한 과 를 구

하고, 실험해석을 통해 고유주 수, 모드 감쇠비, 복소 고유벡터를 

정확히 추정할 수 있다면, 제안된 기법을 이용하여 비비례 감쇠

행렬을 정확히 계산할 수 있다.

3) 계산된 감쇠행렬의 칭성과 양한정성이 보장되기 때문에 

물리 인 의미를 유지한다.

하지만 제한된 기법을 실험모델에 용하기 해서는 다음과 

같은 을 고려하여야 한다.

1) 유한요소 모델개선을 통해 계산된 과 가 얼마나 

정확히 개선되었는가?

2) 유한요소 모델개선을 통해 계산된  와 실험해석을 통해 

추정된  의 직교성이 보장될 수 있는가?

3) 부가질량과 같은 수 에서 발생되는 변수를 고려할 수 있는가?

의 세 가지 사항을 고려하여 실제 구조물에 용 가능한 기

법을 향후 개발하고자 한다.
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