
한국소음진동공학회논문집 제 22 권 제 8 호, pp. 748~755, 2012.

http://dx.doi.org/10.5050/KSNVE.2012.22.8.748

748/한국소음진동공학회논문집/제 22 권 제 8 호, 2012년
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ABSTRACT

Friction causes self-excited vibration, stick-slip vibration and any other friction-induced phenomena. 
That kinds of vibrations cause chatter and squeal. In order to predict such vibrations accurately, em-
ploying an accurate friction model is very important because a dynamic behavior of a system with fric-
tion is dominantly governed by a friction model. A Coulomb friction model is the most widely known 
model. Coulomb friction model is useful model to obtain analytical solutions of the system with friction 
and the model gives relatively good simulation result. However, defining a friction force at a stick state 
in simulation is hard because of the characteristic itself and a Coulomb friction model is discontinuous 
function between a static and a dynamic friction coefficient. Therefore, applying the Coulomb friction 
model to a simulation is not appropriate. In order to resolve these problems, an approximated Coulomb 
friction model was developed using simple and continuous function. However, an approximated Coulomb 
friction model cannot realize stick. Therefore, an approximated Coulomb friction model cannot describe 
friction phenomena accurately. In order to analyze a friction phenomenon accurately, a friction model 
for a simulation was proposed in this paper. A proposed friction model realizes stick and gives reason-
ably good results compared to results obtained by the simulation employing an approximated Coulomb 
friction model. Accuracy of a proposed friction model was verified by comparing experimental results.
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템의 거동에 큰 영향을 미친다. 자전거 바퀴나 차량

의 바퀴와 같이 마찰현상이 긍정적으로 활용되는 

경우도 있지만 대부분의 기계시스템의 경우 마찰은 

그 시스템에 부정적인 영향을 미친다. 마찰에 의해 

불필요한 에너지 소모가 발생하여 기계시스템의 성

능이 저하될 수 있으며 또한 진동 및 소음의 원인이 

되기도 한다. 이러한 현상을 개선, 해결시키기 위해

서는 정확한 해석을 통한 현상분석이 반드시 필요하

며 정확한 해석 결과를 얻기 위해서는 마찰력을 정

확히 모델링하는 것이 필요하다.
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마찰력에 관한 연구는 오래 전부터 수행되어왔다. 
Leonardo da Vinci가 마찰력은 접촉면 면적과는 무

관하고 수직항력에 비례한다는 사실을 발견하였으며 

이후 Coulomb에 의해 정마찰계수(static friction co-
efficient)와 동마찰계수(dynamic friction coefficient)
로 표현 되는 쿨롱 마찰모델(Coulomb friction mod-
el)이 제안되었다(1). 쿨롱 마찰모델은 마찰계수가 접

촉면의 상대속도와 관련이 없는데 1964년에 

Bowden과 Tabor(2)가 마찰계수는 접촉면의 상대속

도의 함수임을 언급했으며 실제 실험결과들을 통해

서 마찰계수는 접촉면의 상대속도와 관련이 있음을 

확인할 수 있다. 따라서 이후에 개발된 마찰모델들

의 마찰계수는 접촉면의 상대속도의 함수인 형태를 

띤다. 마찰계수가 접촉면의 상대속도의 함수라는 사

실은 Ibrahim(1994)(3), Popp과 Stelter(1990)(4) 그리

고 Capone(1992)(5)에 의해 그 중요성이 강조되었고 

이후 Hinrichs, Oestrich 그리고 Popp(1998)(6)이 다

양한 마찰모델을 이용한 해석결과를 실험결과와 

비교하여 마찰계수가 접촉면 상대속도의 함수형태

를 띄는 마찰모델의 정확성을 검증하였다. 최근에

는 정확한 해석을 위해서 보다 복잡한 마찰모델들

이 개발되고 있지만 해석 효율성을 요구하는 상용 

동역학해석 코드에 사용하기는 부적합하다. 상용 

동역학해석 코드에 사용되는 마찰모델은 해석 효

율성을 높이기 위해서 최대한 간단한 형태로 발전

되어 왔다. Song, Kraus, Kumar 그리고 Dupont 
(2001)(7)는 쿨롱 마찰모델을 근사화하여 간단하면

서도 연속인 마찰모델을 제안하였고 현재 많이 사

용되는 상용 동역학 해석 툴인 DADS(2000)(8), 
ADAMS와 RecurDyn(2005)(9~11)은 근사화된 쿨롱 

마찰모델을 사용하고 있다. 근사화된 쿨롱 마찰모

델을 이용함으로써 해석 효율성 및 적분 안정성

이 보장되었지만 근사화된 쿨롱 마찰모델은 모델

특성상 점착(stick)을 구현하지 못하고 항상 일정

한 속도로 미끄러지는(slip) 문제점이 있다. 이 논

문에서는 점착을 구현하기 위하여 탄성변형한계

(elastic deformation limit) 개념을 이용한 마찰모

델을 제안하였다. 제안된 마찰모델은 기존의 근사

화된 연속 마찰모델에 비해 점착 상태에서의 미

끄러짐 현상이 매우 개선된 결과를 주는 것을 확

인하였고 실험결과와 비교하여 그 정확성을 검증하

였다.

2. 마찰모델

2.1 쿨롱 마찰모델과 상용코드의 마찰모델
시뮬레이션을 통해 마찰현상을 정확히 해석하기 

위해서는 실제 마찰현상을 잘 나타내는 마찰모델의 

개발이 반드시 필요하며 다양한 마찰모델이 개발 

되어왔다. 쿨롱 마찰모델은 가장 일반적으로 알려져 

있고 많이 사용되는 마찰 모델로 Fig. 1(a)와 같다. 
Fig. 1(a)에서 볼 수 있듯이 쿨롱 마찰모델은 정마찰

계수와 동마찰계수로 정의되며 접촉면의 상대속도

는 마찰계수와 관련이 없는 특징을 가지고 있다. 그

리고 정마찰계수와 동마찰계수 사이의 관계는 불연

속인 특징 또한 가지고 있다. 이러한 쿨롱 마찰모델

의 특징은 실제로 발생하는 현상인 자려진동

(self-excited vibration) 현상을 구현할 수 없다는 

한계점을 가지며 또한 불연속 모델로 인해 수치적

분 시 적분 불안정성을 야기시킬 수도 있다. 따라서 

쿨롱 마찰모델은 적분 안정성(stability)과 해석 효율

성(efficiency)을 필요로 하는 상용 동역학 해석 코

드에 사용되는 마찰모델로써 부적합하다. 이러한 이

유로 대부분의 상용 동역학 해석 코드에서는 쿨롱 

마찰모델을 근사화한 Fig. 1(b)와 같은 근사화된 쿨

롱 마찰모델을 개발하여 사용하고 있다. 근사화된 

쿨롱 마찰모델은 접촉면 상대속도의 함수로써 수식

은 식 (1)과 같다. 
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이고, sμ 는 정마찰계수, kμ 는 동마찰계수, rv 은 접

촉면의 상대속도, dv 는 동적천이속도(dynamic 
threshold velocity) 그리고 sv 는 정적천이속도(static 
threshold velocity)이다. 쿨롱 마찰모델을 연속함수
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로 근사화 함으로써 적분 안정성을 보장하지만 근

사화된 마찰모델 특성상 점착(stick)을 구현할 수 없

기 때문에 점착되어야 하는 경우에도 일정한 속도

로 미끄러지는 문제점이 있다.

2.2 제안된 마찰 모델
점착을 구현하기 위하여 제안된 마찰 모델은 Fig.

2(a)와 같다. 접촉면이 미끄러지는 경우( sr vv > ), 
마찰계수는 식 (3)과 같으며 상대속도가 증가함에 

따라 지수함수의 형태로 감소하는 형태이다.

( ) ( )
srk

bv
r vvav r >+= +− ,μμ (3)

여기서 a는 마찰계수 감소형태를 표현하는 형상 파

라미터로써 사용자가 정의하는 파라미터이며 b는 

다른 파라미터들이 정의되면 계산되는 파라미터이

다. 접촉면이 점착 상태인 경우 제안된 마찰모델은 

접촉면이 미끄러지기 전까지 외력에 의해 탄성변형

을 한다는 개념을 이용하여 Fig. 2(b)와 같이 mass-
spring-damper 시스템으로 모델링하였다. 점착 상태

에서 마찰계수는 식 (4)와 같다.

( ) sr
rstickrstick

rr vv
N

vcxkvx ≤
+

= ,,μ (4)

 

(a)                     (b)

Fig. 1 (a) Coulomb friction model and (b) approxi-
mated Coulomb friction model

sμ

kμ

sv  

r sv v≤
stickc

stickk

F

Stick

(a)                     (b)

Fig. 2 (a) Proposed friction model and (b) proposed 
friction model at stick state

여기서, stickk 는 점착강성, rx 는 접촉면의 상대변

위 그리고 stickc 는 점착감쇠계수, N은 수직항력이

다. stickk 는 접촉면에서의 탄성변형한계 개념을 이

용하여 식 (5)와 같이 구할 수 있고 stickc 는 사용

자가 적절한 감쇠비를 정의하면 식 (6)과 같이 구

할 수 있다. 

lim

s
stick e

Nk μ
= (5)

mkc stickstick ζ2= (6)

여기서 lime 는 탄성변형한계로 스틸의 경우 elim=

2~5 μm이다. ζ 는 점착 상태의 감쇠비로써 사용자

가 정의하는 값이며 m는 진동 질량이다. 제안된 마

찰모델은 점착 상태일 때 kstick에 의해 진동하며 외

력에 의한 탄성변형량(xr)이 탄성변형한계를 넘기 

전까지 점착이 유지된다.

3. 수치예제

수치예제로써 마찰진동자(friction oscillator)와 경

사면에 놓인 물체의 동적 거동 해석에 제안된 마찰

모델을 이용하여 수행하였고, 기존 상용코드에서 사

용되는 근사화된 쿨롱 마찰모델에 비해 제안된 마

찰모델이 점착을 잘 구현함을 확인하였다.
 
3.1 마찰진동자
첫 번째 수치예제인 마찰진동자는 Fig. 3과 같

다. 마찰진동자는 간단한 모델이지만 마찰력에 의

해 발생하는 자려진동과 같은 현상을 명확히 확

인할 수 있기 때문에 마찰관련 연구에서 자주 사

용된다. 마찰진동자는 vb의 속도로 움직이는 벨트

에 놓인 질량 m인 물체가 벨트와 물체 사이의 마

찰력에 의해서 진동하는 시스템으로써 차량의 디

스크 브레이크 시스템, 문 경첩 등을 간단히 모델

링한 형태이다. 점착이 발생하면 정지마찰력에 의

해 벨트와 질량의 속도가 같은 상태로 이동(Fig. 4
의 직선부분)하다가 스프링, 댐퍼에 의한 힘이 최

대정지마찰력보다 커지면 미끄러짐이 발생하여 

벨트와 질량간에 상대속도가 발생, 운동마찰력이 

작용하게 된다(Fig. 4의 곡선부분). 마찰진동자의 

운동방정식은 식 (7)과 같다.
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( ) ( ) ( )
Ω+=

++
cos0kuF

tkxtxctxm

f
(7)

여기서 Ff는 물체와 벨트 사이에서 발생하는 마찰

력이며 상용코드에서 사용되는 근사화된 마찰모델

의 경우 상대속도 vr만의 함수이며 제안된 마찰모델

의 경우 상대변위 xr 및 상대속도 vr의 함수이다. 
Ff는 식 (8)과, 상대속도 vr은 식 (9)와 같다.

( )NvxF rrf ,μ= (8)

( ) br vtxv −= (9)

여기서 bv 는 벨트의 속도이다. 마찰진동자의 제원은 

Table 1과 같고 해석에 사용된 마찰모델은 근사화된 

( )u t
( )x t

Nc

k
m

μ

bv

Fig. 3 Friction oscillator

Table 1 Properties of friction oscillator
Parameter Value Parameter Value

m(kg) 10 k(N/m) 200

c(Ns/m) 0 N(N) 98.06

u0(m) 0 vb(m/s) 1

Table 2 Properties of friction models
Approximated 
friction model 

parameter
Value

Proposed 
friction model 

parameter
Value

sμ 0.50 sμ 0.50

kμ 0.25 kμ 0.25

vs(m/s) 0.01 vs(m/s) 0.01

vd(m/s) 0.15 elim(μm) 500

- - stickζ 1

- - a 15

쿨롱 마찰모델과 제안된 마찰모델로써 각각의 마찰

모델 파라미터는 Table 2와 같다.
Fig. 4는 시뮬레이션 결과이다. Fig. 4(a)는 제안된 

마찰모델에 점착 감쇠항 stickc 을 고려하지 않을 때

의 결과이고 Fig. 4(b)는 감쇠항을 고려하였을 때의 

결과이다. Fig. 4(a)에서 stickc 을 고려하지 않을 경우 

점착 상태에서 stickk 에 의해 발생하는 미세진동으로 

인해 해석상의 불안정성이 존재하는 것을 알 수 있

다. 이러한 미세진동을 줄이기 위하여 stickc 을 추가 

하였으며 그 결과 Fig. 4(b)와 같이 상대적으로 안

정된 결과를 얻을 수 있었다. Fig. 4(b)를 보면 기존

의 근사화된 마찰모델보다 제안된 마찰모델을 이용

했을 경우, 점착 구간이 더 넓어지는 것을 확인할 

수 있다. 
Fig. 5는 제안된 마찰모델의 파라미터 lime 와 

stickζ 의 변화에 따른 결과를 나타낸 것이다. Fig. 5
에서 보면 알 수 있듯이 lime 의 변화가 결과에 미치

는 영향은 미미하지만 stickζ 의 변화가 결과에 미치

는 영향은 상대적으로 큰 것을 알 수 있다. 따라서 

적절한 감쇠비를 정의하는 과정이 반드시 필요하다. 

만약 감쇠비가 작을 경우 stickk 에 의해 발생하는 미

세진동을 잡을 수 없기 때문에 해석 결과가 불안정

하며 너무 클 경우 역시 결과가 불안정한 것을 여

러 예제를 수행함으로써 확인하였다. 여러 예제를 

통하여 경험적으로 1=stickζ (임계감쇠비)을 사용하

는 것이 가장 안정한 결과를 주는 것을 확인하였고 

따라서 이 논문에서 수행한 해석에는 모두 1=stickζ

을 사용하였다.

 

(a)                     (b)

Fig. 4 Simulation results using friction model (a) 
without damping and (b) with damping
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(a)

(b)

Fig. 5 Simulation results for each parameter

Fig. 6 A mass on inclined surface
 

3.2 경사면에 놓인 물체

Fig. 6은 경사각 θ 를 갖는 경사면에 질량 m인 

물체가 놓인 시스템이다. m=10 kh, θ =10˚가 해석

에 사용되었고 초기속도 v0는 0.0 m/s, 0.5 m/s의 두 

가지 경우가 사용되었다. 해석에 사용된 마찰모델

은 근사화된 마찰모델과 제안된 마찰모델로써 각각

의 마찰모델 파라미터는 앞의 마찰진동자 예제에서 

(a)

(b)

Fig. 7 Simulation results for (a) v0=0(m/s) and (b) 
v0=0.5(m/s)

사용된 것과 같은 Table 2의 값을 사용하였다. 해석

에 사용된 정마찰계수와 동마찰계수 모두 tanθ 보다 

크기 때문에 물체는 최종적으로 항상 점착 상태가 

되어야 한다. Fig. 7은 v0=0.0 m/s 그리고 v0=0.5 m/s 
두 가지 경우에 대한 해석 결과이다. 두 경우 모두 

근사화된 쿨롱 마찰모델을 이용한 경우 일정속도로 

미끄러지고 있는 것을 알 수 있다. 하지만 제안된 

마찰모델을 이용한 경우 점착이 구현된 것을 확인

할 수 있다. 하지만 제안된 마찰모델은 해결해야 할 

문제점이 있는데, 그 문제점은 Fig. 6과 같이 점착이 

계속 유지되고 있는 시스템을 해석하는 경우 발생

한다. 마찰진동자의 경우 점착이 발생하는 시간이 

짧기 때문에 문제가 없지만 Fig. 6과 같이 점착 상

태가 계속 유지되는 경우, 점착 상태에서 stickk 에 의

해 Fig. 8과 같은 고주파 진동현상이 발생하여 해석

시간이 오래 걸리는 문제점이 있다. 이는 stickk 이 굉

장히 큰 값을 가지기 때문에 발생하는 현상으로써 

향후 문제점 해결을 위한 연구가 수행되어야 한다.
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Fig. 8 Vibration at stick state
 

4. 제안된 마찰모델의 정확성 검증

제안된 마찰모델의 정확성을 검증하기 위하여 참

고문헌 (6)에 있는 실험결과를 제안된 모델을 이용

한 해석결과와 비교하였다. 참고문헌 (6)에서 사용된 

실험장치는 Fig. 9와 같다. Fig. 9의 실험 장치는 

Fig. 3의 마찰진동자를 실험 장치로 꾸민 것 이다. 
Fig.  9의 실험 장치에 설치된 회전펜듈럼이 마찰진

동자의 질량의 역할을 하고 이 회전펜듈럼은 두 개

의 공기베어링으로 지지되어있다. 회전펜듈럼 맞은

편에는 회전하는 디스크가 있으며 이것이 마찰진동

자의 벨트 역할을 한다. 회전펜듈럼에는 원통형 마

찰체가 고정되어 있으며 이것이 회전하는 디스크가 

접촉하여 발생하는 마찰력을 회전펜듈럼에 전달한

다. 회전펜듈럼의 끝에는 스프링이 연결되어 있다. 
참고문헌 (6)에서 수행된 실험 중 외부 가진이 없는 

경우, 외부 가진이 있는 경우 두 개의 가진 주파수

에 대한 실험결과와 해석결과를 비교하였다. 각각의 

경우마다 참고문헌 (6)에서는 실험 장치에 대응되는 

마찰진동자의 제원을 환산하여 제공하고 있어서 환

산된 제원을 이용하여 해석을 수행하고 결과를 비

교하였다. 해석에 사용된 마찰모델은 근사화된 쿨롱 

마찰모델과 제안된 마찰모델로써 해석을 수행한 세 

경우 모두 동일한 파라미터를 이용하였다. 근사화된 

쿨롱마찰모델 파라미터는 vs=0.1(mm/s)를 사용하였

고 dv 는 튜닝을 통하여 실험결과와 가장 근접한 값

을 도출하였다. 그리고 제안된 마찰모델의 파라미터

는 vs=0.1 mm/s, elim=5(μm), stickζ =1.0이 사용되었

고 a는 튜닝을 통하여 구한 값인 a=1025이 사용되

었다.

Table 3 Equivalent properties of friction oscillator
(without external excitation) 

Parameter Value Parameter Value

m(kg) 6.08 k(N/m) 3956

c(Ns/m) 0.768 N(N) 13.0

u0(mm) 0.0 (Ω(rad/s) 0.0

sμ 0.8 kμ 0.46

vb(mm/s) 5 - -

Table 4 Equivalent properties of friction oscillator 
(with external excitation) 

Parameter Value Parameter Value

m (kg) 5.632 k(N/m) 5610
c(Ns/m) 0.768 N(N) 14.0
u0(mm) 0.5 (Ω(rad/s) 13.8, 18.7

sμ 0.8 kμ 0.55
vb(mm/s) 1.0 - -

Fig. 9 Experimental set of friction oscillator

첫 번째 경우로 외부 가진이 존재하지 않고 벨트

만 움직이는 경우이다. 실험장치로부터 환산된 마찰

진동자의 제원은 Table 3과 같다.
Fig. 10은 실험결과와 근사화된 쿨롱 마찰모델을 

이용한 그리고 제안된 마찰모델을 이용한 해석결과

를 각각 나타낸 것이다. Fig. 10을 보면 제안된 마

찰모델을 이용했을 경우 실험결과와 거의 비슷함을 

알 수 있다. 그리고 근사화된 마찰모델을 이용했을 

경우 vd=10 mm/s일 때 실험결과와 가장 비슷한 결

과를 주는 것을 확인하였다.
두 번째, 세 번째 경우는 외부 가진이 존재하면

서 벨트도 역시 움직이는 경우이다. 외부 가진이 존

재하는 경우 실험장치로부터 환산된 마찰진동자의 

제원은 두 경우 모두 Table 4와 같고 가진주파수만  
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(a)

(b)

Fig. 10 (a) Experimental result and (b) simulation 
results(approximated: dashed, proposed: sol-
id) without external excitation(Ω=0.0 rad/s) 

(a)

(b)

Fig. 11 (a) Experimental result and (b) simulation 
results(approximated: dashed, proposed: sol-
id) with external excitation(Ω=13.8 rad/s)

각각 13.8 rad/s, 18.7 rad/s로 다르게 수행되었다.
Fig. 11과 Fig. 12는 각각의 가진주파수에 대한 

(a)

 

(b)

Fig. 12 (a) Experimental result and (b) simulation 
results(approximated: dashed, proposed: solid) 
with external excitation(Ω=18.8 rad/s)

실험 및 해석결과이다. Fig. 11과 Fig. 12를 보면 제

안된 마찰모델을 이용했을 경우 첫 번째 경우와 같

이 실험결과와 거의 비슷함을 알 수 있다. 그리고 

근사화된 쿨롱 마찰모델을 이용했을 때, 가진주파수 

Ω= 13.8 rad/s인 경우 vd=25 mm/s일 때, 가진주파

수 Ω=18.7 rad/s인 경우 vd=15 mm/s일 때 각각 실

험결과와 가장 비슷한 결과를 주는 것을 확인하였

다. Figs. 10~12에서 알 수 있듯이 제안된 마찰모델

의 경우 동일한 마찰모델 파라미터를 이용하여도 

세 경우의 실험결과와 모두 비슷한 결과를 얻을 수 

있었지만 근사화된 마찰 모델의 경우 각각의 경우

마다 실험결과와 비슷한 결과를 얻기 위해서 사용

된 vd값이 모두 달랐다. 이것은 제안된 마찰모델이 

점착을 구현할 수 있을 뿐만 아니라 마찰 현상을 

보다 더 정확하고 일반적으로 표현할 수 있다는 것

을 뜻한다.

5. 결  론

이 논문에서는 점착을 구현하기 위한 마찰 모델

을 제안하였다. 제안된 마찰모델의 점착상태 마찰모

델은 mass-spring-damper 시스템으로 모델링되었고 
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미끄러지는 영역의 마찰모델은 지수함수의 형태로 

모델링되었다. 수치 예제를 통하여 제안된 마찰 모

델이 점착을 구현할 수 있음을 확인하였다. 제안된 

마찰모델의 주요 파라미터로는 탄성변형한계와 감

쇠비가 있으며 탄성변형한계의 경우 결과에 미치는 

영향이 미미하기 때문에 적절한 값을 사용하면 되

지만 너무 작은 값을 사용하게 되면 적분시간이 길

어지고 해석이 불안정해질 수 있다. 점착 감쇠비의 

경우 결과에 미치는 영향이 크기 때문에 적절한 감

쇠비를 결정해야 하는 문제점이 있지만 일반적인 

경우 임계감쇠비( stickζ =1)를 사용하는 것이 좋음을 

경험적으로 알 수 있었다. 제안된 마찰모델의 정확

성을 실험결과와 비교하여 검증하였고 상용 동역학

해석 코드에서 사용되는 근사화된 쿨롱 마찰모델에 

비해 제안된 마찰모델이 정확하면서 보다 일반적으

로 마찰현상을 표현할 수 있음을 확인하였다.
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