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Abstract 

In spite of progress in predicting ductile failure, the development of a macroscopic yield criterion to describe damage 

evolution in HCP (hexagonal close-packed) materials remains a challenge. HCP materials display strength differential effects 

(i.e., different behavior in tension versus compression) in their plastic response due to twinning. Cazacu and Stewart(2009) 

developed an analytical yield criterion for porous material containing randomly distributed spherical voids in an isotropic, 

incompressible matrix that shows tension-compression asymmetry. The goal of the calculations in this paper is to investigate 

the effect of the tension-compression asymmetry on necking induced by void nucleation, evolution and consolidation. In 

order to investigate the effect of the tension-compression asymmetry of the matrix on necking and fracture initiation, three 

isotropic materials A, B, and C were examined with different ratios of tension-compression asymmetry. The various types of 

material had BCC, FCC, and HCP crystal structures, respectively. The ratio between tension and compression in plastic flow 

significantly influences the fracture shape produced by damage propagation as well as affecting the localized neck. 
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1. 서 론 

 

탄소성 재료의 연성 손상(ductile failure)의 물리

적 과정은 미시적으로 잘 설명되고 있지만 유한

요소 해석 상에서 이러한 국부 네킹과 파단을 묘

사하는 방법은 특정 소재에만 제한적으로 적용되

고 있다. 잘 알려진 바와 같이 연성파괴는 미세 

공극의 생성(nucleation), 성장(growth), 그리고 합체

(coalescence)의 과정을 거치면서 발생된다고 알려

져 있다. 일반적으로 미시적인 물리적 효과를 고

려하기 위하여 연속체 손상 역학에서는 공극의 

생성과 성장에 따른 강성 연화 현상을 가정하여 

일정  부피 내부의 미세균열 및  공극  등에 의한 

손상(damage) 변수를 도입하고 이를 재료의 강성

에 직접 보정하여 물리적인 손상을 묘사하고 있

다. 대표적인 파단 예측 모델로는 Gurson[5]이 제

안한 항복함수가 있으며, 이는 von Mises 항복함수

로 표현되는 모재(matrix) 내부에 구형 또는 원기둥 

형태의 공극이 무작위로 분포되어 있다고 가정한 

뒤 소성 변형에 의한 항복을 예측한다. Tvergaard[6]

와 Tvergaard and Needleman[7]은 Gurson 모델을 확

장하여 공극 성장과 국부 변형 예측에 적합한 개

선된 GTN(Gurson-Tvergaard-Needleman)모델을 제안

하였다. Liao[8] 등은 Gurson 모델을 기반 으로 Hill

의 이방성항복함수를 적용하였으며, Gologanu[9] 

등은 공극의 성장과정에서 공극의 형상 변화를
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고려하기 위하여 타원형 공극을 포함하는 근사 

항복함수를 제안하였다. 

연성 손상 및 파괴를 예측하기 위한 다양한 시

도에도 불구하고 Mg 합금과 같이 인장-압축의 소

성 비대칭성을 갖는 소재의 손상 항복함수에 대

한 연구는 미흡한 실정이다. 본 논문에서는 기 제

안된 Cazacu and Stewart[1]의 공극 성장 항복함수

를 도입하여 소성 비대칭을 포함하는 다양한 합

금의 환봉형 인장시험을 해석하고 재료의 물성에 

따른 국부적인 네킹 변형모드 및 공극 성장에 따

른 컵-콘 파단(cup-cone fracture) 형상 등을 예측하

여 보고자 한다. 

 

2. 공극성장 항복함수(Cazacu and Stewart 

criterion) 

 

Cazacu and Stewart [1]는 인장-압축 소성 비대칭

성을 갖는 모재(matrix) 내부에 구형 타입의 공극

이 무작위로 분포되어 있다고 가정하는 등방성 

공극성장 모델을 개발하였으며, 여기서 모재의 거

동은 Cazacu et al. [2]에 의하여 제안된 등방성 항

복함수를 따르게 된다. Cazacu and Stewart [1] 공극 

성장 모델의 기본 형태는 다음과 같다. 
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여기서 f 는 공극의 부피 비율을 나타내며, 
21 ,  

3 는 코시 응력의 편차 주응력, IP  , P

는 압력, IP :3/1  , 그리고 여기서 I 는 2 차 

항등 텐서를 의미한다. 또한, k 는 압축-인장의 

소성 이방성을 표현하는 재료 상수로서 모재의 

인장 항복응력
Tσ 와 압축 항복응력

Cσ 를 이용하여 

식(2)와 같이 정의된다. 
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식(2)에서 
CT / 는 2/2/1 CT  의 범위를 

가지며, 식(1)에서의 재료 상수 m 은 다음과 같이 

기술할 수 있다. 

               (3) 

 

또한, 식(1)에서의 변수 
sz 는 압력의 부호에 따라 

다음과 같이 표현된다. 
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모재의 소성 비대칭성이 없을 경우(
CT σσ  ), 

항복함수의 계수 1zs   이 되며 m= 2/3 , 그리고 

식 (1)은 Gurson (1977)의 항복함수로 변환된다. 또

한, 공극 분율, f, 가 0으로 수렴하면 Cazacu and 

Stewart (2009) 항복함수는 Cazacu et al. (2006)의 등

방성 항복함수로 변환된다. Cazacu and Stewart 

(2009) 공극성장 항복함수는 GTN 모델에서 적용

한 방법과 같이 추가적인 피팅 파라미터, iq , i 

=1…3을 도입하여 모델의 정확도를 향상시켰다.  
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식(9)에서  는 모재의 유효응력을 나타내며, 유

효응력의 경화는 식 (6)과 같이 power-law 로 표현

되는 유효소성 변형률에 따라 영향을 받게 된다. 

             
 np

TT εE/σ/σσ 
              

(6) 

모재에 분포하는 공극 분율의 발전(evolution)은 식

(7)과 같이 기존 공극의 성장과 새로 생성된 공극

에 의하여 구성된다. 

     

   
nucleationgrowth fff  
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공극의 성장과 생성 속도는 다음과 같이 표현될 

수 있다. 
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여기서, p
D 는 소성 변형률의 증분을 나타내며 

Nf 는 생성되는 공극의 부피비를 나타낸다. 공극

의 분율은 정규분포(Chu and Needleman, 1980)를 따

르게 되며 N 는 평균 변형률, Ns 는 표준편차를 

의미한다. 모재의 미시적 관점에서 발생되는 소성

일이 거시적 관점에서와 동일하게 발생한다고 가

정하면 미시적 유효소성 변형률의 증분은 다음과 

같이 표현될 수 있다. 
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3. 공극성장 모델을 이용한 인장시험 해석  

 

본 장에서는 모재의 인장-압축의 소성 이방성

이 존재하는 환봉형 인장시편을 이용하여 단순 

인장해석을 수행하고 변형 중에 발생하는 네킹과 

파단 거동에 대하여 관찰하였다. 본 연구에서는 

공극의 확장 및 발전이 인장-압축 강도 차이를 

갖는 모재의 변형거동에 어떠한 영향을 미치는지

에 관하여 살펴보고자 하므로 실제 네킹 이후에 

발생되는 소재의 파단 현상은 해석하지 않는다. 

해석에 사용된 모델은 총 길이 40L2 0  mm 와 반

경 5R 0  mm 를 갖는 환봉을 이용하였으며 축대

칭(axisymmetry) 1/2 모델링을 적용하여 해석 하였다. 

변형 중에 환봉형 인장 시편의 중심 부분에 네킹을 

유도하기 위하여 Tvergaard and Needleman [7]과 같이 

다음과 같은 기하학적 불균일성을 부과하였다. 
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FEM 모델링은 Fig. 1 과 같이 총 2925 개의 4 절점 

축대칭(CAX4R)요소를 이용하였으며 네킹이 유도

되는 시편의 중간 부분은 격자사이즈 0.02mm 의 

세분화된 요소를 적용하여 해석의 정밀도를 높이

고자 하였다. 일반적으로 BCC, FCC 격자 구조를 

갖는 철계, 알루미늄 계열의 합금들은 인장과 압

축의 유동응력이 거의 일치하는데 반하여, HCP 구

조를 갖는 Mg, Ti 합금들은 인장-압축의 소성 비

대칭성을 보인다. 대표적인 Mg 합금인 AZ31 판재

의 경우, 인장 변형에서의 유동응력 곡선이 위로 

볼록한 형태(변형 경화율이 감소)를 보이는데 반

하여 압축 변형 시에는 쌍정의 발생으로 인하여 

아래로 볼록한 형태(변형 경화율이 증가)의 유동

응력 곡선을 보이게 된다. 따라서 초기 변형률 영

역에서는 인장 유동응력이 압축 유동응력보다 크

지만 변형률이 증가함에 따라 압축 유동응력이 

커지게 된다. 따라서 이러한 인장시편 모재의 다

양한 재료특성에 따른 네킹 및 변형거동 효과를 

세분화하기 위하여 다음과 같이 세 가지 등방성 

재료를 가정하였다. 단, 세 경우의 재료에 대하여 

인장 강도는 모두 같은 값을 갖도록 설정하였다. 

(a) Material A, 인장, 압축 유동응력이 일치하는 

재료 (
CT  or k = 0) 

(b) Material B, 인장 유동응력이 압축 유동응력보

다 큰 재료 (k = 0.9 or 411.1/ CT  ) 

(c) Material C, 인장 유동응력이 압축 유동응력보

다 작은 재료(k = -0.9 or 709.0/ CT  )  

해석 결과의 비교를 위하여 재료 경화는 

Tvergaard and Needleman[7]에서 제시된 상수, 

1.0n   and 0033.0ET  를 식(6)에 대입하여 해

석하였다. 또한, 공극발전 및 분포를 위한 재료 

상수로서 04.0fN  , 3.0N  , 1.0sN  (식(8))을 적

용하였으며, 식(5)의 피팅 계수 
1q ,

2q ,
3q 는 각각 

1.5, 1.0, 2.25를 적용하였다. 해석 상에서 재료의 

미시적 크랙이 발생하는 시점을 공극의 분율이 

15%( 15.0fC  )에 도달하였을 때로 가정하여 이 

시점에 도달하면 해석이 멈추도록 설정하였다. 

  구성된 UMAT 을 검증하기 위하여 ABAQUS 에 

내장되어 있는 GTN 모델을 이용하여 Material A 

(
CT  or k = 0)에 대하여 해석 결과를 비교하였

다. Cazacu and Stewart[1] 모델의 경우, 인장과 압축

의 소성 비대칭성이 없는(
CT  ) 재료에 대하여 

k = 0 으로 계산되면서 GTN 모델로 변환된다. Fig. 

2 는 변형이 집중되는 인장시편 중간 단면에 분포

하는 공극 분율을 비교한 결과이며, ABAQUS 에 

내장되어 있는 GTN 모델과 비교하여 최대 1.4% 

(Fig. 3)의 오차를 보이는 것으로 관찰되어 UMAT

을 통하여 구성된 Cazacu and Stewart[1] 모델이 성

공적으로 적용된 것으로 판단된다. 

  

Fig. 1 Comparison of tensile and compressive flow 

curves 

     

         (a)                 (b) 

Fig. 2 Distribution of void volume fraction at a tensile 

displacement of 3.5 mm ( 175.0alminNo  ) for 

Material A (k = 0 or 1/ CT  ): (a) ABAQUS 

GTN model; (b) ABAQUS UMAT 
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Fig. 4 는 인장시편에 일정한 변형률이 부과되었

을 때( 175.0alminNo  ), 모재의 종류에 따라 분포되

는 공극의 분율을 비교한 그림이다. 초기 부과된 

인장 시편 중심부의 기하학적 불균일 조건에 따

라 변형이 중심부에 집중되고 있으며 최대 공극

률 분포의 형태는 중심부 안쪽으로부터 타원형

(penny-shape)을 이루고 있다. Material B 의 경우, 

변형률 증가에 따른 공극의 증가가 가장 빨리 일

어나고 있으며, 인장시편 중심부의 단면 감소로 

인하여 일정한 변형률 상태에서 직경이 가장 작

은 것으로 관찰되었다(Fig. 5).  
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Fig. 3 Comparison of void growth behavior at the 

center of the specimen for Material A (k = 0 or 

1/ CT  ) obtained with the UMAT and 

built-in GTN model 

 

(a)            (b)             (c) 

Fig. 4 Effect of the tension-compression asymmetry of 

the matrix on damage at the center of the 

specimen after an applied tensile displacement 

of 3.5 mm ( 175.0alminNo  ): (a) Material A; (b) 

Material B; (c) Material C 

세 경우의 모재 소재 중에서 Material B 의 경우

가 가장 작은 압축 강도를 갖고 있으므로 반경방

향으로 수축되는 변형에 의하여 가장 먼저 소성 

변형이 발생하게 되며 이에 따라 공극 분율이 다

른 두 소재에 비하여 급격하게 증가하는 것으로 

판단된다. 다음으로 모재의 종류에 따른 변형거동 

및 파단 형상을 관찰하기 위하여 임계 공극 분율

(critical void volume fraction)인 fC=0.15 에 도달할 때

까지 변형률을 계속적으로 부과하였다. Material A, 

B and C 의 모재에 대하여 각각 3.76, 3.5, 그리고 

4.134( 206.0alminNo  )mm 가 부과되었을 때(Fig. 6) 

인장시편은 임계 공극 분율에 도달하여 파단이 

시작된다고 볼 수 있다. 
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Fig. 5 Effect of the tension-compression asymmetry of 

the matrix on void growth behavior at a tensile 

displacement of 3.5 mm along the mid-plane in 

bars 

 
 

Fig. 6 Distribution of void volume fraction at crack 

initiation: (a) Material A; (b) Material B; (c) 

Material C 
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즉, Material C 가 인장시편의 모재로 사용되었

을 경우, 파단이 시작되기 전까지 더 큰 변형률

과 하중을 지지할 수 있는 것으로 판단된다. Fig. 

7 은 변형률 증가에 따른 응력의 분포를 도시한 

Fig. 7 을 살펴보면, 세 경우에 대하여 모두 응력

이 증가하는 속도는 비슷하게 관찰되지만 공극

의 합체(coalescence)에 따른 응력의 연화

(softening) 속도는 압축-인장의 강도 편차에 의하

여 다르게 나타나고 있다. Material C 의 경우에는 

응력 연화의 시점이 늦춰지는 반면, Material B 의 

경우에는 가장 낮은 변형률에서 응력 연화가 시

작되고 있다. 

변형이 진행됨에 따라 세 경우의 모재에 대하

여 최대 공극 분율의 발생이 시편의 중심부에서 

나타나는 반면, Material C의 경우 Fig. 8에서와 같

이 최대 공극 분율 지점이 반경방향으로 X = 0에

서 X = 0.942mm 로 옮겨가고 있다. 이러한 최대 

공극 분율 발생의 위치를 관찰하기 위하여 인장 

시편에 부과되는 변형률의 크기에 따른 공극 분

율의 분포를 도시하였다. Fig. 9 는 인장시편에 부

과된 변형률의 크기에 따라 발생되는 최대 공극 

분율의 위치를 나타내고 있으며, 변형률 0.2 이

상이 부과되는 시점부터 최대 발생 지점이 중심

에서 반경 방향으로 옮겨가는 것을 확인할 수 

있다. 따라서, Material C 를 모재로 적용한 인장 

시편의 경우, 일반적으로 관찰되는 컵-콘 파단 

형상과는 다르게 불균일한 파단면 혹은 컵-콘 크

기가 상대적으로 큰 파단면을 얻게 된다고 예측

할 수 있다. 
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Fig. 7 Comparison of overall nominal strain ( 0l/u )-

stress (  2

0R/F  ) curves for material A, B, and 

C 
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Fig. 8 Distribution of void volume fraction at crack 

initiation along the mid-plane in bars with 

material A (k = 0 or 1/ CT  ), material B 

(k = 0.9 or 411.1/ CT  ), and material C (k 

= -0.9 or 709.0/ CT  ) 
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            (c)                    (d) 

Fig. 9 Distribution of void volume fraction with 

respect to tensile displacement (Material C):  

(a) d=4(mm); (b) d=4.053(mm); (c) d=4.083 

(mm); (d) d=4.134(mm) 
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4. 결 론 

 

본 논문에서는 Mg 합금과 같이 인장-압축의 소

성 비대칭성을 갖는 재료를 가정하여 인장 시험

을 수행하고, 모재의 인장-압축 소성 비대칭성에 

따른 국부 변형 및 네킹현상을 해석하였다. Cazacu 

and Stewart[1]의 공극성장 항복함수를 UMAT을 이

용하여 ABAQUS에 도입한 뒤, 환봉형 시편을 모

델링하여 인장시험을 수행하였다. 인장-압축의 비

대칭성에 따라 세 가지 모재를 가정하고 이에 따

른 변형형상 및 공극 성장을 관찰하였다. Material 

C와 같이 압축 강도가 인장 강도에 비하여 큰 소

재가 모재로 사용되었을 경우, 파단이 시작되기 

전까지 더 큰 변형률과 하중을 지지할 수 있는 

것으로 관찰되었으며 파단 단면 역시 일반적인 

컵-콘 파단 형상보다 불균일한 파단형상을 갖는 

것으로 관찰되었다. 
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