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Abstract
Evidence framework enables us to determine the tuning constant in a penalized likelihood formula. We apply

the framework to the estimating parameters of normal mixtures. Evidence, which is a solely data-dependent
measure, can be evaluated by Laplace approximation. According to a synthetic data simulation, we found that
the proper values of the tuning constant can be systematically obtained.
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1. 서론

확률분포 추정을 위하여 벌점가능도를 최대화하는 방법은 Good (1971)이 처음으로 제안하였다.
Good이제안한벌점가능도는다음과같은형태이다.

n∑
i=1

log f (xi) − λJ( f ). (1.1)

식 (1.1)에서첫번째항은로그우도함수이며,두번째항은벌점항으로서추정되는함수가특정한성질
을가지면로그우도함수의값이작아지도록만드는역할을한다. Good과 Gaskins (1971)는추정된함
수의모양이부드럽게되도록벌점항(roughness penalty)을부여하였다. 벌점항은다른목적을위해사
용될수도있는데, Ahn과 Baik (2011)은정규혼합분포의추정에서필요없는성분을제거하기위한목
적으로사용하여성과가있음을보였다.

Good과 Gaskins의경우에 λ의값을크게하면추정된함수의모양이더부드럽게되도록할수있
다. 마찬가지로 Ahn과 Baik의경우에는 λ를크게하면더많은성분을없앨수있다. 이와같이 λ의값
에따라추정된확률분포는달라지는데, 그렇다면어떤값의 λ를사용하는것이올바른지에대한논의
가필요할것이다. Eggermont와 LaRiccia (2001)에따르면조절상수를선택하기위하여전통적으로사
용되는방법은추정된분포와실제분포의차이(L1 혹은 L2의관점에서)를최소화하는원칙을사용한
다. 그러나이러한방법은실제분포를알아야한다는문제가있으며,또그렇게하여찾은조절상수가
다른데이터에도사용된다는보장이없으므로현실적으로적용하기가어렵다.
한편 MacKay (1992)는 베이지안의관점에서조절상수혹은모형상수를결정하는방법이있음을

설명하였다. MacKay의방법은앞에서의전통적인방법과는달리증거체계(evidence framework)를바
탕으로하여순전히데이터의관점에서조절상수를결정하게한다. 이는 ‘가장좋은모형은데이터를
가장잘설명하는모형’이라는모형선택(model selection)의관점에서조절상수를선택하는방법이다.
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그러므로실제분포를알필요가없으며, 또데이터에따라적절한조절상수의값을찾을수있다는장
점이있다.
본논문에서는 MacKay가설명한방법을 Ahn과 Baik이정규혼합분포의추정을위하여사용한벌

점가능도에서 조절상수를 결정하는 데에 적용해 볼 것이다. 이를 위하여 2절에서는 증거체계와 증
거(evidence)를 계산하는 데 사용되는 라플라스 근사(Laplace approximation)를 설명하고, 3절에서는
Ahn과 Baik의모형과그모형에서의벌점가능도에서증거를계산하는과정을설명한다. 그리고 4절
에서는모의실험을설명하고 5절에서전체내용을요약하도록한다.

2. 증거와라플라스근사

MacKay에 따르면, 특정 모형(Hi)이 사실이라고 가정하고 데이터(D)가 주어졌을 때 모형의 모
수(w)를추정하는경우에베이즈규칙에의하여모수 w에대한사후확률은다음과같다.

P(w|D,Hi) =
P(D|w,Hi)P(w|Hi)

P(D|Hi)
. (2.1)

식 (2.1)의의미는다음과같다.

사후확률 =
우도 ×사전분포

증거
.

정규화상수인 P(D|Hi)는 w를추정하는단계에서는종종무시되지만,모형선택의관점에서는매우중
요하며, 그것을 Hi에대한증거(evidence)라고부른다. 이제데이터가주어졌을때어떠한모형이그
데이터에가장적합한것인지를추론하는과정을보자. 각모형의사후확률은다음과같다.

P(Hi|D) ∝ P(D|Hi)P(Hi). (2.2)

데이터와관련한항인 P(D|Hi)는 Hi에대한증거이며,이것은식 (2.1)에서정규화상수에해당하는것
이었다. 다른모형에대한사전증거(P(Hi))가서로다르지않다면,모형에대한선호도는증거를계산
하여판단할수있을것이다. 증거는다음의적분으로정의되는데, 모수 w를적분해서없애므로증거
를한계우도(marginal likelihood)라고도부른다.

P(D|Hi) =
∫

P(D|w,Hi)P(w|Hi)dw. (2.3)

식 (2.3)의적분은일반적으로가능하지않으므로근사법을사용하여계산하며,그중에서많이사용하
는방법이라플라스근사(가우스근사라고도부른다)이다. Chickering과 Heckerman (1997)이사용한
라플라스근사를지금까지사용한기호로요약해보겠다. 식 (2.3)의피적분함수에로그를취한것을
g(w)라고하면다음과같다.

g(w) ≡ log [P(D|w,Hi)P(w|Hi)] . (2.4)

또식 (2.4)을최대화하는 w의값을 w̃라고하고, g(w)를 w̃주위에서테일러전개하면다음과같다.

g(w) ≈ g(w̃) − 1
2

(w − w̃)T A (w − w̃) .

단, A = −∇∇g(w)|w=w̃. 그러면식 (2.3)의피적분함수는다음과같다.

P(D|w,Hi)P(w|Hi) = exp
[
g(w)

] ≈ exp
[
g (w̃) − 1

2
(w − w̃)T A (w − w̃)

]
.



Choosing the Tuning Constant by Laplace Approximation 599

그러므로증거는다음과같이가우스함수의특성을사용하여근사치로계산할수있다.

P(D|Hi) =
∫

P(D|w,Hi)P(w|Hi)dw

≈
∫

exp
[
g (w̃) − 1

2
(w − w̃)T A (w − w̃)

]
dw

= exp
[
g(w̃)

] ∫
exp

[
−1

2
(w − w̃)T A (w − w̃)

]
dw

= exp
[
g(w̃)

] • (2π)
d
2

|A| 12

∫ |A| 12
(2π)

d
2

exp
[
−1

2
(w − w̃)T A(w − w̃)

]
dw

= exp
[
g(w̃)

] • (2π)
d
2

|A| 12
.

위의근사식에다시로그를취하면다음과같다.

log P(D|Hi) ≈ log
[
g(w̃)

]
+

d
2

log(2π) − 1
2

log |A|

= log P(D|w̃,Hi) + log P(w̃|Hi) +
d
2

log(2π) − 1
2

log |A|. (2.5)

식 (2.5)가증거의로그값을라플라스근사를통하여계산하는식이다. 그런데이값을계산하기위해
서는 A(즉, g(w)의 w̃에서의헤시안의부호를바꾼것)을계산해야하며, 이것을근사계산하는방법은
다음절에서설명하도록한다.

3. 벌점가능도와모형상수의결정

Ahn과 Baik (2011)은 정규혼합모형에서 성분의 수를 결정하기 위하여 벌점가능도를 사용하였는
데,그모형에서로그벌점가능도는다음과같다.

n∑
i=1

g∑
j=1

zi j log π jΦ[xi; µ j,Σ j] + λn
g∑

j=1

(α − 1) log π j. (3.1)

식 (3.1)의첫번째항이정규혼합모형에서잠재변수(zi j)를포함한로그우도함수이며,두번째항이벌
점항에해당한다. 여기서의벌점항은혼합비율(π j)에대한것이며 g개의혼합비율중에서임의의혼합
비율이 0에가까워지면벌점항의값이커지도록구성되었다. Ahn과 Baik은식 (3.1)을최대화함으로
써불필요한혼합비율을 0으로하여모형에서탈락시키도록하였다. 식 (3.1)에서조율상수는 λ이며
이값이커지면더많은혼합비율을 0으로만드는효과가있다. 한편식 (3.1)에서또하나의상수 α가
있는데이것은 0에서 1사이의값으로그역할이 λ와비슷하며그값이 0에가까울수록벌점항의값이
커진다. 그러므로 α도조율상수라고보고그값을증거체계를사용하여결정할수도있을것이다. 그
러나 λ만으로도벌점항의목적을달성할수있으므로, 본연구에서는 α를 0.01로주어진것으로하였
다.
이제식 (3.1)을증거의로그값에해당하는식 (2.5)에대입을해보자. 식 (3.1)은식 (2.4)에서정의

한 g(w)와같은의미이므로식 (3.1)을이용한증거의로그값은다음과같다.

log(증거) = log P(D|Hi)
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= log P(D|w̃,Hi) + log P(w̃|Hi) +
d
2

log(2π) − 1
2

log |A|

=

n∑
i=1

g∑
j=1

ẑi j log π̃ jΦ
[
xi;µ̃ j, Σ̃ j

]
+ λn

g∑
j=1

(α − 1) log π̃ j +
d
2

log(2π) − 1
2

log |A|. (3.2)

식 (3.2)에서 d는추정된모수의수이고,행렬 A는다음을의미한다.

A = −∇∇


n∑

i=1

g∑
j=1

zi j log π jΦ
[
xi;µ j,Σ j

]
+ λn

g∑
j=1

(α − 1) log π j


∣∣∣∣∣∣∣∣
w=w̃

.

행렬 A는다차원이될수록그리고성분의수가늘어날수록커지므로일반적으로계산이매우어렵다.
그러므로본논문에서는큰표본을가정하고 Raftery (1995)가사용한방법으로근사계산을하기로한
다. Raftery에따르면 |A| ≈ nd |i|이다. i는단일관측치에대한피셔정보행렬의기대값을의미한다. 이
근사식을식 (3.2)에대입한뒤, 피셔정보행렬의기대값의행렬식은 O(1)에해당하므로생략하고정리
하면다음과같다.

n∑
i=1

g∑
j=1

ẑi j log π̃ jΦ
[
xi;µ̃ j, Σ̃ j

]
+ λn

g∑
j=1

(α − 1) log π̃ j +
d
2

log(2π) − d
2

log(n). (3.3)

이제주어진데이터에대하여서로다른 λ를사용하여모형을추정한뒤에식 (3.3)을사용하여각모형
에대한증거의로그값을계산할수있다. 이값을가장크게하는 λ가적절한값이며그때의모형이주
어진데이터에가장잘적합되는모형이라할수있다.

4. 모의실험

앞절에서설명한방법으로최적의조율상수를결정하는것을보이기위하여두개의분포에대하

여모의실험을해보았다.

4.1. 일변량정규혼합분포

이분포는 Marron과 Wand (1992)에제시된분포중의하나로서 ‘Skewed unimodal’이라는이름을
가지고있으며다음과같이정의된다.

1
5

N(0, 1) +
1
5

N

1
2
,

(
2
3

)2 + 3
5

N

13
12
,

(
5
9

)2 .
분포의모양과성분의구조를그리면 Figure 1과같다.

Figure 1에서보듯이분포는왼쪽으로늘어져있으며혼합비율이큰성분한개와작은성분두개로
이루어져있다. 분포는단봉분포이며그림으로볼때성분은잘분리되어있지않다. 이분포로부터크
기가 3000인표본을생성하여서로다른 λ의값에대하여벌점가능도를최대화하여분포를추정하고
각각의경우에식 (3.3)의값을계산한결과가 Figure 2이다.

Figure 2에서 x축은조율상수(λ)의값이며값은 0.00001에서 0.001까지증가하고있으며, y축은우
도혹은증거의값으로서그림에서실선은증거를점선은우도를나타내고있다. Figure 2에서보듯이
조율상수의값이증가함에따라우도는전반적으로감소하고있지만증거의값은증가와감소를반복

하고있으며특정한 λ(0.00027)의값에서최대값을가진다. Figure 2에서증거를나타내는선이급격하
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Figure 1: True distribution
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Figure 2: Evidence and likelihood

게상승하는곳이두곳이있는데, 그이유는해당하는조율상수의값에서추정된분포의성분의수가
감소하기때문이다. 이경우는 λ = 0.00005에서성분의수가 5에서 3으로감소하고, λ = 0.00027에서
성분의수가 3에서 2으로감소한다.

증거의값이상승하는 λ의주위에서우도와증거의값, 그리고추정된분포의성분의수를나타낸
것이 Table 1이다. 지금까지의 논의에 따르면 증거를 최대화하는 조율상수의 값이 최적의 값이므로,
그값(λ = 0.00027)을사용하여추정한모형이최적모형이라고할수있을것이다. Table 1에서볼수
있듯이최적모형은성분이두개인모형으로그모형을나타낸것이 Figure 3이다.

그런데, 증거를최대화하는조율상수의값으로추정된모형은실제모형의성분의수와일치하지
않는다. Figure 2와 Table 1을보면추정된모형중에성분의수가 3개인경우도다수가있음을알수
있고,그경우에증거를최대화하는모형은 λ = 0.00005일때이다. 만약우리가성분이 3개가있는모
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Table 1: Selected models according to various tuning constants

tuning constant evidence likelihood number of components
0.00004 −3571.5 −3528.3 5
0.00005 −3553.2 −3528.5 3
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.

0.00026 −3559.9 −3535.3 3
0.00027 −3550.1 −3534.7 2
0.00028 −3550.3 −3534.9 2
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Figure 3: Model selected by maximizing evidence

형이옳다는정보가있었다면 λ = 0.00005를사용하여추정한모형을선택하는것이옳을것이다. 그
렇지만사전에그런정보가없는경우에는실제분포가몇개의성분을가지고있는지알수없으므로
λ = 0.00027을사용하여얻은모형을선택하는것이옳을것이다. 불행하게도이경우는실제분포와
성분의수가같지않지만 ‘Skewed unimodal’분포와같이성분이잘분리되지않는분포에대하여우리
가내릴수있는최선의결과이다. 그럼에도불구하고, Figure 1과 Figure 3을비교했을때두분포의성
분의수는다르지만전체적인모양은크게다르지않음을알수있다. 이것은비슷한모형이있을때단
순한모형을선호한다는 Occam’s razor의원칙을따른다는점에서긍정적이다.

4.2. 이변량정규혼합분포

두번째로사용한분포는 Xu와 Jordan (1996)에서사용한분포로서다음과같이정의된다.
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 ,  3.50 0.75
0.75 0.30

 + 0.335N
 −0.5
−0.5

 ,  2.0 0.2
0.2 0.3

 .
이분포는앞의 ‘Skewed unimodal’분포와는달리성분이상대적으로잘분리되어있으며,모양과성분
의구조를그리면 Figure 4와같다.

Figure 4에서 분포는 세 개의 봉을 가지고 있고 성분은 잘 분리되어 있다. 이 분포로부터 크기가
3000인표본을생성하여서로다른의값에대하여벌점가능도를최대화하여분포를추정하고각각의
경우에식 (3.3)의값을계산한결과가 Figure 5이다.
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Figure 4: True distribution
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Figure 5: Evidence and likelihood

Figure 5에서조율상수(λ)의값은 0.00005에서 0.005까지증가하고있으며, ‘Skewed unimodal’의
경우와비슷하게조율상수의값이증가함에따라우도는전반적으로감소하고있지만증거의값은증

가와감소를반복하고있으며특정한 λ(0.00025)의값에서최대값을가진다. 이경우는 λ = 0.00025에
서성분의수가 5에서 3으로감소한다.

λ = 0.00025의주위에서우도와증거의값, 그리고추정된분포의성분의수를나타낸것이 Table
2이다. Table 2에서볼수있듯이최적모형은성분이세개인모형으로그모형을나타낸것이 Figure
6이다.

‘Skewed unimodal’의경우와는달리, Figure 4와 Figure 6을보면추정된모형과실제모형이성분의
수도같고형태도유사하므로논의의여지가없이잘추정된모형이라고할수있을것이다. 이런결과
를낳은가장큰이유는실제모형이성분이다른성분과잘분리되어있고개별성분도정규분포이기
때문이다. 물론앞의 ‘Skewed unimodal’의경우처럼실제분포가성분이분리가잘되지않는다면추
정된분포도실제분포와다르게될수있음을예상할수있다.
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Table 2: Selected models according to various tuning constants

tuning constant evidence likelihood number of components
0.00005 −1046.2 −1035.4 6
0.0001 −1048 −1035.3 7
0.00015 −1046.7 −1035.9 6
0.0002 −1045.3 −1036.4 5
0.00025 −1042.3 −1037 3
0.0003 −1042.4 −1037.2 3
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Figure 6: Model selected by maximizing evidence

5. 요약및맺음말

지금까지증거체계(evidence framework)를바탕으로하여데이터의관점에서조절상수를결정하는
방법을설명하고,그것을정규혼합분포의추정을위하여사용한벌점가능도에서조절상수를결정하는
데에적용해보았다. 증거(evidence)를계산하기위하여라플라스근사(Laplace approximation)를사용
하였고, 3절에서두개의분포에대하여그방법을적용해본결과의미있는결과를얻은것으로판단
된다. 즉,일반적으로벌점가능도에서사용되는조율상수를직관을통해서결정하는것이아니라체계
적으로적용할수있음을확인하였다. 물론많은조율상수의값을사용하여각각의경우에벌점가능도
를최적화하는과정을거치므로시간이많이소요되는단점은있지만,그것은최적의조율상수를찾기
위한비용이라고봐야할것이다.

Figure 2와 Figure 5에서보듯이증거의곡선은그모양이부드럽지못하고급격하게변하는지점이
있다. 이것은식 (3.2)를계산하기위하여헤시안행렬을근사계산함으로써나타난결과이다. 만일헤
시안행렬을직접계산하였다면그선이부드럽게될것으로기대한다. 그렇게되면성분의수가줄어드
는위치에서증거의값이급격하게상승하는형태의곡선이아니고그지점주위에서상승하고하락하
는모양이나타날것이라고예상할수있다. 그렇게되면조금더정확한조율상수의값을찾을수있을
것으로기대한다.
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