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요약

소지역 추정을 위해 널리 사용되고 있는 방법 중 하나는 선형혼합효과모형이다. 그러나 종속

변수와 독립변수 사이의 관계가 비선형일 때 이 모형은 소지역 관련 모수에 대해 편의된 추정값을

초래한다. 본 논문에서는 M-분위수 커널회귀를 사용하여 소지역의 평균을 추정하는 방법을 제

안한다. 그리고 모의실험을 통하여 서포트벡터분위수회귀와 성능을 비교함으로써 제안된 방법의

우수성을 보인다.

주요용어: 서포트벡터분위수회귀, 소지역 추정, 엠-분위수, 커널회귀.

1. 서론

국내외적으로 지역통계에 관한 관심이 높아지고 있으며 이와 관련하여 소지역 추정에 관한 많은

연구가활발하게진행되고있다.소지역추정이란배정된표본의크기가작은소지역이나성별,연령,

교육수준, 소득수준 등과 같은 변수의 특성으로 분류된 소영역 (small domain)에 대한 통계를 생산

하는데 이용되는 추정방법이다. 일반적으로 소지역이란 지리학적 지역, 사회 인구학적 집단 또는 그

외의 다른 부모집단 (subpopulation)으로 정의하며, 소지역의 전형적인 특징은 표본의 크기가 작다

는 것이다. 소지역 추정에는 계획에 없던 지역을 추정해야 하는 어려움이 있으며 가장 일반적으로

발생하는 어려움은 해당 소지역에 할당된 표본의 수가 부족하다는 것이다.

미국, 캐나다, 영국 등과 같은 통계 선진국에서는 정부기관과 전문 학자들과의 공동연구를 통해

소지역 추정 관련 통계적 방법론에 대해 상당한 결과들을 축적하여 정부 차원의 통계조사인 인구,

소득, 노동력, 환경, 농업, 금융, 보건통계 등 다양한 분야에 이를 활용하고 있다. 최근 국내에서도

소지역 추정에 관하여 많은 연구가 진행되고 있다. 그러나 대부분의 표본설계는 큰 지역의 특성값

을 추정할 목적으로 설계되기 때문에 소지역에 배정되는 표본조사단위수가 적어서 신뢰할 수 있는

통계량의 산출이 어렵다. 즉 기존 표본조사의 자료만으로 소지역에 대한 특성값을 추정하면 할당된

표본의 수가 부족하기 때문에 표집오차가 커지게 된다. 그러나 시간 및 경제적 비용을 고려할 때

모든 소지역을 고려한 표본조사는 현실적으로 불가능하다. 따라서 기존 표본조사의 자료를 가지고

일정수준의 정도 (precision)를 만족하는 소지역의 특성값을 추정할 수 있는 연구가 요구된다.
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저명한 학술지에 게재된 많은 논문들이 소지역 추정에 관한 다양한 연구결과를 발표하고 있지만

상당수는 선형모형을 이용하고 있어 비선형 현상을 제대로 파악하지 못하는 경향이 있다. 본 논문

에서는 일반적인 분위수 (quantile)보다 더 로버스트 (robust)하다고 알려진 M-분위수 (Breckling과

Chambers, 1988)를 이용하여 커널기법 기반의 M-분위수 커널회귀모형을 개발하여 소지역의 평균

추정에 이용하는 방법을 제안하고자 한다. 소지역 추정에 대한 개념 및 응용은 참고문헌 Opsomer

등 (2008), Salvati 등 (2011), Rao (2003) 등에 설명되어 있다. 또한 커널기법에 대한 개념 및 응용은

참고문헌 Cristianini와 Shawe-Taylor (2000), Hwang (2010, 2011), Hwang과 Shin (2010), Shim과

Hwang (2011), Schölkopf와 Smola (2002), Vapnik (1995) 등에 설명되어 있다.

본 논문은 다음과 같이 구성되어 있다. 2절에서는 소지역 추정에 대해서 설명하고, 3절에서는 M-

분위수 커널회귀모형을 이용한 소지역 추정에 대해서 기술한다. 4절에서는 모의실험에 대한 결과를

설명한다. 마지막 5절은 결론을 기술하고 있다.

2. 소지역 추정

소지역 추정에서 자료가 각 소지역내에서 일반적으로 상관되어 (correlated) 있으므로 소지역간의

변동을 설명하기위해 랜덤효과 (random effect)를 고려하는 혼합효과모형을 많이 사용한다. 혼합

효과모형은 고정효과 (fixed effect)와 랜덤효과 모두를 이용하여 종속변수와 입력변수들의 관계를

설명하는 모형이다. 고정효과란 종속변수를 관측할 때 부가적으로 관측되는 입력변수들과 관련된

효과를 의미하고 랜덤효과란 각 소지역 내에서는 고정적이지만 주어진 실험에서는 관측되지 않는

어떤요인들에의해랜덤하게발생되는소지역간의변동효과를의미한다.일반적으로소지역추정에

서 고려하는 기본적인 형태의 모형은 다음과 같은 선형 혼합효과모형 (Harville, 1976; Laird와Ware,

1982)이다.

yij = b0 + β′xij + γi + eij , j = 1, · · · , Ni, i = 1, · · · ,m, (2.1)

여기서 m은 소지역의 개수, Ni는 i번째 소지역내의 단위 (unit)의 개수, yij는 i번째 소지역의 j번째

단위의 특성값 (예컨대 인구수, 실업자수 등), β′xij는 고정효과항이고 γi는 소지역간의 변동성을 나

타내는 랜덤효과항이다. 랜덤효과에 관련된 입력벡터 zij가 주어지는 경우 γi는 γi = z′
ijγi로 표현될

수도 있다. 그리고 γi와 오차항 eij는 서로 독립이고, 평균이 0인 정규분포를 따른다고 가정한다.

실제 소지역 추정에서는 각 소지역에서 Ni개의 단위가 추출되는 것이 아니고 ni (< Ni)개의 단위

가 추출된다. 그러므로 각 소지역에서 추출된 ni (< Ni)개의 단위를 이용하여 나머지 (Ni − ni)개의

단위의 특성값을 추정하여야 한다. 이를 이용하여 우리는 다음과 같이 각 소지역의 특성값의 합 또는

평균을 추정할 수 있다.

ŷi. =
∑
j∈Si

yij +
∑
j∈Ri

ŷij , ̂̄yi. =
1

Ni

∑
j∈Si

yij +
∑
j∈Ri

ŷij

 , (2.2)

여기서 Si는 Ni개의 단위들 중 추출된 단위들의 번호의 집합, Ri는 Ni개의 단위들 중 추출되지 않은

단위들의 번호의 집합, ŷij (j ∈ Ri)은 추출된 ni개의 단위들의 자료를 이용하여 구한 추출되지 않은

단위 j (j ∈ Ri)의 특성값의 추정값이다.

혼합효과모형은 특성값의 분포가 소지역 구분과 같은 계층적 구조에 의해 설명된다고 가정하고,

특정 확률분포 (일반적으로 정규분포)를 랜덤효과항에 적용한다. 한편 선형 분위수 회귀모형은 비

모수적이고 이상값에 대하여 로버스트하다고 알려져 있다 (Koenker와 Bassett, 1978). Chambers와

Tzavidis (2006)는 혼합효과모형 대신 분위수 회귀모형을 소지역 추정에 적용하는 것이 필요하다고
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주장하고, 로버스트 통계학의 M-추정법에 기반을 둔 M-분위수를 이용한 선형 M-분위수 회귀모형

을 소지역 추정에 활용하였다. Salvati 등 (2011)은 M-분위수에 평활스플라인회귀를 이용한 비모수

M-분위수회귀모형을소지역추정에적용하였다.본논문에서는일반적인분위수보다더로버스트하

다고 알려진 M-분위수에 커널기법을 적용하여 M-분위수 커널회귀모형을 개발하고, 소지역 추정에

활용하는 방법을 제안한다.

3. 소지역 추정을 위한 M-분위수 커널회귀모형

3.1. M-분위수 커널회귀모형

종속변수 y의 확률밀도함수 f(y)가 주어진 경우, y의 θ번째 분위수는 다음의 식을 최소화하는 qθ

의 값으로 정의된다.

(1− θ)

∫ qθ

−∞
|y − qθ|f(y)dy + θ

∫ ∞

qθ

|y − qθ|f(y)dy. (3.1)

그리고 y의 θ번째 M-분위수는 다음의 식을 최소화하는 mθ의 값으로 정의된다.

(1− θ)

∫ mθ

−∞
h

(
y −mθ

s

)
f(y)dy + θ

∫ ∞

mθ

h

(
y −mθ

s

)
f(y)dy (3.2)

여기서 h(r/s)는 Huber Proposal 2 손실함수이며 다음과 같이 정의된다 (Huber, 1981).

h(r) =
1

2
r2I(|r| < c) +

(
c|r| − c2

2

)
I(|r| ≥ c), s =

med{|r|}
0.6745

(3.3)

이때 c > 0는 사전에 고정되는 임계값이다. 그리고 M-분위수 회귀모형은 Huber Proposal 2 손실함

수에 기반한 다음의 손실함수의 합을 최소화하는 회귀모형이다.

hθ(r) = θh

(
r

s

)
I(r ≥ 0) + (1− θ)h

(
r

s

)
I(r < 0). (3.4)

Salvati 등 (2011)은 평활스플라인회귀를 활용한 비선형 M-분위수 회귀모형을 제안하였다.

구간 (0, 1)에속하는 θ에대해입력벡터 xj가주어질때종속변수 yj의 θ번째M-분위수회귀함수를

mθ(xj)라고 하면 mθ(xj)는 다음과 같이 입력벡터 xj와 비선형으로 연관되어 있다고 가정한다.

mθ(xj) = b0 +w′φ(xj), j = 1, · · · , n, (3.5)

여기서 b0는 절편항, φ(xj)는 비선형 특징사상함수 (nonlinear feature mapping function), 그리고

w는 φ에 대응되는 모수벡터이다. φ에 대해 φ(x)′φ(z) = K(x,z)를 만족하는 커널함수 K(x,z)가

존재한다 (Mercer, 1909). 일반적으로 커널함수로 다음과 같은 Gaussian 커널을 많이 사용한다.

K(x,z) = e
−
∥x− z∥2

σ2 , (3.6)

여기서 σ는 커널모수이다.

min
1

2
||w||2 + C

n∑
j=1

hθ(yj − b0 −w′φ(xj)) (3.7)
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식 (3.7)을 서포트벡터기계의 최적화 문제로 표현하면 다음과 같이 된다.

min
1

2
||w||2 + C

n∑
j=1

(θh(ξj/s) + (1− θ)h(ξ∗j /s)) (3.8)

subject to yj − b0 −w′φ(xj ) ≤ ξj

b0 +w′φ(xj )− yj ≤ ξ∗j , ξj , ξ
∗
j ≥ 0

식 (3.8)의최적화문제는라그랑즈배수 (Lagrange multiplier)를이용하여다음과같은최적화문제로

표현된다.

min
1

2

n∑
i,j=1

(αi − α∗
i )(αj − α∗

j )K(xi,xj)−
n∑

i=1

(αi−α∗
i )yi+

s2

2Cθ

n∑
i=1

α2
i +

s2

2C(1−θ)

n∑
i=1

α∗2
i (3.9)

subject to

n∑
i=1

(αi − α∗
i ) = 0, 0 ≤ αi ≤ ϵCθ/s2, 0 ≤ α∗

i ≤ ϵC(1− θ)/s2

그리고 절편항 b0의 추정값은 KKT 조건 (Kuhn과 Tucker, 1951)에 의해 구해진다. 그런데 s는 (αi,

α∗
i , b0)를 추정하기 전까지는 알 수 없기 때문에 우리는 반복적으로 (αi, α

∗
i , b0)를 추정하여야 한다.

한편 s는 각 반복에서 잔차를 이용하여 구해진다.

입력벡터 xt에 대해 θ번째 M -분위수 커널회귀함수는 다음과 같이 구해진다.

mθ(xt) =

n∑
i=1

K(xt,xi)(αi − α∗
i ) + b0. (3.10)

3.2. M-분위수 커널회귀모형을 이용한 소지역 추정

이제 M-분위수 커널회귀모형을 소지역 추정에 활용하는 방법을 설명한다. i번째 소지역에서 추

출된 표본 {yij ,xij , j ∈ Si}을 훈련자료로 사용하고, 추출되지 않은 표본 {xij , j ∈ Ri}을 검정자료로
사용하여 추출되지 않은 단위의 M-분위수 함수의 추정값을 구할 수 있다. 이때 M-분위수 함수의 추

정값이 그 단위의 특성값의 추정값이 된다. M-분위수 커널회귀모형을 이용한 소지역 추정은 다음과

같은 단계로 이루어진다.

(1) 각 소지역 (i = 1, · · · ,m)에서, 확률 θ ∈ (0, 1)와 추출된 표본 {yij ,xij , j ∈ Si}를 이용하여 M

-분위수 회귀모형을 실행하여 θ번째 M -분위수 함수의 추정값 ŷij(θ), j ∈ Si을 구하고, yij와

가장 가까운 값의 ŷij(θ)가 구해질 때의 확률 θ를 θij라고 한다.

(2) θ̄i =
1

ni

∑
j∈Si

θij를 구한다.

(3)확률 θ̄i와추출된표본 {yij ,xij , j ∈ Si}를훈련자료로사용하고,추출되지않은표본 {xij , j ∈ Ri}
를 검정자료로 사용하여 추출되지 않은 단위의 θ̄i번째 M -분위수 함수의 추정값 ŷij , j ∈ Ri을

구한다.

(4) 만약 yi =
1

Ni

∑Ni
j=1 yij의 추정에 관심이 있다면 추정값은 ̂̄yi =

1

Ni

{∑
i∈Sj

yij +
∑

i∈Rj
ŷij
}
이

된다.
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4. 모의실험

이 절에서는 소지역의 평균 추정에 대한 M-분위수 커널회귀 (MQKR)의 유한 표본 성능을 설

명하기위해 모의실험을 수행한다. Salvati 등 (2011)에서와 비슷한 방법으로 모의실험을 수행한다.

모의실험을 통하여 서포트벡터분위수회귀 (SVQR)와 성능을 비교함으로써 제안된 방법의 우수성

을 보이고자 한다. M-분위수 회귀모형 관련 Huber Proposal 2 손실함수의 임계값 c를 c = 1.345로

정한다. 이 값은 오차가 정규분포를 따를 때 95% 효율성 (efficiency)을 제공한다 (Huber, 1981).

먼저 소지역의 수를 10으로 가정하고, 각 소지역의 100개 단위의 특성값의 평균은 다음 함수를

이용하여 생성한다.

(1) 선형: m(x) = 3 + 2(x− 0.5), x ∼ U(0, 1)

(2) 비선형: m(x) = 2sin(2πx), x ∼ U(0, 1)

그리고 i번째 소지역의 특성값은 다음과 같은 혼합효과모형을 이용하여 생성한다.

yij = m(xij) + γi + eij , j = 1, · · · , 100, i = 1, · · · , 10,

여기서 랜덤효과항 γi와 오차항 eij는 각각 정규분포 N(0, 0.04)와 N(0, 0.16)을 따르고 서로 독립이

라고가정한다.각소지역에서 10개의단위를단순임의추출하여그특성값들을훈련자료로사용하고

나머지 90개의 단위의 특성값을 검정자료로 사용한다. 그리고 총 50번의 모의실험을 수행한다. 소지

역의 평균 추정에 대한 MQKR과 SVQR의 성능을 비교하기 위해 각 소집단에 대해서 다음과 같은

네 가지 측도를 계산한다.

|Bias| =
1

50

50∑
t=1

∣∣∣ŷit − yi

∣∣∣, RB% =
|Bias|
yi

× 100,

SE =

√√√√ 1

50

50∑
t=1

(
ŷit − yi

)
, RMSE% =

RMSE

yi

× 100, j = 1, · · · , 10.

Table 4.1과 Table 4.2는선형또는비선형의경우각소지역에대해서구한 |Bias|, RB%, RMSE및

RMSE%의 평균을 나타낸다. 한편 Figure 4.1과 Figure 4.2는 각 소지역별 |Bias|, RB%, RMSE 및

RMSE%의 값을 나타낸다. 표와 그림을 통하여 MQKR이 SVQR보다 더 좋은 추정결과를 보여주는

것을 알 수 있다.

Table 4.1 Averages and standard deviations of |Bias|, RB%,

RMSE and RMSE% for linear case

|Bias| RB RMSE RMSE

MQKR
0.1400 4.0647 0.1724 5.0052

(0.0612) (2.0873) (0.0746) (2.5542)

SVQR
0.1933 5.8157 0.2407 7.0099

(0.0993) (3.3238) (0.1139) (3.8385)

Table 4.2 Averages and standard deviations of |Bias|, RB%,

RMSE and RMSE% for nonlinear case

|Bias| RB RMSE RMSE

MQKR
0.3195 67.3668 0.4110 85.0684

(0.0496) (60.7802) (0.0620) (74.1259)

SVQR
0.4102 84.0601 0.4984 102.2735

(0.0356) (68.7454) (0.0360) (83.9272)
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Figure 4.1 Area-specific values of four measures for linear case:

MQKR (solid line), SVQR (dashed line)

Figure 4.2 Area-specific values of four measures for nonlinear case:

MQKR (solid line), SVQR (dashed line)

5. 결론

본 논문에서는 일반적인 분위수보다 더 로버스트하다고 알려진 M-분위수에 커널기법을 적용하

여 M-분위수 커널회귀모형을 개발하고, 소지역의 평균 추정에 활용하는 방법을 제안하였다. 기존

연구에서와 비슷한 방법으로 수행된 모의실험을 통하여 제안된 M-분위수 커널회귀모형이 서포트벡

터분위수회귀모형 보다 더 좋은 추정결과를 보여주는 것을 알 수 있었다.
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Abstract

An approach widely used for small area estimation is based on linear mixed mod-

els. However, when the functional form of the relationship between the response and

the input variables is not linear, it may lead to biased estimators of the small area

parameters. In this paper we propose M-quantile kernel regression for small area mean

estimation allowing nonlinearities in the relationship between the response and the in-

put variables. Numerical studies are presented that show the sample properties of the

proposed estimation method.

Keywords: Kernel regression, M-quantile, small area estimation, support vector quantile

regression.
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