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요 약

산업용 로 의 하 률은 1  10에서 1  30이고, 3  1의 하 률을 가지는 인간과 비교하여 매우 낮다.  다

음 세  로 의 목표 에 하나는 하 률이 될 것이고, 이것은 가벼운 로 을 개발함으로 가능할 것이다. 2

 유연한 로 팔은  축을 회 할 때 진동이 발생한다. 본 논문에서는 유연한 로 팔의 진동 동력학은 오

일러 베르 이의 보 이론과 라그랑지 방정식을 이용하여 구하 고, 가 skew symmetric이다는 사실을 

사용하여, 계산량을 이는 리아 노  안정도 이론을 이용한 단순한 구조의 새로운 제어기를 제안한다. 2링

크 유연한 로 에 한 확정 인 응제어 법칙을 제안하고, 시뮬 이션을 통하여 그 타당성을 보인다.

ABSTRACT

The ration of payload to weight of industrial robot amounts form 1:10 to 1:30. Compared with man who have a ration of 3:1, 

it is very low. One of the goals for the next generation of robots will be a ration. This might be possible only by developing 

lightweight robots. When two-link flexible arm is rotated about an joint axis, transverse vibration may occur. In this paper, 

vibration dynamics of flexible arm is modeled by using Bernoulli-Euler beam theory and Lagrange equation. Using the fact that 

matrixis skew symmetric, new controllers which have a simplified structure with less computational burden is proposed by 

using Lyapunov stability theory. We propose deterministic and adaptive control laws for two link flexible arm, and the validity of 

the proposed control scheme is shown in computer simulation for two-link flexible arm. 

키워드

Adaptive control, Deterministic nonlinear controller, Two link flexible arm,  Euler-Bernoulli beam theory.
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I. 서 론

신속한 작업을 하기 하여 로 이 고속이며, 경제

인 측면에 있어서는 경량이며 유연해야한다. 오늘

날 산업용 로 의 작업물에 한 하 률은 인간이 3

 1의 하 률을 가지는데 반하여 1  10에서 1  30

정도로 매우 낮다. 그래서 미래의 로 은 유연하고 

가벼운 로 이라고 볼 수 있다[1]. 그러나 경량의 유

연한 로 은 강체 로 에 비해 강성이 작으므로 무거

운 물체를 다루거나, 고속작업 할 때 구조 인 상에 

의하여 기계 인 진동이 많이 발생하게 된다. 이러한 

진동은 로 팔의 치제어에 있어서 정 도  안정

도에 큰 향을 미치며 특히 고속의 움직임에 있어서

는 더욱더 심각하다. 이러한 사실은 유연한 로 에 
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한 동력학  방정식에 근거한 새롭고 강인한 제어

기의 개발을 요구한다. 그러나 부분의 근은 선형

화를 통한 제어[4]나 PD, PID제어[2,3]가 부분이다. 

이러한 이유는 유연한 로 팔의 동력학이 무 복잡

하여 제어하기 힘들기 때문이며, 부분 동력학이 단

순한 단일  로 팔에 하여 연구되고 있다[2-6].  

본 논문에서는 Lagrange 방정식을 이용하여 2  

유연한 로 팔의 동력학  방정식을 유도하 고, 일반

으로 로  시스템에는 많은 불확실성이 존재하며, 

단순한 로  동력학에 의존한 제어방법으로는 원하는 

제어성능을 얻기 힘들다. 그래서 유도된 동력학  방

정식에 근거하여 Lyapunov-like 함수를 활용하여, 유

연한 로 팔에 활용할 수 있는 확정 인 제어기와 새

로운 응제어법칙을 제안하고 제안된 제어법칙의 안

정도를 분석한다. 행렬이 skew symmetric이다

는 사실을 이용하여 제어기 구조를 단순화하 다. 

본 논문의 구성은 Ⅱ장에서는 가정모드  Lagra- 

nge 방정식을 이용하여  끝 부 에 부하 하 을 

갖는 2-  유연한 로 의 동력학  방정식을 유도

하 으며, Ⅲ장에서는 조인트 각을 원하는 각도로 제

어하는 확정 인 제어법칙을 Lyapunov 안정도 이론

을 활용하여  제안하 으며, Ⅳ장에서는 불확실한 매

개변수를 하여 응제어 법칙을 제안하고 Ⅴ장에서

는 제안한 제어법칙의 타당성  그에 한 성능을 

분석하기 하여 컴퓨터 시뮬 이션을 수행하 다.

II. 유연한 팔의 동력학 모델

그림 1. 2-링크 유연한 로 팔
Fig. 1 Two-link flexible robot arm 

본장에서는 2  유연한 로 팔에 한 동력학 모

델을 유도한다.

로 팔의 길이를  , 허 에서의 성을  

  링크에서의 성을, 의 단  길이 당 질량

을 , 의 Young의 계수를 , 의 횡면

을 , 횡면  성 모우멘트를 로 정의한다. 

 로  팔의 휨에 하여 Bernoulli-Euler의 Beam 

이론을 용하면 에 한 방정식은 다음과 같이 

표 될 수 있다[8]. 





 




  (1)

여기서   은 의 길이를 정규화한 변수이

다. 

링크의 횡굴  는 시간과 공간함수의 곱으로 

다음과 같이 표 할 수 있다.

 


∞

   (2)

각각의 시간함수 와 공간함수는 다음과 

같이 표 된다.

   exp   
 


(3)

 sincossinhcosh
의 경계조건을 만족하는 의 값은 무한히 많

으며 이들 각각은 의 변형에 한 공간상의 형태

함수를 특정 짓는다. 

Lagrange 근방식을 이용하여 2-  유연한 로

 팔의 동력학 모델을 유도한다.

체 운동에 지 는 다음과 같이 표 한다.

      (4)

  




 (5)
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  (7)

  
  (8)

  

 (9)

문제를 간단히 하기 하여 링크상의 운동에 지는 

없다고 가정한다.

strain 에 지 는 다음과 같다.

















  
















 
 (10)

여기서 mode m는 2로 한다.

감쇠 동안에 성력에 의하여 형성되는 가상에

지 는 다음과 같이 표 된다.

 




 (11)

여기서 는 성 마찰계수이다.

다음과 같이 Lagrange 방정식을 용한다.

















 ,   ⋯ 

                 

         ⋯   (12)

다음과 같은 동력학 방정식을 구한다.





 







 







 








 




(13)

여기서 





 


 


 
   




 


 


 





 



   




 




이다.

등가스 링 상수 행렬 와 핑 행렬 는 다음과 

같다.

⋯  

 ⋯ (14)

행렬 는 교  정치행렬이다.

Ⅲ. 조인트 각 변 의 확정  제어기 설계

동력학 방정식에서 변수를 알고 있다고 가정할 경

우에 제어 문제는 가 0 벡터로 수렴하는 동안 

가 가능한 한 빨리 원하는 궤  을 추 하

는 입력 을 결정하는 문제이다.

식(13)에서 제어입력은 다음과 같이 놓는다.

  
 (15)

다음과 같은 Lyapunov-like 함수를 사용한다.

  






 


 

 




 


 

 




 


 

 




 





(16)

여기서 는 ×단 행렬이고, 는 ×  

symmetric positive definite 행렬이며,  
  이

고, 이다.

 



 





  



 


 

 
로 놓으면 식(16)은 다음

과 같다.

  

  




 


 

 
   (17)

을 미분하면 다음과 같다.
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(18)

이에 한 안정 인 제어입력은 다음과 같다.

 






    
 




 (19)

(18)에 식(19)을 용하면 는 다음과 같다.

    





 




 
  

 
   (20)

가 skew symmetric 행렬이므로 식(20)은 

다음과 같다.

   




 




 
 

  ≤  (21)

의 안정도는 정상상태에서 가 로 수렴

한다고 가정하면, 동력학 방정식 는 다음과 같다.

  

   


 (22)

만약 식(22)이 불안정하면, 제안한 제어법칙은 실행 

불가능하다. 정상상태에서    이며 

    를 선정하면    가 pos-

itive definite 행렬이므로 안정하다. 

Ⅳ. 응 제어기 설계

본장에서는 앞장에서 제안한 것처럼 제어기를 구성

하기 하여    에 포함되어 있는 시스템 

변수를 update 할 수 있는 변수 응법칙을 제안한다. 

미지의 시스템 변수가 다음의 형태와 같이 선형인 확

정  제어 법칙을 살펴본다.

 
 








 

  

   


  
  

   
 (23)

는 미지이므로, 는 의 추정인 다음의 제어 

법칙을 이용한다. 

 


 













   


 (24)

을 다음과 같이 정의하면, 

 (25)

의 제어법칙은 다음과 같이 나타낼 수 있다. 

 

  
   


 

 
 

  (26)

만일 Lyapunov-like 함수를 다음과 같이 정

의하면 

   




 
   




 








 (27)

여기서 는 를 로 교체하면 다음과 

같고, 은 크기가 벡터 에 의하여 결정되는 

Positive definite 행렬이다.
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 (28)

여기서  
가 되도록 하기 하여, 마

지막 2개의 항의 합이 0이 되도록 하는 응제어 매

개변수 추정방식을 사용하면 미지의 시스템 변수에 

한 응 제어를 설계할 수 있다. 


 

 


 (29)

Ⅴ. 컴퓨터 시뮬 이션

링크2의 끝에 알 수 없는 부하가 존재하고 그 외의 

라미터는 다 알고 있다는 가정 하에 끝 의 부하는 

응제어기를 통하여 추정하 다. 기에 알 수 없는 

부하가 링크2의 끝에 0.01 kg이 있다고 가정했다. 

Table.1과 Table.2는 실험에 사용된 제어기 라미터

이다. 그림4를 보면 알 수 없는 부하를 추정하는 것

을 볼 수 있다. 0.01kg으로 정확하게는 수렴하지 않은 

특성을 보이는 것을 알 수 있다. 이것은 특정한 치

로 제어하는 치제어 있기에 라미터에 응 할 수 

있는 충분한 정보가 부족하다고 볼 수 있다. 원하는 

추정치를 사인 와 같은 값을 사용한다면 충분한 정

보가 있기에 정확하게 라미터를 추정할 수 있을 것

이다. 그림2는 링크 1의 허 와 끝 의 각도이며 허

는 원하는 각도에 수렴하는 것을 볼 수 있으며 끝

에서는 진동이 약간 있음을 볼 수 있다. 그림3은 

링크2의 허 와 끝 의 각도이며 허 와 끝 에 원하

는 각도로 잘 수렴하는 것을 볼 수 있다. 

표. 1 제어기 라미터 값
Table. 1 Values of control parameter

   

   

표 2. 유연할 팔의 물리정수
Table 2. Physical constants of flexible robot arm

    

    

    

    

   
   

그림 2. 링크1의 허 와 끝  각도
Fig. 2 Angle of bub and tip for link 

1

그림 3. 링크2의 허 와 끝  각도
Fig. 3 Angle of bub and tip for link 2

그림 4. 부하의 추정치
Fig. 4 Estimate of load mass
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Ⅵ. 결 론

2  유연한 로 팔의 동력학 모델을 오일러 베르

이 빔 이론과 Lagrange 방정식을 사용하여 유도하

고, 일반 으로 로  시스템에는 많은 불확실성이 

존재하며, 단순한 로  동력학에 의존한 제어방법으로

는 원하는 제어성능을 얻기 힘들다. 그래서 유도된 

동력학  방정식에 근거하여 Lyapunov-like 함수를 

활용하여, 유연한 로 팔에 활용할 수 있는 새로운 확

정 인 제어기와 응제어법칙을 제안하고, 컴퓨터 시

뮬 이션을 통하여 제안된 제어기의 효율성과 성능을 

분석하 다. 최소의 진동을 갖으면서 빠르게 수렴하

는 최 의 경로와 제어법칙, 그리고 끝 의 진동 모드 

을 입력으로 직  제어할 수 잇도록 계속 

연구할 정이다. 그래서 인간의 특성과 같이 하 률

을 높임으로서, 상 으로 로 의 무게가 고 부피

도 작아지고 로 제작 비용도  것이며 에 지 효율

성도 좋아질 것이다. 특히 고가의 우주탐사 로 이나 

우주선과 해양탐사 로  분야에서 많이 활용될 수 있

을 것이다.
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