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요 약

본 논문은 최적제어에 기초하여 비선형 슬라이딩 평면을 설계하는 것이다. 최적제어입력에 의한 상태 궤적

을 Frobenius 정리와 matrix decomposition 방법에 의해 구하였고, 이 궤적을 시스템의 슬라이딩 평면으로 설

정하였다. 상태는 초기부터 슬라이딩 평면을 유지하며, 그 결과 초기상태 단계로부터 전 영역까지 시스템의 

강인성은 보장 받을 수 있으며, 도달시간 동안 발생 될 수 있는 불확실성과 외란의 영향을 제거되고, 큰 제어

입력의 문제도 해결할 수 있었다. 그리고 최적경로를 슬라이딩 평면으로 설정함으로 추적시간을 줄일 수 있었

다.  역진자 시스템을 사용하여 그 타당성을 보인다.

ABSTRACT

In the paper, design of nonlinear sliding surfaces which are based on optimal control is studied, The state trajectory by the 

input of optimal control was obtained by Frobenius theorem and matrix decomposition method, was set the nonlinear sliding 

surfaces of the system. The states is maintained to sliding surfaces from initial states. As the result, robustness of the system can 

be guaranteed throughout an entire response of the system starting form the initial time instance, the uncertainty and external 

disturbance that can occur during the reaching time is removed, the problem of large control input was solved, and setting the 

sliding surfaces optimal path was able to reduce the tracking time. The validity of the proposed control scheme is shown in 

computer simulation for inverted pendulum.
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I. 서 론 

슬라이딩 제어기는 선형시스템은 물론 비선형 시스

템, 파라미터 변동 시스템, 시변 시스템 등 미지의 파

라미터나 미지의 외란을 갖는 시스템에서 용이하게 

적용되며 원하는 특성을 상태전환 면으로서 미리 설

정하면 시스템은 등가적으로 원하는 특성에 구속되어 

적응된다. 이 결과 슬라이딩 제어는 제어입력이 연속

적으로 변화하는 비선형제어 성격과 슬라이딩 모드가 

존재하며 원하는 특성으로 적응하는 적응제어 성격의 

양면을 가진다. 그러나 슬라이딩 모드에서 벗어나면 

일반적으로 강인성을 보장할 수 없고 슬라이딩 모드

에서는 채터링 현상이 발생한다. 이러한 채터링의 문

제점을 해결하기 위하여 슬라이딩 모드에 구간 연속
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적인 기법[2]과 일차함수를 이용한 연속적인 이동 슬

라이딩 방법[3], 그리고 퍼지논리를 이용한 이동 슬라

이딩 방법[4], 슬라이딩 섹터를 이용하는 방법 등[5]이 

있다. 기존의 논문들은 채터링의 문제를 해결할 수 

있지만, 초기에 슬라이딩 모드에서 많이 벗어난 위치

에 있기에 슬라이딩 모드에 빠른 접근을 위하여 큰 

채터링과 슬라이딩 모드에서 멀리 있을 때 강인성을 

보장할 수 없다. 본 논문에서는 비선형 시스템에 대

하여 최적 제어입력을 구하고, 그 입력에 의한 시스템

의 비선형 상태궤적을 슬라이딩 평면으로 설정하였다. 

그리고 처음부터 상태가 슬라이딩 평면에 유지하도록 

가변구조 입력을 가함으로써 기존의 슬라이딩 이론에

서 슬라이딩 평면에 도달시간 동안 발생될 수 있는 

불확실성과 외부잡음의 영향을 제거하고 초기상태로

부터 강인성을 달성 할 수 있다. 

본 논문에서는 비선형 슬라이딩 평면을 설정하기 

위한 방법을 제안한다. 본 논문의 구성은 Ⅱ장에서는 

Frobenius 정리와 matrix decomposition 방법에 의하

여 비선형 스위칭 평면을 설계하고, Ⅲ장에서는 상태

가 초기상태부터 비선형 스위칭 평면에 머물도록 제

어입력을 설계한다. Ⅳ장에서는 논문의 타당성을 검

증하기 위하여 제안한 제어법칙의 타당성 및 그에 대

한 성능을 분석하기 위하여 컴퓨터 시뮬레이션을 수

행하였다.

Ⅱ. 최적 비선형 스위칭 평면

일반적인 불확실한 비선형 동력학 방정식은 다음과 

같이 표현할 수 있다.

  

        (1)

여기에서 은 의 선형화한 항이고, 는 

의 선형화 후 나머지 항이며, 는 시스템의 

불확실한 항이고, 는 시스템의 모든 외란을 

고려한 항이며, 는 입력의 불확실성을 고려한 항

이다. 

모든 선형화 후 나머지 항 및 불확실성과 잡음이 

정합조건을 만족한다고 가정하면, 식(2)은 존재한다.

    (2)

∇   

에 대하여 다음과 같은 함수가 존재한다

고 가정한다.

  

         

 ≥  (3)

식(1)에 식(3)식을 대입하면 다음과 같다.

  (4)

식(4)에 대하여 nominal항만 고려하여 최적 제어입

력을 구하기 위해 다음과 같이 목적함수를 설정한다.

 







 (5)

Hamilton-Jacobi-Bellman의 방정식으로 최적제어

입력을 구할 수 있다.

   (6)

여기서 는 최적제어의 Riccati 방정식의 해이다. 

  (7)

식(4)식에 nominal 항만 고려한 시스템에 최적제어 

입력 (6)식을 대입하면 다음과 같이 표현할 수 있다.

   
  (8)

식(8)으로 비선형 슬라이딩 평면을 설계한다.

Frobenius 정리를 사용한 방법

비선형 슬라이딩 평면을 설계하기 위해서 벡터필드

(vectorfield)와 디스트리뷰션(distribution), 코디스트리

뷰션(codistribution)의 관계를 알아 본다. 의 개집

합 에서 정의된 독립적인 벡터필드 ( f x
 ⋯)에 의하여 스팬(span)되는 의 

subspace를 디스트리뷰션()이라 하고, distri-
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bution의 듀얼 스페이스(dual space)인 코디스트리뷰

션(⊥)을 각각 다음과 같다.

   f x f x⋯ fdx
 ⊥ w xw x⋯wn  dx

distribution과 codistribution은 다음과 같은 성질을 

가지고 있다.

dim  dim ⊥   
      

            ∀  ≤  ≤  ≤  ≤  

Frobenius 정리[1]를 도입하면, 다음과 같은 식을 

만족하는 편미분 방정식으로부터  개의 독립적

인 해, 즉 을 찾을 수 있다.




⋯ 


  

여기서    ⋯ ,   



이다.

다음과 같은 2차 선형시스템을 고려하자

 
    (9)

식(8)이 식(9)와 같은     ,   인 선형 시스

템이다면 


 를 만족하는 1개의 해, 즉 다음 편미

분 방정식을 만족하는 일반해,    를 구할 

수 있다.



 
 

 
      

(10)

편미분 방정식의 일반해를 구하는 방법은 다음과 

같다.

    
     

  (11)

여기서  는   가 full rank가 되

도록 정한다.




 




    

⋅


  (12) 

여기서 
  ↦

 , 는 초기상태이고, 함수

의 composition을 나타낸다.

이 경우, 와   사이에 다음과 같은 관계

식이 성립하며, 가 편미분 방정식의 해가 되고, 일

반해  는   이다.




 



     (13)

본 논문에서는 구해진 일반해, 즉   중

에서 초기상태 

 를 지나는 비선형 상태궤적을 

슬라이딩 평면으로 설정하였으며, 그 상태궤적은 그림 

1과 같고 세 영역으로 나누어 제어입력을 가할 수 있

다

    

  (14)

그림 1. 비선형 슬라이딩 평면
Fig. 1 Nonlinear sliding surface 
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Matrix decomposition 방법

상태궤적을 구하기 위해 2차 선형 시스템인 식(9)

을 다음과 같이 표현한다.

  (15)

다음과 같은 좌표변환을 통하여 행렬 을 대각행

렬로 만들 수 있다. 

          
 

(16)

여기서     

이고  는 고유치벡터이

다. 좌표변화에 의해서 다음과 같이 표현 할 수 있다. 

    



 


 

 




 




(17)

는 고유치이다

다음과 같이 상태궤적에 대한 방정식을 구할 수 있

다. 

     
 




 






  


여기서   


이다.

         

 
  

 


  


   
 (18)

식(18)을 슬라이딩 평면으로 설정하고, 초기상태의 

값에 따라 다른 슬라이딩 평면을 구할 수 있다. 

Ⅲ. 제어기 설계

제어입력은 다음과 같은 도달조건(reaching con-

dition )    를 만족하도록 설계되어야 한다.

그러므로 식(4)에 관한 제어입력을 다음과 같이 설

계하였다.

     ∈ or ∈ 
 ∈  (19)

  


    

 




여기서   

[증명]

 

   

 

    

 

  

 

  


 




≤ 

 (20)

는 슬라이딩 평면이므로   이다. 

  에서 슬라이딩 평면을 유지하면서 제어할 수 

있으나 채터링 현상이 발생한다. 이 문제를 해결하기 

위하여 슬라이딩 평면의 미소구간   내에서 연속적인 

입력으로 수정한 다음과 같은 입력을 사용한다.

    tanh  (21)

이러한 입력을 사용하면 비이상적인 슬라이딩 모션

이 발생한다. 그러나 의 크기를 아주 작게 설계된다

면 이상적인 슬라이딩 모션의 궤적과 거의 일치할 수 

있다.
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IV. 컴퓨터 시뮬레이션

본 장에서는 제안된 제어법칙에 대한 타당성을 보

이기 위해 비선형 시스템의 예로 많이 사용되는 역진

자 시스템에 대한 제어결과를 살펴본다.

 sincos


sin


(22)

     




  

슬라이딩 평면에 도달하는 패턴을 보기 위해 초기

조건은    ,  로 설정하였다. 그림4는 슬

라이딩 평면에서 상태의 모습이다. 빠르게 슬라이딩 

평면에 도달하는 것을 볼 수 있다. 이것은 최적제어

입력에 의한 상태 궤적을 슬라이딩 평면으로 설정함

으로 가능하다. 그림3은 제어입력으로서 전체적으로 

작은 제어 입력이라고 볼 수 있다. 이것은 슬라이딩 

제어에서 초기상태와 슬라이딩 평면과 거리가 멀 때  

빠르게 슬라이딩 평면에 도달하기 위해서 입력이 커

지는데 이러한 큰 제어입력의 문제점도 해결할 수 있

었고, 슬라이딩 평면에서 채터링 현상을 줄이기 위해

서 미소구간에서 연속함수를 사용하여 채터링 슬라이

딩 제어의 문제점인 채터링 현상을 줄였다. 그림2는 

원하는 각도로 잘 수렴하는 것을 볼 수 있다. 

그림 2. 진자의 각도와 각속도
Fig. 2 Angle of velocity of the pole

그림 3. 제어입력
Fig. 3 Control input

그림 4. 슬라이딩 평면
Fig. 4 Sliding surface

Ⅴ. 결 론

본 논문에서는 최적제어입력에 의한 상태 궤적을 

Frobenius 정리와 matrix decomposition 방법에 의해

서 구하였고, 이 궤적을 시스템의 슬라이딩 평면으로 

설정하였다. 이 비선형 슬라이딩 평면을 이용함으로 

빠르게 슬라이딩 평면에 도달하고 상태가 슬라이딩 

평면에 유지하도록 가변구조 입력을 가함으로써 기존

의 슬라이딩 이론에서 도달시간 동안 발생 될 수 있

는 불확실성과 외란의 영향을 제거하고, 시스템의 초

기상태와 슬라이딩 평면과 거리가 크면 슬라이딩 평

면에 도달시간이 길어지며 빠르게 도달하기 위해서 

입력이 커지는데 이러한 큰 제어입력의 문제점도 해

결할 수 있었고, 채터링 현상을 줄이기 위해서 슬라이

딩 평면의 미소구간에서 연속함수를 사용하였다.  그

리고 최적경로를 슬라이딩 평면으로 설정함으로 추적
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시간을 줄이고 초기부터 강인한 제어기를 설계할 수 

있었다. 컴퓨터 시뮬레이션을 통하여 본 논문의 타당

성을 입증하였다. 추후에 실제의 시스템에 제어기를 

적용할 예정이며, 모든 파라미터가 불확실한 시스템에 

대한 연구를 진행할 예정이다.
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