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요 약

본 논문에서는 GMW 수열과 No 수열에 의해 생성된 이진수열을 확장하여 새로운 형태의 수열을 소개한

다. 그리고 확장된 수열의 상 계수를 분석하고 르장드르 수열로부터 생성되는 확장수열을 제시한다. 이는 암

호 시스템  통신 시스템에 도움이 되며 특히 CDMA 시스템 신호 디자인에 유용한 연구이다.

ABSTRACT`

In this paper, we introduce the extended sequences of sequences generated by GMW sequences and No sequences. And we 

analyze cross-correlatons of the extended sequences. Also we give extended sequences which are constructed from Legendre 

sequences. This is helpful to a cryptosystem and a communication system. Particularly this study is useful to the CDMA system 

signal design.

키워드

GMW seuqnce, No sequence, correlation, trace, Legendre sequence

GMW 수열, No 수열, 상 계수, 트 이스, Legendre 수열

Ⅰ. 서 론

낮은 상 계수를 갖는 수열들은 많은 사용자들을 

구별하고 상호 간섭을 게 일으키는 채 을 얻기 

한 무선 통신에 용이 되고 있다. 한 구별되는 

다량의 수열들 한 많은 사용자와 채 에 이용된다. 

낮은 상 계수를 갖는 다량의 수열들을 얻기 해 

Gold[1], Kasami[2], Bent[3] 등이 연구해 왔다. 이러

한 노력들은 Welch[4]의 연구에서와 같이 이론 으

로 낮은 하한선을 갖는 상 계수를 갖고 주어진 상

계수에서 패 리 사이즈를 최 화하는 이진 수열

을 구성하는데 집 되었다. 그리고 Cho[5-8] 등은 비

선형 수열의 생성과 그것들의 상호상 계수에 해 

연구하 다. 이진수열은 확산 역방식(Spread Spe-

ctrum System), 역 성통신(Broadband Satelite 

Communication), 이동 라디오 통신 시스템에서 다  

속 방식을 해 채택되고 있는 코드 분할 다  

근(Code Division Multiple Access, CDMA) 시스템

에 많은 용이 되고 있다. CDMA 시스템을 한 

신호 디자인은 응용 분야에서 흥미로운 연구과제이
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다. CDMA 시스템 신호 디자인을 한 가장 요한 

연구주제  하나는 합한 상 계수 공리를 갖는 

이진수열을 디자인하는 것이다. GMW 수열과 No 수

열은 이러한 조건들을 만족하는 이진수열들이다. No 

수열은 주기가     이고    이다. 수열

들의 집합에는 개의 수열들이 있고 상 계수의 최

댓값은   이다. 본 논문에서는 2 에서 GMW 

수열과 No 수열의 특성을 포함한 배경지식들을 소개

하고 3 에서는 GMW 수열과 No 수열에 의해 생성

된 이진수열[9]을 소개한다. 4 에서는 3 에서의 수

열을 확장한 형태의 수열을 구성하여 상 계수를 분

석하고 5 에서는 르장드르(Legendre) 수열로부터 

생성되는 확장수열을 제시한다.

Ⅱ. 배경지식

[정의 1] 집합      ≤ ≤를 주기가 

   인 이진 수열들의 집합이라 하자.

≤  ≤  에 하여 다음과 같이 정의된 

을 의 번째 수열과 번째 수열에 한 상 함수

(correlation function)라 한다.

  





  ≤ ≤

[정의 2]  을 만족하는 ∈에 하여 다음

과 같이 정의된 함수 
   → 을 트

이스(trace) 함수라 한다:


   






⋅

[정리 3] 트 이스 함수는  다음 성질을 만족한다.

1) 
  

   ∈ ∈
2) 

   
 

 

 ∈  ∈
3) 방정식 

    ∈을 만족하는 해는 

개다. ∈

4) 0이 아닌 모든 ∈  에 하여


∈ 



 
 

5) 
 


  ∈

 
   ≤ ≤   ∈라 두면 수열 

은 -수열이 되고, 상 계수들의 집합은 

  이다.

 을 만족하는 ∈에 하여 다음과 같이 정

의된 수열 을 GMW 수열이라 한다[10].

 
  

여기서 는 의 한 원시원소이며 

(≤  )은 gcd   을 만족한다. 

GMW 수열의 상 계수들의 집합은   이

다.

    ∈ ,   ,라 하

자.

      ≤ ≤ ≤ ≤ 

을 다음을 만족하는 개의 이진수열들로 이루어진 

모임이라 하자.

  
  ⋅ (1)

여기서 는 의 한 원시원소이며 

(≤  )은 gcd    을 만족한다. 

≤  ≤ 이면 ∈이며 

     ≤ ≤ 이다. 

(1)에서     일 때 GMW 수열이고,  ≠  일 때, 

No 수열이다 [10, 11]. No 수열의 상 계수들의 집합

은   이다.

Ⅲ. GMW 수열과 No 수열에 의해 생성된 수열

GMW 수열과 No 수열의 합성수열  가 다음과 

같다고 하자.
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    ( ≠)

여기서 는 의 한 원시원소이며 

(≤  )은 gcd  을 만족한다. 

≤  ≤ 이면 ∈이며 

  ≤ ≤ 이다. 수열 의 

×  배열을 라 하자. 이 배열을 수

열 에 한   삽입수열 (interleaved 

sequence)라 한다.

[보조정리 4] 에서 생성된 수열 에 한  

  삽입수열 의 각 열은 0-수열이거

나 에 의해서 생성된 -수열이다.

(단,  )

(증명) 수열 에 하여 

  


  
  


  

이다.     (≤ ≤
 , ≤ ≤) 라 

하자. 그러면 는  의 원시원소이며  는 다

음과 같다.

   
 



  

 


 
  




  

 


    




  

 

 라 하면 

  
 이다. 따라서    이면 

의 -열은 -수열이 되고  이면 

의 -열은 
에 의해서 생성된 -수열이다. 

그런데 gcd   이므로 
에 의해서 생성된 

-수열과 에 의해서 생성된 -수열은 같다.   □

[따름정리 5] 두 수열 와 와 합성 수열에 

한   삽입수열 의 각 열은 

0-수열이거나 에 의해서 생성된 -수열이다. 

(단,  )

[정리 6] 임의의   ≤  ≤   

≤ ≤에 하여 이거나 이면

∈  

이다.

(증명) ≤≤에 하여

   ≤ ≤
  ≤ ≤

라 하자. 

   
    

     
     

      
  

    
      

라 하면 

  
 ⋅   (2)

보조정리 4와 따름정리 5에 의하여 (2)의 각 열은 0-

수열이거나 -수열이다.

         ≤ ≤

라 두면 0-수열인 열의 개수는 , -수열인 열의 

개수는  이다. 그러므로

   
  

  


    

     

이다.   ,  인 경우를 제외하고  ∈ 
와 ≤≤에 하여 은   의 세 개의 

값  하나를 가짐을 보이면 증명은 끝이 난다.

≤≤에 하여 

   
 

   

라 정의하자. gcd   이면

     ⇔      ≤ ≤

이다. 왜냐하면     이면   이고   
 

이므로
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이다. 역으로     이면 다음 세 가지 경우가 생

긴다.

(i)  
  

  

  

   

이고 

    




  

 

 인 경우에

         이다.

(ii)  
  

  

  


 



이고  
   


  

 

 인 경우에 

  이고   
  이다.

(iii)  
  

  

  

 

이고

 
   


  


 


인 경우에 

     
    이다.

 ≠ ≠이므로 (i), (iii)을 제외한 (ii)에 의해서 

      이다. 그러므로     ≤ ≤을 

만족하는 의 개수를 구하는 것과     을 만족

하는 의 개수를 구하는 것은 같다.

 
∈ 라 하자. 그러면

    
 

  

 
  

  
  

  






  

  

  



  



 

이다. 여기서   
 이다. 

   
 




  

  라 하자.

그러면     를 만족하는 의 개수는 

  를 만족하는 의 개수와 같다. 따라서 

  를 만족하는 의 개수가 0, 1 혹은 2임을 

보이면 된다.

두 가지 경우로 나 어 생각하자.

(i)     인 경우:

      이므로     이다. 그러므로

  
    이다.

(ii)   인 경우:

    ⇔
 




  

     

이다. 에 한 2차방정식의 계수들은 모두  

의 원소들이므로 이 2차방정식은    에서 해

를 개, 개 혹은 개를 가질 수 있다. 

  


   
    



라 두면 (3)에서의 2차방정식은    이다. 

이면 해를 하나만 갖고 인 경우에 



    이면 해가 존재하지 않으며 


    

이면 두 개의 해를 갖는다[12]. 

따라서       가 된다.         □

Ⅳ. GMW 수열과 No 수열에 의해 생성된 
수열의 확장수열과 상관계수

은 양의 정수이고   ,  이라 하자.  

는 각각  의 원시원소이고 

   이다. 인덱스 집합 와 집합 

    ⋯,   에 해서 

 
∈



   이 이상 인 자기상 계수 공

리를 만족하는 경우만을 생각한다[13]. 은 

gcd  , ≤ 을 만족하는 양의 정수일 

때, 확장수열은 다음과 같다:


 

∈

 

 
  

  
  

 
   

(∈ ∈ )

는 의 고정된 원시원소라 하면 다음의 정리

가 성립한다.

[정리 7] 수열 {
}, {

}의 상 계수는
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이다. 

(   
  

    ) (≤   )

(증명)     (≤  ≤ 
, 

≤  ≤),  
  라 하자.


  


  이고


 

∈

 

   이다.

  
   

   라 두면




 
∈

이다.

    
  

  

 

   

  

 
  

  


  

 

 

∈



 

(i)  이면 
  

 

 

∈



 

 

(ii)≠이면 
  

 

 

∈



 

에서 

(-1)의 지수는 수열 {}의 쉬 트이다. 

gcd    이므로 수열 {}는 밸런스이고 

이상 인 자기상 계수 공리를 만족한다.

따라서 ≠  이면

 
  

 

 

∈



 

   이다.

      ≤    라 두면

   
 

이다.

   이므로

 

    ≤  




따라서  


 

이다.         □

정리 6, 정리 7   
∈



 이 이상 인 

자기상 계수 공리를 만족한다는 사실에 의해서 다음 

정리가 성립한다.

[정리 8] 확장수열


  

∈ 



  
  

 
 

에 해서 
 와 

  의 상 계수 

는 세 가지의 값     

을 갖는다.

(증명) 정리 6에서 의 값이 0, 1, 2가 되는 것과 마

찬가지로 정리 7에서도 의 값이 0, 1, 2가 된다. 

 


에 의해서 는 0, , 이다. 정

리 7의 결과에 입을 하면 

∈    이다.      □

Ⅴ. 르장드르 수열로부터 생성되는 확장수열

를 2가 아닌 소수라 하면 주기가 인 르장드르 수

열 는 다음과 같다.

 








 ≡ mod 
 가이차잉여mod 
 가비이차잉여mod 

≡mod 이면 는 이상 인 자기상 계수 

공리를 갖는다. 주기가   (메르센느 소수)인 

르장드르 수열의 트 이스 표 은 아래와 같다.

[보조정리 9][14] 소수   (≥)과 의 

원시원소 에 해서 (은 mod의 정수들의 집

합) 












  를 만족하는 의 원
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시원소 가 존재하고   











 인 주

기 인 수열     ⋯는 르장드르 

수열이다.

[정리 10] 정수 에 하여 이 소수이고, 

 이며 는 의 원시원소라 두자.

는 의 원시원소이다. ≤ 인 에 

하여 수열   와 수열의 집합 를 다음과 같

이 두자.

    
  


 

 


       



  

(∈ ∈)

  ≤ ≤  ≤  ≤ 

에 속하는 서로 다른 두 수열 사이의 상 계수는 

  의 세 가지 값  하나이다. 

(단 ≡mod )
(증명) 보조정리 9에서     ⋯

(  










 )는 이상 인 자기상 계수 

공리를 만족하므로 정리8에 의해서 에 속하는 서로 

다른 두 수열 사이의 상 계수는      

    하나이다.                           □

Ⅵ. 결 론

본 논문에서는 GMW 수열과 No 수열에 의해 생성

된 이진수열을 확장한 수열을 소개하 다. 그리고 확

장된 수열의 상 계수가   의 

세 가지 값만 가짐을 보 다. 한 르장드르 수열로부

터 생성된 확장수열을 얻었다. 이는 암호 시스템  

통신 시스템에 도움이 되며 특히 CDMA 시스템 신호 

디자인에 유용한 연구라고 사료된다.
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