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예비교사의 미분영역에 관한 내용지식의 분석1)

조 완 영*

2)

Ⅰ. 서론

훌륭한 수학교사가 알아야 할 지식에서 수학내용

에 대한 지식은 매우 중요하다. 특히 교사 양성 과

정에서 어떤 수학을 어떻게 배우는가에 따라 수학

교사의 전문성 수준이 달라진다. 예비교사가 배우는

수학은 수학을 배우는 목적의 차이 때문에 예비 수

학자가 배우는 수학과 달라야 한다. Dewey(1902,

29-30)의 다음 설명은 이러한 차이를 잘 나타낸

다(Sowder, 2007, 162-163에서 재인용).

모든 학문 또는 교과는 두 가지 측면이 있다.

하나는 과학자를 위한 것이고 다른 하나는 교

사를 위한 것이다. 이러한 두 가지 측면이 결코

상반되거나 갈등상태에 있는 것은 아니다. 그러

나 두 가지 측면이 동일하지도 않다. …

20세기 초 Felix Klein도 수학 교사교육의 ‘이

중단절’ 문제를 지적한 바 있다. 예비 수학교사

는 교사 교육과정에서 학교수학과 차원이 다른

순수 수학을 배우면서 한 번의 단절을 경험하고,

현직교사가 되면 대학에서 배운 학문적 수학과

차원이 다른 학교수학을 가르치면서 또 한 번의

단절을 경험한다는 것이다(박경미, 2009; 조완영,

2010에서 재인용).

이러한 이중단절의 문제는 여전히 해결되지

않고 있다. 예비 수학교사들은 소위 ‘수학내용학’

전공분야에서 학교수학과 학문적 수학 사이의 관

계를 충분히 탐구할 기회를 갖지 못하고 있다.

여기에는 대학에서 배우는 학문적 수학을 잘 이

해하면 학교수학을 큰 어려움 없이 잘 가르칠 수

있다는 믿음이 배경으로 작용하고 있다. 예를 들

어 사범대학에서 해석학을 ‘잘 배우면’ 고등학교

에서 미적분학을 잘 가르칠 수 있다는 것이다.

완전히 틀린 주장은 아니다. 그러나 문제는 어떤

내용을 어떻게 ‘배우느냐’에 달려 있다.

최근 한국과 중국에서 예비교사를 위한 ‘수학

내용학’에서 학교수학과 학문적 사이를 연결시키

려는 시도가 있어 왔다(조완영, 2010에서 재인
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본 연구의 목적은 예비교사의 미분영역 수학내용 지식을 조사하는 데 있다. 이를

위해 수학교사가 알아야 할 수학내용 지식을 학교수학의 내용지식과 과정지식, 학교수

학과 연결된 학문적 수학으로 구분하고, 이를 교육과정과 연결하여 검사지를 개발하였

다. 연구대상은 예비교사 70명이었으며 연구결과 어떤 교사교육 프로그램을 경험하는

지에 따라 예비교사의 수학내용 지식의 수준이 달라질 수 있음을 시사한다. 특히 예

비교사들은 익숙하지 않은 문제 상황에 어려움을 겪는 것으로 나타났다. 특히 평균값

정리의 활용에 관한 문제나 미분의 활용 문제에서 해석학적 수준으로 볼 때 어려운

내용이 아님에도 불구하고 정답률이 특히 낮은 것으로 나타났다.
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용). Li와 Haung, Shin(2008)의 중등 예비교사를

위한 수학 교과 지식에 대한 최근의 동향을 비교

한 연구에 따르면 중국과 한국에서 전통적, 혁신

적 교사교육 프로그램 모두 기본적으로 학문적인

수학 지식과 논리적인 추론을 강조하고 있다.

중국의 경우 혁신적인 수학 과정에서 추상대

수와 해석기하 그리고 해석학 등에서는 여전히

어려운 학문적인 수학 내용을 유지하고 있었지

만, 현대수학과 학교수학, 중등 대수 연구, 중등

기하 연구, 중등 확률과 통계 연구 등의 교과에

서는 학문적 수학과 학교수학 사이의 연결을 다

루고 있다. 한국의 혁신적인 예비수학교사 교육

프로그램에서는 수학 내용학과 수학 교수법 모

두 중요하다는 인식 아래 학문적 수학과 학교수

학 사이의 내적 연결과 수학과 그 수학내용의

교수법 사이의 관련성 모두를 포함시키려고 노

력하였다(Li․Haung․Shin, 2008, 83쪽).

수학교사가 알아야 할 수학내용 지식이 무엇인

가에 대한 본질적인 질문은 여전히 남아 있다. 단

순히 학문적인 수학을 배우고 그 예로 학교수학

을 다루는 정도로는 부족하다. 조완영(2010, 2011)

은 수학교사의 내용지식을 학교수학의 내용과 문

제해결, 추론과 증명, 표현과 의사소통, 연결성 등

의 과정, 학교수학과 연결된 학문적 수학으로 개

념화한 바 있다. 그렇지만 수학내용 지식이 무엇

인가에 대한 논의는 수학철학과도 관련이 있으며

수학교육에 대한 사회의 요구와도 무관하지 않다.

예를 들어, 수리논술, 수학 영재교육, 융복합 인재

교육에 필요한 수학교사의 내용 지식이 무엇인가

도 지속적으로 연구되어야 할 것이다.

본 연구는 조완영(2010, 2011)이 제시한 교사

의 수학내용 지식을 토대로 예비교사의 미분영

역 내용 지식을 조사하는데 목적이 있다. 이러

한 연구는 수학 교사 교육 프로그램 개선에 대

한 시사점을 제공할 수 있을 것이라 기대한다.

Ⅱ. 미분 영역의 MCK

1. MCK2)

MCK의 개념은 학자에 따라 다소 다르게 정의

된다. Ponte와 Chapman(2006)은 1977년부터 2005

년까지 PME에 보고된 논문을 ⅰ) 교사의 수학지

식, ⅱ) 수학 수업에 대한 교사의 지식, ⅲ) 교사

의 신념과 개념, ⅳ) 교사의 실행으로 영역을 구

분하여 분석하였다. 여기서 수학지식은 학문적인

교과 영역에 관한 것으로 사회적․교육적 조건과

가치, 교육과정의 방향, 공학적 자원에 따라 달라

지는 전문적 지식으로서의 수학 수업에 대한 지

식과 구분된다. Ponte와 Chapman(2006)에 따르면

같은 기간 동안 이 분야에 대한 연구는 “교사의

수학 지식에서 부족한 것은 무엇인가?”라는 질문

으로 주로 기하, 함수, 곱셈과 나눗셈, 분수, 문제

해결 등의 영역에서 이루어졌다. 대부분의 경우

학교수학의 범주를 벗어나지 않았다.

Shulman은 MCK를 “수학 그 자체”로 학문의 실

체론적 구조와 구문론적 구조를 포함하는 지식

(Schwab, 1978; Grossman, 1990)으로 정의하였다. 여

기서 실체론적 지식은 수학적 사실, 개념, 원리, 법

칙 그리고 설명 형식을 의미하며, 구문론적 지식은

현재 수학자들에 의해 받아들여지는 새로운 지식의

정립 과정, 패러다임, 규준, 합의에 관한 지식을 의

미한다(이기영, 2009에서 인용).

Ball et al.(2008)은 교과내용 지식(SMK)을 공

통내용지식(Common Content Knowledge: CCK)

과 특수내용지식(Specialized Content Knowledge:

SCK)으로 구분하였다([그림 Ⅱ-1]).

2) Shulman이 제시한 교과내용 지식(SMK)를 수학교과에 적용한 수학내용 지식(Mathematical content knowledge,

이하 MCK)을 의미한다.
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[그림 Ⅱ-1] MKT의 구성

Ball, D. L., Bass, H., Hill, C., & Phelps, M.

(2006)(조선아, 2010에서 재인용)

공통내용 지식은 학습자에게 가르칠 수학 지

식을 의미하는 것으로 어떤 수학문제에 대해 단

순히 답을 계산하거나 수학 문제를 옳게 해결하

는 것을 나타낸다. 조선아(2010)은 미분 단원에

서 공통내용 지식을 측정할 수 있는 문항으로

평균변화율과 순간변화율의 차이를 묻는 문제를

예로 제시하고 있다. 공통내용 지식은 학교수학

의 내용에 초점을 둔 개념이다.

특수 내용 지식은 학습자에게 직접 가르치지

않지만 교사가 이해하고 있어야 할 수학 지식을

포함하는 개념으로 수학을 가르치는데 필요한

고유한 기술이라 할 수 있다. 교사의 수업은 일

상적으로 반복되는 작업이지만 동시에 고유한

수학적 이해와 추론이 요구되며 교사는 학생들

이 알아야 하는 지식보다 더 많은 수학 지식을

알아야 한다. 여기에는 수학을 필요로 하는 다른

직업 예를 들면 회계사나 엔지니어들이 사용하

는 수학은 물론 왜 그런지를 설명하고 이를 위

한 문제를 만드는 지식이 포함된다.

Ball et al.(2008)이 제시한 MKT의 교과지식

이나 Shulman이 제시한 교과지식의 실체적 지

식과 구문적 지식에 학교수학 자체는 물론 수

학적 추론과 증명, 표현과 연결, 문제해결 등이

포함되는 것은 분명하다. 그러나 학문적 수학

의 범위나 학교수학과의 관련성은 명확히 드러

나지 않는다.

PCK에 관한 국내의 연구에서도 수학내용 지식

을 다양하게 정의하고 있다. 김구연(2007)은 PCK

를 수학에 대한 지식, 학습자의 이해에 대한 지식,

교수법에 대한 지식으로 구분하고 수학 교과내용

지식을 “각 개념과 주제 사이의 연계성, 다양한

형태의 문제해결력, 교과서에 대한 이해”를 포함

하는 것으로 정의하였다. 조성민(2006)은 교과 내

용 지식을 “교과의 내용이 본질적으로 가지고 있

는 부분 즉 수학에 대한 지식을 의미하는 것”으로

정의하면서 학교수학 교육과정에 대한 전반적인

지식을 기반으로 개념에 대한 정의와 사례의 구

분, 연결성에 대한 지식을 포함하고 있다고 주장

하였다. 김구연과 조성민이 제시한 교과 지식에서

도 학문적 수학을 어느 범위까지 포함할 것인지에

대한 주장은 보이지 않는다. 반면 신현용과 이종

욱(2004)은 “수학과 학교수학에 대한 포괄적 이해

로 수학 개념과 절차 및 연결성, 개념과 절차에

대한 다양한 표현, 추론을 통해 문제를 해결하고

의사소통하는 방법을 포함한다.”고 교과지식을 정

의하여 학문적 수학이 교과지식에 포함되어야 함

을 함축하고 있다.

Stacey(2008)는 중등수학을 가르치는데 필요한

수학을 ‘수학’을 아는 것, 활동으로서의 수학을

경험하는 것, 수학사와 수학철학 등과 같은 수

학에 관하여 아는 것, 학습 방법을 아는 것 등

네 가지로 구분하였다. 특히 Stacey(2008)는 교사

가 알아야 할 ‘수학’에 대하여 예비 수학교사들

이 배우는 학문적 수학과 학교수학과의 연결을

이해하는 것이 중요하다고 주장하였다.

조완영(2010, 2011)은 Stacey(2008)의 연구에서

제시한 교사가 알아야 할 ‘수학’을 보다 구체화하

여 학교수학의 내용과 과정, 학교수학의 배경이

되는 학문적 수학 등으로 제시하고 이를 교사가

알아야 할 MCK라 명명한 바 있다. 암묵적으로
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교육과정의 범위 내를 학교수학의 내용의 경계로

다루고 있지만 수리논술, 영재교육, 통합교육 등

을 고려할 때 수학교사의 학교수학에 대한 지식

은 교육과정 범위를 벗어날 수도 있다. 학교수학

의 과정은 다양하게 논의할 수 있지만 2009 개정

교육과정에 따라 수학 내․외적 문제해결, 추론,

표현을 포함한 의사소통으로 정의한다. 여기서의

문제는 학문적 수학을 어느 정도까지 포함시켜야

하는 것을 결정하기 어렵다는 데 있다. 수학교사

가 알아야 할 학문적 수학과 수학자가 알아야 할

학문적 수학은 목적이 다르기 때문에 그 내용과

방법도 다를 수밖에 없다는 점이다. 학문적 수학

을 많이 알수록 좋겠지만 본 논문에서는 수학교

사가 알아야 할 학문적 수학을 잠정적으로 ‘학교

수학의 배경지식으로 작용하는 학문적 수학’이라

는 최소 기준 개념을 적용한다.

2. 미분 영역의 MCK3)

2009 개정수학과 교육과정에서 미분은 미적

분1과 미적분2에서 다룬다([표 Ⅱ-1], [표 Ⅱ-2]).

[표 Ⅱ-1] 미적분Ⅰ 내용체계

[표 Ⅱ-2] 미적분Ⅱ 내용체계

미적분Ⅰ의 다항함수의 미분법에서는 미분계

수, 도함수, 도함수의 활용을 다루고 있다. 미분

계수에서는 미분계수의 뜻, 기하학적 의미, 미분

가능성과 연속성을, 도함수에서는 도함수의 의미

와 다항함수의 도함수 구하기를, 도함수의 활용

에서는 접선의 방정식, 평균값정리, 극대와 극소

판정, 방정식과 부등식, 속도와 가속도 문제를

다루고 있다. 미적분Ⅱ에서는 여러 가지 미분법

과 지수함수와 로그함수, 삼각함수의 미분을 다

루고 있다.

본 연구에서는 수학교사가 알아야 할 미분 영

역의 MCK 모두를 다루지는 않는다. 선행연구(김

정희, 2005; 조선아, 2010 등)에서 제시된 학생들

이 어려워하거나 수학교사가 특히 알아야 할 내

용지식을 중심으로 다룬다. 미분 계수 개념의 통

합적 이해, 미분가능성, 도함수의 그래프를 이용

한 원함수의 그래프 개형 그리기, 역함수의 미분

법, 로피탈의 정리, 평균값정리, 극값의 정의, 도

함수의 활용 등이다.

미분계수 개념은 대수적이고 절차적인 측면을

강조하는 경향이 있다. 미분개념을 이해하고 활

용하는 것이 단순히 미분계수를 구할 줄 아는 것

[그림Ⅱ-2] 미분계수의 통합적 이해

3) 미분영역에서 교사들이 알아야 할 모든 MCK를 논의하지는 않는다. 2009 개정 수학과 교육과정의 미적분

학Ⅰ을 중심으로 중요한 개념을 중심으로 논의한다.
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이상으로 중요하다. 교육과정에서 미분계수의 뜻

과 기하학적 의미를 분리해서 다루지만, 미분계

수 개념은 본래 접선문제와 속도문제에서 비롯된

것이고 곡선 위의 한 점에서의 접선의 기울기가

곧 미분계수이다. 따라서 미분계수 개념을 수학

적으로 정의하기 전에 접선의 기울기와 순간속도

문제를 해결하고 이를 수학화하는 과정으로 미분

계수의 뜻을 이해하는 것이 미분의 활용에 도움

이 된다. 즉, 미분계수 개념의 통합적 이해가 필

요하다4)([그림 Ⅱ-2]).

도함수 


 lim

 →



는 →일 때 비 



의 극한값이다. 이를 구하는 과정에서 처음에는

가 0이 아닌 것으로 취급되지만 나중에는

  을 대입하게 되어 학생들에게는 매우 혼

란스럽다(정상권, 2004). 예를 들어,   에

서 ′  


를 구하면

lim
 →




 lim

 →


    

 lim
 →

   

이다. 여기서  ≠으로 생각하여 식을 간단히

한 다음   을 대입하여 계산하게 된다. 이러

한 혼란은  를 이용하여 미분계수와 미분가능

성을 다룸으로써 해결되지만 학교수학에서는 이

것을 엄밀하게 다루기 어렵다. 그렇지만 교사는

직관적으로 다루는 미분계수와 도함수 개념의

어려움을 이해하고 이에 대한  에 의한 엄밀

한 정의와 그 의미를 알아야 한다.

미분가능성의 문제는 


 lim

 →



의 극한값

이 존재하느냐의 문제이다. 고등학교 교과서에

서는 좌미분계수와 우미분계수를 대수적으로 계

산하거나 좌우에서의 접선의 기울기를 조사하여

미분가능성을 설명하고 있다. 미분가능성과 연속

의 관계가 중요하게 다루어진다. 함수의 연속성

은 미분가능성의 충분조건이 아니다. 특히 함수

  
  

∞



 cos는 모든 실수에서 연속이지

만 모든 점에서 미분가능하지 않은 함수이다.

최나영(2001)은 고등학교 자연계열 2학년 학

생 98명을 대상으로 미분개념에 대한 오류와 오

개념에 관한 조사연구에서 학생들이 도함수의

그래프에서 함수의 그래프를 유도하는 과정에서

오류를 보이고 있음을 보고하였다. 미적분 영역

의 학습이 대수적, 절차적 지식 중심이고 개념

적 이해는 부족하다는 연구 결과(김정희, 2005)

를 볼 때, 도함수의 그래프가 주어졌을 때 원함

수의 그래프의 개형을 그려보는 활동은 매우 중

요한 의미를 갖는다.

본 연구에서는 여러 가지 함수의 미분법 중 연

쇄법칙으로 알려진 합성함수의 미분법에 대해 논

의한다. 고등학교에서 합성함수의 미분법은 일반

적으로 다음과 같이 정리된다(류희찬 외, 2010).

[그림Ⅱ-3] 합성함수의 미분법

연쇄법칙을 증명하는 과정에 조심해야 할 조

건이 있다. 함수   가   에서 미분가능

하고   가   에서 미분가능하면, 연쇄

법칙은  ∘′  ′′가 된다. 연쇄법칙

은 →일 때,

 

 
 

 
·  

 

의 값을 구하는 것과 관련이 있다. 여기서 문제는

   이 될 수도 있다는 점이다. 고등학

교 교과서에서는   ≠이라고 선언한 후

증명을 한다. 그러나 해석학에서는 Caratheodory의

4) 통합적 이해란 수학 개념을 이해할 때 맥락과 연결된 개념정의, 대수적․기하적 표현, 간단한 응용상황을

포함하여 수학을 이해하는 것을 의미하는 것으로 본 연구자가 제안하는 대안적인 용어이다.
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정리5)를 이용하여 이 어려움을 피하고 있다(Bartle

와 Sherbert, 2000). 이러한 조건을 학생들에게 설명

하기는 어렵지만 수학에서는 매우 중요하다. 예를

들어, 미적분학의 기본정리는 ‘폐구간에서 연속’인

함수에 대하여 성립하는데 이런 조건을 소홀히 하

는 경우 다음과 같은 오류를 범할 수 있다 .

  


은   에서 불연속이기 때문에 미적분

학의 기본정리를 적용할 수 없다.


 






   


   

  


 


 



고등학교 수준에서는 연속인 함수를 전제로 함

수의 그래프를 이용하여 직관적으로 극값을 설명한

다. 이러한 설명 방식은 닫힌구간의 양 끝 점이나

상수함수 등에서 극값을 갖는지를 판단하기 어렵게

만든다. 그러나 대학 수준의 미적분의 정의6)에 따

르면 상수함수는 정의역의 모든 점에서 극댓값과

극솟값을 갖는다. 수학교사는 이런 정의에서의 차

이를 알아야 한다. 특히 다음과 같은 문제는 문제

오류의 도전을 받을 수 있다(조완영, 2011 참조).

함수   의 그래프가 그림과 같이 주어질

때, 다음 <보기>의 설명 중 옳은 것을 모두 고

른 것은? 그 이유를 간단히 설명하시오.

㉠   는   에서 미분불가능하고,   에서

미분가능하다.

㉡ 이 그래프의 극값은 두 개다.

㉢    에서 불연속이며, 접선이 존재하지 않는

다.

㉣ 구간  에서 ′  임을 보여 주고 있다.

① ㉠ ② ㉢ ③ ㉡,㉢ ④ ㉢,㉣ ⑤ ㉡,㉢,㉣

2009 개정 수학과 교육과정에서는 미적분Ⅰ에

서 평균값정리를 다루도록 되어 있다. 평균값정리

는 롤의 정리를 이용하여 도입하고 “함수의 그래

프를 이용하여 나타내고 그 정리가 성립함을 이

해”(교육과학기술부, 2011)하는 정도로 다루도록

제시되어 있다. 학생들이 평균값정리를 통합적으

로 이해하기 위해서는 평균값정리가 무엇인지를

대수적, 기하적 표현으로 나타내고 설명할 수 있

으며, 평균값정리가 구간단속의 원리가 됨을 알아

야 한다. 또한 평균값정리가 성립하는 이유를 롤

의 정리와 관련하여 설명할 수 있어야 한다. 또

한, 평균값정리를 이용하여 도함수 ′으로부터 함

수 의 성질을 추론할 수 있다([그림Ⅱ-4]). 이러

한 학교수학의 내용과 과정은 평균값정리와 관련

된 수학교사의 MCK에 포함된다.

한편, 학교수학에서 평균값정리의 설명에서는

′  

 
를 만족하는 점 ∈ 의 존

재성만 보장해 줄 뿐, 그 값이 구체적으로 무엇

인지는 말해주지 않는다(정상권, 2004). 이 정리

를     ′ 로 나타낼 수 있으므로,

부등식

  ≤ ′ 

이 성립하며 이 부등식으로부터 두 함숫값의 차

이를 알 수 있다(정상권, 2004, 348쪽). 즉, 평균

값의 정리는 두 함수의 차를 구하는데 중요한 역

할을 한다. 미분의 평균값정리와 마찬가지로 적

분의 평균값정리가 존재한다. 학교수학에서 적분

의 평균값정리를 다루고 있지 않지만 교사는 이

를 알고 있어야 하며 미분의 평균값정리와 적분

5) 가 구간 ∋에서 정의된다고 하자. (ⅰ)가 에서 미분가능하다. (ⅱ)에서 연속이고 다음을 만족하는

∋에서의 함수 가 존재한다.      이고   ′ 이 때, (ⅰ) ⇔ (ⅱ). 여기서

 







  

 
 ≠

′   
임을 알 수 있다(Bartle와 Sherbert, 2000).

6) 모든 ∈∩에 대하여  ≤ 또는  ≥ 가 되는 의 근방    가 존재하면 함수

  →는 ∈에서 극댓값[또는 극솟값]을 갖는다고 한다(Bartle와 Sherbert, 2000).
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의 평균값정리는 미적분학의 기본정리를 통해 연

결되어 있음을 알아야 한다.7) 이러한 내용을 학

생들에게 직접 가르칠 필요가 있는 것은 아니지

만 평균값정리가 수학내의 다른 내용과 어떻게

연결되어 있는지를 수학교사는 알 필요가 있다.

[그림Ⅱ-4] 평균값정리의 활용 문제

(유희찬 외, 2010)

2009 개정 수학과 교육과정의 미적분Ⅰ의 도

함수의 활용에서 접선의 방정식, 평균값정리, 극

값 판정, 방정식과 부등식에의 활용, 속도와 가

속도를 다루고 있다. 평균값정리와 극값 판정

문제는 앞에서 논의를 했다. 여기서는 다양한

수학외적 상황에서의 도함수의 활용에 대해 논

의한다. 교과서의 도함수의 활용 문제들은 단순

히 도함수를 구하는 문제가 대부분으로 도함수

또는 미분계수를 구하여 상황을 해석하는 문제

는 매우 드물다. 실제 수학교사들은 다음과 같

은 유형의 문제를 어려워한다(조완영, 2011). 조

완영(2011)에 따르면 조사대상 43명의 교사 중

압축률을   




로 옳게 설명한 교사는 매

우 드물었다. 이 문제는 ‘단위 부피를 기준으로’,

‘압력에 관한 부피의 변화율’, ‘양수로 나타낸 값’

이라는 세 가지 요소를 결합하여 수학적으로 표

현하는 문제이다.

<문제> 온도가 일정할 때, 단위 부피를 기준으

로 압력에 관한 부피의 변화율을 양수로 나타낸

값을 압축률()이라고 한다. 25°C에서 표본 공

기의 부피 V(m)와 압력 P(kilopascal) 사이에 다

음과 같은 관계가 성립한다고 할 때 압축률를

정의하고 P  kPa일 때의 압축률을 구하여라.

V  P


지금까지 논의된 내용이 교사에게 필요한 수

학내용 지식의 전부는 아니다. 그렇지만 선행

연구의 결과와 연구자의 교수와 관찰 경험을

토대로 미분 영역에서 중요한 내용 요소들을

요약한 것이다. 이를 토대로 예비교사의 미분

영역 수학내용을 검사하였다(<표 Ⅲ-1> 참조).

III. 연구방법

1. 연구대상

본 연구는 C 대학 사범대학 수학교육과 2-4학

년 학생을 대상으로 교사가 알아야 할 수학내용

지식을 검사하였다. 2학년은 21명, 3학년은 14명,

4학년은 35명이 검사에 참여하였다. 3학년 학생

의 경우 검사에 참여하지 않은 학생들이 있었고,

4학년 학생이 특히 많은 이유는 컴퓨터교육과 소

속으로 수학교육 복수전공을 하는 학생들과 실제

로는 5학년인 학생들이 포함되어 있기 때문이다.

소수의 학생들에서는 약간 차이가 있지만 2학년

학생 대부분은 수학Ⅰ․Ⅱ, 기초해석학을 수강하

였고, 해석학Ⅰ은 현재 수강 중이지만 확인한 결

과 미분까지는 진도를 마친 상태였다. 즉, 본 연

구의 검사지 문항에 관련된 내용을 해석학에서

최근 배운 상태다. 3학년 학생들은 해석학 관련

과목을 수학Ⅰ․Ⅱ, 기초해석학, 해석학Ⅰ․Ⅱ,

미분방정식을 수강하였고, 복소해석학Ⅰ을 수강

중에 있다. 4학년은 수학Ⅰ․Ⅱ, 기초해석학, 해

7) 서울대 2010 논술문제에 출제됨
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석학Ⅰ․Ⅱ, 복소해석학Ⅰ․Ⅱ, 미분방정식을 수

강하였으며 현재 실해석학을 수강 중에 있다. 조

사 대상 학생들은 미분과 관련이 있는 해석학 분

야의 수학내용학을 4-9개 과목을 수강하였거나

수강 중에 있다.

2. 검사 문항

조완영(2011)이 제시한 수학 교사가 알아야

할 수학 내용 지식과 교육과정을 기반으로 예비

교사의 수학 내용 지식을 측정하기 위한 문항을

구성하였다. 문항은 6개의 내용 영역으로 구분

하였으며 모든 문항이 2-5개의 하위문항으로 구

성되었다. 6개 문항 모두에 학교수학의 내용과

과정을 묻는 하위문항이 포함되어 있으며, 미분

가능성(2-2), 합성함수의 미분법 증명(4-2), 평균

값의 정리(5-4, 5-5)에 관한 문항에서는 학교수학

과 관련된 학문적 수학 수준의 문항을 하위문항

으로 구성하였다 . 6번 문항은 미분을 수학내

(6-3)․외적(6-1, 6-2) 상황에 응용하는 문제해결

력 문제를 제시하였다. 본 검사지는 연구자가

개발하거나 선택한 것이며 해석학 전공 교수 2

명과 교사 4명의 검토를 거쳐 최종 확정되었다.

1번 문항은 미분계수를 다루기 전에 접선(1-1)

과 순간속도(1-2)를 정의할 수 있는지를 묻는 문

항이다. 2번 문항은 1번 문항과 관련된 미분가능

성의 정의를 고등학교 수준과 대학 해석학 수준

에서 묻는 문항(2-1)과 도함수를 구하는 문항

(2-2)으로 구성되어 있다. 특히 문항 2-2는 도함

수의 정의를 아는지를 알아보고자 제시한 문항

이다8). 미분계수의 문항은 미분계수를 통합적으

로 이해하고 있는지를 측정하고자 하는 의도로

구성하였다. 미분계수의 통합적 이해란 역사발생

적 근원 문제인 접선문제와 속도문제와 관련시

켜 미분계수의 의미를 알고, 대수적, 기하적 표

현으로 설명할 수 있으며, 미분계수의 활용을 통

합적으로 이해하는 것을 의미한다.

3번 문항은 도함수의 그래프를 보고 원함수의

그래프의 개형을 그리는 문항(3-1), 극값에 관한

문항(3-2), 위로 오목인 구간을 구하는 문항(3-3)

으로 구성되었다(Stewart, 2008 참조). 이 문항은

학교수학의 내용과 과정에 관한 지식을 측정하

기 위한 문항이다. 제시된 ′의 그래프는   에

서 미분불가능이고 이에 대한 학생들의 해석을

관찰하고자 하였다. 특히 문항 3-3은 주어진 ′
의 그래프를 보고 ″에 관한 정보를 파악한 후

다시 함수 이 위로 오목인 구간을 찾는 문제로

그래프 해석을 묻는 문항이다.

4번 문항은 합성함수의 미분법을 증명하는 문제

로 고등학교 수준(4-1)과 대학 수준(4-2)에서의 증

명을 요구하였다. 증명 능력과 더불어 →일 때,

 

 
 

 
·  

 

의 값을 구하는 과정에서    이 될 수

도 있다는 점을 어떻게 고려하고 있는지를 측정

하고자 하였다.

5번 문항은 미분의 평균값정리에 관한 문항으

로 평균값정리의 내용과 기하학적 의미를 묻는

문항(5-1), 미분의 평균값정리가 구간 과속 단속

을 어떻게 설명하는지를 묻는 문항 (5-2),

′  이면 상수함수임을 증명하는 문항(5-3)

(유희찬 외, 2009 참조), 미분의 평균값정리와 적

분의 평균값정리 사이의 관계(5-4), 미분의 평균

값정리의 수학 내 활용 예에 관한 문항(5-5)로

구성되었다. 특히 5-2문항은 평균값정리의 실세

계 활용 능력을 측정하는 문제이고 5-3은 미적분

학의 기본 정리를 이용하여 미분의 평균값정리

와 적분의 평균값정리의 관계를 묻는 문항이다.

특히 5-5 문항은 평균값정리의 수학 내 활용 예

를 제시하는 문항으로 학문적 수학의 범주에 포

8) 검사문항의 구체적인 내용은 Ⅵ. 결과 분석 및 논의에서 제시한다.
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내용요소 문항
학교수학

학문적 수학
내용 과정

미분계수의 통합적 이해 1

1-1

○
문제해결

표현과 의사소통

1-2

미분가능성 2
2-1 ○

추론과 증명

표현과 의사소통
○

2-2 ○

함수와 도함수의 그래프 관계 3

3-1

○ 표현과 의사소통3-2

3-3

미분법 4
4-1 ○ 추론과 증명

4-2 추론과 증명 ○

평균값정리 5

5-1 ○ 표현과 의사소통

5-2 ○ 문제해결

5-3 ○ 추론과 증명

5-4 추론과 증명 ○

5-5 ○

도함수의 활용 6

6-1
○

수학외적

문제해결6-2

6-3 ○ 수학내 문제

<표 Ⅲ-1> 미분 영역의 수학내용 지식

함된다. 평균값정리에 관한 이러한 문항 구성은

평균값정리의 통합적 이해와 관련된다. 평균값정

리를 통합적으로 이해한다는 것은 평균값정리가

무엇인지를 알고 이를 대수적, 기하적 표현으로

설명할 수 있으며, 수학 내외의 상황에서 어떻게

활용되는지를 동시에 이해하는 것을 의미한다.

6번 문항은 도함수의 활용에 관한 문제이다.

6-1은 선형밀도를 구하는 문제로 어느 한 점에서

의 선형밀도가 평균 선형밀도의 극한임을 해석할

수 있어야 해결할 수 있는 문제이다(Stewart, 2008

참조). 6-2와 6-3은 교과서나 익힘책 등에서 볼 수

있는 문제로 6-3은 수학외적 문제이고 6-3은 수학

내적 문제로 공통접선을 구하는 문제이다. 검사

문항을 요약하면 <표 Ⅲ-1>과 같다.

3. 자료수집 및 분석방법

본 연구는 조완영(2011)이 제시한 수학 교사

가 알아야 할 수학 내용 지식을 기반으로 검사

지를 개발하여 예비교사들의 미분영역 내용 지

식을 조사한 연구이다.

선행연구를 바탕으로 교사의 수학 내용 지식

을 개념화하였으며 이를 근거로 미분영역에 관

한 예비교사의 수학내용 지식을 조사하기 위한
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검사지를 개발하였다. 2012년 5월 예비교사 70

명을 대상으로 검사를 실시하여 70명 전원의 자

료를 수집하였다.

검사지 분석은 반응 유형별 빈도수를 중심으

로 각 문항에 대한 반응을 분석하였으며 필요

한 경우 백분율을 제시하였다. 검사지는 3명이

공동으로 분석하였으며 해석이 다른 경우는 논

의를 통해 합의하여 처리하였다. 정답률과 더

불어 특이한 반응 유형에 대한 분석이 동시에

이루어졌다

IV. 결과분석 및 논의

1-1과 1-2는 미분계수를 정의하기 전에 접선

과 순간속도를 정의할 수 있는지를, 2-1은 고등

학교 수준과 대학 수준에서 미분가능성의 의미

를 아는지를 조사하였다. 2-2는 도함수의 정의

능력을 측정하는 문제이다. 곡선 위의 한 점에

서의 접선의 기울기와 순간속도는 본질적으로

그 점에서의 미분계수이다. 문항1과 문항2는

미분계수의 통합적 이해라는 측면에서 분석하

였다.

<문항 1>

1. 미분 개념은 접선 문제와 속도 문제로부터 시

작되었다. 미분계수를 배우지 않았다는 가

정 하에 다음을 정의하시오.

1-1. 곡선   


위의 점  에서 곡선에 그

은 접선

1-2. 여의도에 있는 63빌딩 옥상에서 농구공을

떨어뜨린다고 할 때,   에서의 순간속도

(초 후의 낙하거리를 라 하면 갈릴레

오의 법칙은   


으로 나타낼 수 있

다. 공기저항은 무시하며 비례상수는 중력

가속도   이다. )

1-1에서 접선을 할선의 극한으로 정의한 학생

은 32명(47%)으로 나타났다(<표 Ⅳ-1>). ‘할선의

기울기의 극한을 기울기로 하고 그 점을 지나는

직선’이라는 표현과 유사한 표현을 사용한 경우

는 모두 14명이었는데 이 중에는 직관적인 표현

을 사용한 학생도 있었다([그림 Ⅳ-1]). 기울기

  lim
 →




을 구하여 접선의 방정식을 구한 학

생은 19명으로 나타났다([그림 Ⅳ-2]). 부적절한

접선의 정의를 제시하거나 무응답 또는 오류는

모두 39명(53%)으로 나타났다. ‘스치며 만나는

직선’이라는 미적분 수준에서는 부적절한 답을

한 학생이 14명이었으며([그림 Ⅳ-3]), 무응답 또

는 오류인 학생은 25(36%)명이었다. 특히 무응

답이나 오류로 분류된 학생 중 극한이나 변화율

개념이 아닌 판별식을 이용하여 접선을 정의하

려고 시도한 학생도 3명이 있었다([그림 Ⅳ-4]).

구분

학년

할선의

극한
  lim

 →


 스치는

직선

무응답

또는 오류
계

2 8 6 1 6 21

3 1 1 3 9 14

4 5 12 8 10 35

계 14 19 14 25 72

<표 Ⅳ-1 > 문항 1-1에 대한 반응

[그림 Ⅳ-1] 할선의 극한으로 설명

[그림 Ⅳ-2] 극한값을 이용하여 접선의

방정식을 구한 경우
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[그림 Ⅳ-3] 스치며 지나는 직선으로 설명

[그림 Ⅳ-4] 할선의 극한을 이용하여 접선의

방정식을 구한 경우

1-2 문항에서는 순간속도를 평균속도의 극한으

로 정의한 학생이 11명으로 나타났다(<표 Ⅳ-2>).

미분계수를 배우지 않았다는 가정을 제시하였음

에도 불구하고 순간속도를 정의하는 대신 미분계

수를 이용하여 순간속도를 구한 학생이 25명

(36%)이었다. 무응답 또는 오류를 보인 학생이

34(49%)명으로 나타났다. 무응답 또는 오류의 반

응 비율이 높은 것은 예비교사들이 속도문제와

접선문제로부터 미분계수를 수학화한 것이 아니

라 도함수의 활용 단원에서 미분계수의 응용으로

순간속도를 학습하였기 때문으로 추정된다.

구분

학년

평균속도의

극한

미분계수

이용

무응답

또는 오류
계

2 5 11 5 21

3 1 4 9 14

4 5 10 20 35

계 11 25 34 70

<표 Ⅳ-2 > 문항 1-2에 대한 반응

<문항 2>

2-1. 미분가능성을 고등학교 수준과 대학의 해

석학 수준으로 구분하여 정의하시오.

고등학교 수준

대학 해석학 수준

2-2. 함수   의 도함수를 구하시오.

문항 2-1은 미분가능성에 대한 고등학교 수준

과 대학 수준에서의 정의를 측정하기 위한 문항이

다. 미분계수는 평균변화율인 비 


의 극한값

lim
 →




이기 때문에 미분이 가능하냐의 문제는

본질적으로 lim
 →




의 값이 존재하느냐의 문제

로 귀결된다. 따라서 미분가능성의 정의는 극한의

정의로 환원된다. 2007개정 수학과 교육과정 교

수․학습 상의 유의점에서는 “미분가능성과 연속

성의 관계는 그래프를 통하여 확인하게 한다.”(교

육과학기술부, 2009)고 제시하여 미분가능성을 그

래프를 이용하여 직관적으로 탐구할 것을 권장하

고 있다. 그래프를 이용한 설명도 적절한 응답에

포함시켜 분석하였다. 고등학교 수준과 대학 해

석학 수준에서 미분가능성을 옳게 설명한 학생은

28명(40%)으로 나타났다. 고등학교 수준에서는 적

절하게 응답했지만 해석학 수준에서는 무응답 또

는 오류를 보인 학생이 14명이며 대학 해석학 수

준에서만 옳게 응답한 학생은 6명이었다. 무응답

또는 오류도 22명(31%)으로 나타났다. 이러한 현

상은 미분가능성이 곧 극한값 lim
 →




의 존재

문제라는 것을 인식하지 못한 데서 온 것으로 보

인다. 해석학 수준에서는 극한으로, 고등학교 수준

에서는 그래프에 대한 개념 이미지를 토대로 설명

을 시도한 학생도 있었다([그림 Ⅳ-5]).

2-2에서는 56명의 학생들이 도함수를 옳게 구

했다. 그러나   에서 미분가능함에도 불구하고

  을 제외한 학생이 8명이고 무응답 또는 오

류도 6명으로 나타났다. 특히   에서 ‘미분불

가능하기 때문에’라는 이유를 명확히 제시한 학

생도 있었다([그림 Ⅳ-5]). 그러나 이 학생은 미분

가능성에 대한 정의를 고등학교 수준과 대학 수

준에서 정확히 기술한 것으로 볼 때 단순한 오

류로 보인다.
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구분

학년

고등o /

해석o

고등o /

해석x

고등x /

해석o

무응답

또는 오류
계

2 4 4 5 8 21

3 5 5 0 4 14

4 19 5 1 10 35

계 28 14 6 22 70

<표 Ⅳ-3 > 문항 2-1에 대한 반응

[그림 Ⅳ-5] 미분가능성의 설명

[그림 Ⅳ-6]    제외

문항 3은 도함수의 그래프를 해석하여 원함

수의 그래프의 특징을 분석할 수 있는지를 묻는

문항이다. 2-2는 극값의 판단에 관한 문제이고

2-3은 도함수의 증가와 감소를 토대로 곡선의

오목 또는 볼록을 판단하는 문제이다.

<문항 3>

3. 다음은 도함수   ′그래프이다. 물음에

답하시오.(단   )

(Stewart, 2008)

3-1. 함수 의 그래프의 개형을 그리시오.

3-2. 의 극댓값 또는 극솟값을 갖는 의 값

을 구하시오.

3-3. 가 위로오목인 구간을 구하시오.

이 문항에서 미분불능인   에서의 그래프 해

석이 분석의 초점이다. 즉 3-1에서는    근방

에서 그래프가 어떻게 변하는지를 해석해야 하

고, 문항 3-2에서는   에서 극값을 갖는지를 판

단해야 하며 3-3에서는 위로오목을 어떻게 해석

해야 할지가 중요한 검사 요소이다. 3-1에서 그

래프 개형을 옳게 그린 학생은 55명(79%), 3-2에

서 극값을 옳게 판정한 학생은 45명(64%)이었다.

그러나   에서 극댓값을 갖지 않는다고 판단

한 학생이 19명(27%)이었고 무응답 또는 오류를

보인 학생도 6명이었다(<표 Ⅳ-4>). 19명 중에는

구분

학년
정답 x=6 제외

무응답 또는

오류
계

2 12 7 2 21

3 9 5 0 14

4 24 7 4 35

계 45 19 6 70

<표 Ⅳ-4 > 문항 3-2에 대한 반응

[그림 Ⅳ-7]   에서 A 학생의 극값 판단사례

3-1 문항에서 그래프를 옳게 그렸음에도 불구하

고   에서 극댓값을 갖지 않는다고 판단한 학

생이 대부분이었다. A 학생의 경우 그래프의 개

형은 옳게 그렸지만   에서 극댓값을 갖는다
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는 것을 기술하지 않았다([그림 Ⅳ-7]). 이 학생

의 검사지에 나타난 풀이 과정을 보면 첨 점에

서의 극값을 고려하지 않고 있음을 추정할 수

있다. 이 학생은 미분계수가 0인 점에서 극값을

갖는다고 생각한 것으로 보인다([그림 Ⅳ-8]).

[그림 Ⅳ-8] A 학생의 풀이과정

구분

학년

3<x<6 ,

x>6
(3,∞)

무응답

또는 오류
계

2 1 4 16 21

3 1 1 12 14

4 6 4 25 35

계 8 9 53 70

<표 Ⅳ-5> 문항 3-3에 대한 반응

3-3은 도함수의 그래프를 보고 위로오목인 구

간을 찾는 문제이다. 그래프가 위로오목인 경우는

접선의 기울기가 증가하는 경우 즉 도함수가 증가

함수인 경우이고 이것은 이계도함수가 양이 됨을

의미한다. 위로 오목에서 아래로 오목으로 바뀌는

점을 변곡점이라고 한다. 어떤 점이 변곡점이면 그

점에서 ″ 가 된다. 이 문제에서 ″  이다.

또한          ∞에서 ′  이기 때문에

이 구간이 위로 오목인 구간이 된다.   에서는

오목, 볼록을 판정하지 않는다. 3-3의 경우 53명

(76%)의 예비교사들이 무응답 또는 오류를 보였

다. 오목인 구간을 찾기는 했지만   을 제외시

키지 않은 예비교사도 9명이었다. 결국 위로 오목

인 구간을 정확하게 답한 예비교사는 8명(11%)에

불과했다(<표 Ⅳ-5>). 학교수학의 수준에서 그리

어려운 문제가 아니지만 도함수의 그래프를 해석

하는 활동 경험이 부족한데서 비롯된 것으로 보

인다. 오류를 보인 학생 중 위로 오목인 구간을

  부터라고 응답한 학생이 16명이나 되었는데

이는 ″에 대한 정보를 이용하여 변곡점을 구하

지 않고 그래프의 개형을 보고 직관적으로 판단

했기 때문인 것으로 해석된다([그림 Ⅳ-9]).

[그림 Ⅳ-9]   부터라고 답한 사례

<문항 4>

4. 다음은 어느 교과서에 제시된 합성함수의 미

분법이다. 물음에 답하시오(유희찬 외 2009).

4-1. 고등학교 수준에서 합성함수의 미분법이 유

도되는 과정을 설명하시오.

4-2. 해석학 수준에서 합성함수의 미분법을 증명

하시오. 필요하면 Caratheodory의 정리를 이

용하시오. 이 경우 Caratheodory의 정리를 이

용하는 이유를 간단히 기술하시오.

[그림 Ⅳ-10] 예비교사 K( ≠을 표현)

문항4는 합성함수의 미분법을 증명하는 문제로,

고등학교 수준과 해석학 수준에서의 증명 능력을 측

정하고자 하였다. 특히, 증명과정에서    

이 될 수도 있다는 것을 어떻게 처리하는지에 주목

하였다. 4-1은 고등학교 수준에서 합성함수의 미분
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법을 증명하는 문제이다. 증명과정에서  ≠을 표

현한 예비교사는 4학년 3명뿐이었다([그림 Ⅳ-10]).

 ≠을 언급하지 않고 증명을 한 예비교사는 24

[그림 Ⅳ-11]  ≠을 언급하지 않은 경우

구분

학년

 ≠

표현

 ≠

표현 없음

무응답 또는

오류
계

2 0 7 14 21

3 0 1 13 14

4 3 16 16 35

계 3 24 43 70

<표 Ⅳ-6> 문항 4-1에 대한 반응

구분

학년

   

고려

   

고려하지 않음

무응답

또는 오류
계

2 4 1 16 21

3 0 6 8 14

4 2 6 27 35

계 6 13 51 70

<표 Ⅳ-7> 문항 4-2에 대한 반응

명으로 나타났다([그림 Ⅳ-11]). 무응답 또는 오류는

61%(70명 중 43명)로 나타났다(<표 Ⅳ-6>).

해석학 수준의 증명 문제인 4-2에서는 무응답

또는 오류가 73%로 4-1보다 늘어났다(<표 Ⅳ-7>).

   인 경우를 고려해야 한다고 응답한

예비교사는 6명이며 이 중 2학년 4명은 증명을 하

지 않고    인 경우를 고려해야 한다고

선언한 경우이고, 4학년 2명은 4-1 문제에서  ≠

을 표현한 예비교사이다 . 예비교사 L의 경우

“    일 수 있기 때문에” Caratheodory의

정리를 이용해야 한다고 기술하였다([그림 Ⅳ-12]).

예비교사 K는 고등학교 수준과 해석학 수준 모

두에서     인 경우를 고려하며 증명을

한 학생이다([그림 Ⅳ-10], [그림 Ⅳ-13]).

[그림 Ⅳ-12] 예비교사 L의 사례

[그림 Ⅳ-13] 예비교사 K의 사례

<문항 5>

5. 미분의 평균값정리에 대한 다음 물음에 답하

시오.

5-1. 미분의 평균값정리를 쓰고 기하학적 의미를

설명하시오.

미분의 평균값정리

기하학적 의미

5-2. 미분의 평균값정리를 이용하여 구간단속(과

속 단속의 한 가지 방법)의 원리를 예를 들

어 설명하시오.

5-3. 미분의 평균값정리를 이용하여 다음 명제를

증명하시오(유희찬 외 2009).

명제: 함수 가 폐구간  에서 연속이고 개

구간  에서 미분가능하며 ′  이면,
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는 폐구간  에서 상수함수이다.

5-4. 미분의 평균값정리를 이용하여 적분의 평균

값정리를 유도하시오.

적분의 평균값정리:

폐구간  에서 연속인 함수 에 대하여

 

 




  를 만족하는 가  와

사이에 적어도 하나 존재한다.

5-5. 미분의 평균값정리가 활용되는 수학적인 예

를 해석학 수준에서 제시하시오.

문항 5는 평균값의 정리에 관한 문제로 다른

문제보다 하위 문항이 많다. 5-1은 평균값정리

의 대수적․기하적 표현을 묻는 문제이고, 5-2

는 평균값정리의 수학외적 활용문제, 5-3은 수

학내적 활용 문제로 고등학교 수준의 문제이다.

5-4는 미분의 평균값정리와 적분의 평균값정리

사이의 관계를 묻는 문제이며 5-5는 해석학 수

준에서 평균값정리가 수학 내에서 어떻게 활용

되는지를 묻는 문제이다.

5-1에서 평균값정리를 대수적 표현과 기하적 표

현을 이용하여 옳게 설명한 학생이 61%로 나타났

다. 그래프 해석 없이 설명한 학생은 7명이며 그

래프 해석만을 기술한 학생은 1명이었다. 어렵지

않은 문제임에도 불구하고 무응답 또는 오류도

27%(19명)로 비교적 높게 나타났다(<표 Ⅳ-8>).9)

대수 유

기하 유

대수 유

기하 무

대수 무

기하 유

무응답

또는 오류
계

2 11 4 0 6 21

3 9 2 0 3 14

4 23 1 1 10 35

계 43 7 1 19 70

<표 Ⅳ-8 > 문항 5-1에 대한 반응

5-2에서 자동차의 이동거리 는 시간 의 함수

로   로 나타낼 수 있다.   는 단속구

간(닫힌구간)에서 연속이고 (열린구간에서)미분가

능하기 때문에 평균값정리를 적용할 수 있다. 따

라서 단속구간에서의 평균속도와 같은 순간속도를

갖는 어느 시각 가 존재한다. 평균값정리가 적

용될 수 있는 조건을 고려하는 시도를 보이며 옳

게 설명한 예비교사는 3명뿐이었으며[그림 Ⅳ-14],

조건을 기술하지 않고 “평균속력과 같은 순간이

존재”한다고 설명한 학생이 33%(23명)로 나타났다.

무응답 또는 오류가 63%(44명)로 나타났다. 5-1에

서 평균값정리의 내용을 이해한 것으로 해석되는 예

비교사가 73%인 것과 비교하면 평균값정리의 내용

을 이해한 학생 중 평균값정리가 구간단속의 원리로

어떻게 이용될 수 있는지를 이해하지 못한 학생이

많은 것으로 해석된다.

구분

학년

조건을 고려한

설명
설명

무응답

또는 오류
계

2 1 5 15 21

3 0 5 9 14

4 2 13 20 35

계 3 23 44 70

<표 Ⅳ-9> 문항 5-2에 대한 반응

[그림 Ⅳ-14] 예비교사 S의 사례

고등학교 수준의 평균값정리를 활용한 증명

문제인 5-3에서는 69%(48명)의 예비교사가 옳게

증명하였으며 무응답 또는 오류는 31%(22명)로 나

타났다. 5-4는 미적분학의 기본정리를 활용하여

미분의 평균값정리로부터 적분의 평균값정리를 유

도하는 문제이다. 미분과 적분 사이의 관계를 이

9) ‘대수 유’는 대수적인 설명이 포함된 경우이고 ‘대수 무’는 대수적인 설명이 기술되지 않은 것을 의미한다.

‘기하’의 경우도 같다.
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용하여 증명을 한 학생은 54%(38명), 무응답 또는

오류를 보인 학생은 46%(32)명으로 나타났다. 미분

의 평균값정리로부터 적분의 평균값정리를 유도한

학생 38명 중 11명의 학생들은 이 조건을 고려하

였으며[그림 Ⅳ-15], 27명의 학생은 “함수   

에서 연속이고  에서 미분가능 할 때”라는 미

분의 평균값정리가 성립하기 위한 조건을 고려하

지 않았다.

구분

학년

조건 고려

증명
증명

무응답

또는 오류
계

2 1 5 15 21

3 0 8 6 14

4 10 14 11 35

계 11 27 32 70

<표 Ⅳ-10> 문항 5-4에 대한 반응

[그림 Ⅳ-15] 예비교사 Y의 사례

평균값정리(Mean Value Theorem)의 영어 약자

는 처음 자를 따서 MVT라고도 하는데 MVT를

Most Value Theorem로 풀어 ‘최우수정리’라고

이해할 만큼 해석학에서 가장 많이 쓰이는

정리이다(정동명․조승제, 2004). 또한 평균값정

리를 통합적으로 이해한다는 의미에서 평균값

정리가 수학내외에 어떻게 이용되는지를 아는

것은 중요하다. 그렇지만 5-5문항에 대해 83%

(58명)의 학생이 무응답 또는 오류로 나타났으

며 17%의 학생(12명)만이 1-2가지의 예를 제시

하였다.

<문항 6>

6. 미분계수는 수학뿐만 아니라 자연과학, 공학 그

리고 사회과학 분야에서도 널리 응용되는 중

요한 개념이다. 물음에 답하시오.(풀이과정과

답을 기술하시오)

6-1. 막대나 전깃줄이 균일한 경우에 선형밀도는

일정하며 (질량/단위길이)로 정의된다. 여기

서 길이와 질량의 단위는 각각 미터와 킬로

그램이다. 어떤 금속막대기가 왼쪽 끝에서 오

른쪽 방향으로 떨어진 점까지의 질량

이  이라 한다.   인 점에서의

선형밀도를 구하시오(Stewart, 2008).

6-2. 길이 5m의 사다리가 수직인 벽면에 기대어

있다. 사다리 밑은 벽면으로부터 1m/s의 비

율로 미끄러진다고 한다. 사다리의 밑이 벽

에서 3m 떨어질 때 사다리의 위쪽 끝은 얼

마나 빨리 벽면 아래로 미끄러지겠는가?

6-3. 다음 문제를 해결하시오(유희찬 외. 2010).

문항6은 미분을 이용한 수학 내․외적 상황의

문제해결 능력을 측정하기 위한 문항이다. 6-1과

6-3은 예비교사들에게 다소 생소한 문제 상황이

고 6-2는 비교적 익숙한 문제 상황이다. 6-3은

수학내적 문제해결을 요구하는 문제이지만 드물

게 공통접선의 방정식을 구하는 문제여서 고등

학생들의 수준에서는 매우 어려운 문제이다.

6-1에서 2m 떨어진 점에서의 선형밀도는 평

균밀도 


의 극한으로 정의될 수 있으며, 함수

  의   에서의 미분계수와 같다. 옳게 설

명한 학생이 22명(31%)으로 이 중 5명은 의미를

기술하였고[그림 Ⅳ-16], 17명의 학생들은 미분계

수를 계산하였다[그림 Ⅳ-17]. 무응답 또는 오류

를 보인 학생의 비율은 69%(48명)로 비교적 높

게 나타났다(<표 Ⅳ-11>).
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구분

학년
의미+정답 정답

무응답 또는

오류
계

2 2 7 12 21

3 0 4 10 14

4 3 6 26 35

계 5 17 48 70

<표 Ⅳ-11> 문항 6-1에 대한 반응

[그림 Ⅳ-16] 예비교사 B의 사례

[그림 Ⅳ-17] 예비교사 Y의 사례

[그림 Ⅳ-18] 예비교사 LP의 사례

6-2에서는 옳게 답한 경우가 54%(38명), 무응답 또

는 오류를 보인 경우가 46%(32명)로 나타났다. 특히

정답으로 분류했지만 답을 ‘


의 속도로 바닥

을 향해 내려온다.’로 해석하지 않고  


로

기술한 학생도 있었으며, 오류 중에는 


로

응답한 학생이 8명이나 되었다. 6-3은 난이도가 높

지만 고등학교 익힘책에 나오는 수학 문제임에도

불구하고 옳게 해결한 학생이 29%(20)에 불과했으

며 무응답 또는 오류가 71%(50명)으로 나타났으며

이 중에는 “공통접선이 존재하지 않는다.”라고 응

답한 학생도 있었다[그림 Ⅳ-18].

V. 논의 및 결론

본 연구는 조완영(2010, 2011)이 제시한 교사의

수학내용 지식을 토대로 예비교사의 미분영역 내

용 지식을 조사하는데 목적이 있다. 이를 위해 학

교수학의 내용과 과정, 학교수학의 배경이 되는

해석학 내용을 고려한 검사지를 개발하여 C 대학

예비수학교사 70명을 대상으로 미분영역의 내용

지식을 조사하였다. 조사 결과는 다음과 같다.

첫째, 미분계수의 통합적 이해를 묻는 문항에

서 예비교사들은 익숙한 문제인 미분가능성의 정

의(2-1), 도함수 구하기(2-2)에 대해서는 옳게 반

응한 비율이 각각 60%, 80%로 높게 나타났다.

그러나 미분계수를 이용하지 않고 접선과 순간속

도를 정의하는 문제(1-1, 1-2)에서는 정답률이 각

각 47%, 16%로 낮은 편이었다. 특히 순간속도를

정의하는 1-2에서는 문제의 의도와 다르게 미분

계수로 속도를 계산한 예비교사가 36%로 비교적

높게 나타났다. 이러한 이유는 수학과 교육과정

이나 교과서에서 미분계수를 먼저 정의한 후 도

함수의 활용 단원에서 속도 구하는 문제를 다루

고 있기 때문인 것으로 해석된다.

둘째, 도함수 그래프의 정보를 이용하여 원함

수의 그래프의 개형과 극값을 해석하는 문제인

3-1, 3-2에서는 옳게 답한 비율이 각각 79%, 64%

로 높게 나타났다. 그러나   에서 극댓값을 갖

지 않는다고 판단한 학생이 27%로 비교적 높게

나타났으며   에서 연속이 아니라고 생각하거

나 연속이지만 첨점이기 때문에 극값이 아니라고

판단했기 때문으로 해석된다. 위로오목을 판정하

는 3-2에 대한 무응답 또는 오류의 비율이 위로
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오목인 구간에   도 포함시킨 학생들(13%)을

포함하면 89%에 달하는 것으로 나타났다. 특히

위로오목인 구간을   부터라고 응답한 학생이

23%로 나타났는데 이 학생들은 변곡점을 고려하

지 않고 그래프의 개형을 보고 직관적으로 판단

했기 때문으로 보인다.

셋째, 고등학교 수준과 해석학 수준에서 합성함수

의 미분법을 증명하는 4-1과 4-2에서    

(또는   )이 될 수 있음을 고려하여 옳게 증

명한 학생은 각각 3명, 6명으로 나타났으며, 이를

고려하지 않은 경우도 타당한 증명으로 볼 경우

정답 비율은 각각 하게 증명한 학생은 47%, 27%

로 나타났다. 수학을 이해할 때 왜 그런지 그 이

유를 알아야 한다는 관점에서 볼 때 수학 교사교

육 프로그램에서 이러한 문제점을 반영해야 할 것

이다.

넷째, 평균값 정리에 관한 문항5는 5개의 하

위 문항으로 구성되어 있다. 5-1은 내용과 표현,

5-3은 증명을 묻는 문제이며, 5-2는 고등학교 수

준에서의 평균값정리의 활용, 5-4와 5-5는 해석

학 수준에서의 활용을 묻는 문제이다. 5-1과 5-3

은 정답률이 각각 61%, 69%로 나타났다. 미분의

평균값정리에서 적분의 평균값 정리를 유도하는

5-4에서는 옳게 유도한 학생의 비율은 54%였다.

그러나 고등학교 수준에서 평균값정리를 활용하

는 문제인 5-2에서는 조건을 고려하지 않고 옳게

설명한 경우도 포함하여 37%, 해석학 수준에서

평균값정리가 활용되는 예를 요구하는 5-5에서는

17%의 예비교사만이 1-2가지의 예를 제시하였다.

다섯째, 미분의 활용에 관한 문제에서 6-1과

6-3은 예비교사들이 많이 경험하지 못한 문제 상

황이다. 선형밀도를 구하는 6-1은 정답률이 31%,

수학내적 문제지만 공통접선의 방정식을 구하는

6-3은 정답률이 29%로 매우 낮았다. 정답률이 낮

은 것은 예비교사들이 이러한 문제 상황에 대한

수학 활동 경험이 많지 않았기 때문인 것으로 해

석할 수 있다. 비교적 익숙한 6-2의 정답률은 54%

로 나타났다. 답을 해석하지 않고  


라고

기술한 경우도 정답에 포함시켰다.

본 연구는 고등학교 미분영역에 관한 예비교

사들의 수학내용 지식을 조사하고 이를 토대로

수학 교사 교육 프로그램을 어떻게 개선할 것인

지에 대한 시사점을 찾기 위한 연구이다.

조사결과를 일반화하기는 어렵지만 예비교사의

미분 영역 수학내용 지식 이해가 제한적임을 알

수 있었다. 특히 예비교사들은 미분계수를 이용

하지 않고 접선과 속도를 정의하는 문제(1-1, 1-2)

와 같은 익숙하지 않은 문제, 평균값정리의 활용

에 관한 문제나 미분의 활용 문제에서 해석학적

수준으로 볼 때 어려운 내용이 아님에도 불구하

고 정답률이 특히 낮았다는 것은 대학에서 고등학

교의 미분영역과 관련된 교과목을 4-9과목을 수강

했거나 수강중임으로 고려할 때 수학교사 교육 프

로그램에 문제가 있음을 시사한다.

학교수학과 연결된 학문적 수학을 어떻게 이

해하고 있는지를 고려한 합성함수의 미분법을

증명하는 문항(4-1, 4-2)에서     (또는

  )을 고려하여 옳게 증명한 학생이 3명, 6

명으로 나타난 것은 대학에서 수강하는 해석학

관련 강좌가 예비교사들의 학교수학 이해에 별

다른 영향을 주지 못함을 시사한다. 즉 수학교

사 교육 프로그램에서 학교수학과 학문적 수학

사이의 연결이 강조될 필요가 있다. 윤현경․권

오남(2011)은 Ball et al. (2008)의 수학을 가르치

는데 필요한 수학지식(MKT)에 기초하여 벡터 개

념과 ‘기하와 벡터’ 교과목의 연계성에 대한 예

비교사와 현직교사의 MKT를 조사한 연구에서 사

범대학 교육과정에서 공통내용지식(common content

knowledge)을 특수내용지식(specialized content

knowledge)과 내용과 학생에 대한 지식(knowledge

of content and students)으로 연결할 수 있는 기회

를 제공해야 한다고 주장한 바 있다. 강현영 외
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(2011)도 좋은 수학수업을 위해 수학교사에게 필

요한 역량과 교사교육에 대한 현직교사의 인식을

조사한 결과 “우리나라 현직 수학교사들이 대학

의 수학학습을 통해 고등수학적 개념의 습득보다

는 학교수학 전체를 조망할 수 있는 체계와 구조

를 학습하여 학교수학과 대학수학을 연계하여 볼

수 있는 안목을 갖추기를 희망”하고 있음을 보고

하였다.

미분 영역의 모든 내용을 조사한 것은 아니지

만 결과 분석에 따르면 사범대학의 수학 교사교

육 프로그램을 개선할 필요가 있다. 특히 예비교

사들은 학교수학의 내용과 과정에 대한 통찰은

물론 학교수학의 배경 지식으로서의 학문적 수학

을 경험할 기회를 충분히 가져야 할 것이다.

예비교사 또는 현직 수학교사의 다양한 내용영

역에 대한 수학내용지식을 조사하는 연구가 광범

위하게 이루어질 필요가 있으며, 더불어 수학 교

사교육 프로그램의 개선에 대한 연구가 요구된다.
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Analysis of Prospective Teachers' Mathematical Content

Knowledge about Differential area

Cho, Wan-Young (Chungbuk National University)

The purpose of the study investigate mathematics

content knowledge(MCK) of prospective teachers in

differential area. 70 prospective teachers were asked

to perform six questions based on Cho's MCK (2010,

2011).

The results show that depending on whether they

experience any teacher education program, the level

of prospective teachers' mathematics content knowledge

may vary. In particular, prospective teachers struggled

with an unfamiliar problem situations. We also found

that prospective mathematics teachers have some

difficulty in solving problem about the use of mean

value theorem and derivative.

* key words : prospective teacher(예비교사), MCK(mathematics content knowledge: 수학내용 지

식), differential area(미분 영역)
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