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실수계의 공리를 이용한 지수 의

학습과 지도

이 병 수

1)

ABSTRACT. In all Mathematics I Textbooks(Kim, S. H., 2010; Kim, H. K.,

2010; Yang, S. K., 2010; Woo, M. H., 2010; Woo, J. H., 2010; You, H. C.,

2010; Youn, J. H., 2010; Lee, K. S., 2010; Lee, D. W., 2010; Lee, M. K., 2010;

Lee, J. Y., 2010; Jung, S. K., 2010; Choi, Y. J., 2010; Huang, S. K., 2010;

Huang, S. W., 2010) in high schools in Korea these days, it is written and

taught that for a positive real number , 



is defined as 



  , where

∈ℤ and ∈ℕ have common prime factors. For that situation, the author

shows his opinion that the definition is not well-defined and 




must be

defined as 



    , whenever   is defined, based on the field axiom of

the real number system including rational number system and natural

number system. And he shows that the following laws of exponents for

reals:











    ⋅

   

  

for ,  and  , ∈ℝ hold by the completeness axiom of the real number
system and the laws of exponents for natural numbers, integers, rational

numbers and real numbers are logically equivalent.

Ⅰ. 서론

현행 수학과 교육과정에 따르면, 유리수 지수의 정의는 고등학교 선택과목 중

하나인 수학1에서 다루어진다(교육인적자원부, 2007). 실제로 현행 수학1 교과서
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에서는, 가 실수일 때  의 해로서 의 제곱근(복소수 포함)을 정의하고

 일 때 의 양의 제곱근으로 실수  을 정의한 후, 양의 실수 의 양의 거

듭제곱근에 대하여  , 이 자연수일 때

     1)

이 성립함을 다루고 있다.

또한, 대부분의 교과서(김수환 외, 2010; 김해경 외, 2010; 양승갑 외, 2010, 우

무하 외, 2010; 우정호 외, 2010; 유희찬 외, 2010; 윤재한 외, 2010; 이강섭 외,

2010; 이동원 외, 2010; 이만근 외, 2010; 이준열 외, 2010; 정상권 외, 2010; 최용

준 외, 2010; 황석근 외, 2010; 황선욱 외, 2010)에서는,  일 때 유리수 지수





을





 

으로 정의하고 있다.

본 논문에서는 현행 수학1 교과서에 



  (∈ℤ, ∈ℕ,  )로 정의된

것의 문젯점을 지적하고, 그 대안으로 실수계의 체의 공리를 바탕으로 



   으로 정의해야 함을 밝히고, 실수계 ℝ에서 지수법칙의 핵심은 , 가 양

수일 때 임의 실수 , ∈ℝ에 대해











⋅ 

  

 ⋅
(*)

이 성립하는 것이 실수계의 완비적 공리를 바탕으로 함을 밝힌다.

또한 (*)이 성립하는 과정을

(1) , 가 자연수인 경우,

(2) , 가 정수인 경우,

(3) , 가 유리수인 경우,

(4) , 가 무리수인 경우

로 나누어 조사하여 그들이 모두 동치임을 보인다.

이어서 위의 내용들을

(ⅰ) 초등․중등․고등학교에서 어떻게 학습지도를 하고 있으며,

(ⅱ) 어떤 문젯점을 가지고 있고,

(ⅲ) 어떻게 학습지도를 하는 것이 바람직한 가를 다루고자 한다.

1) 이 정수일 때 
 



을 정의한다.
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Ⅱ. 지수 의 학습과 지도

실수계(Real number system) ℝ은 다음과 같은 세 가지의 공리(체의 공리, 순

서적 공리, 완비적 공리)를 갖춘 유일한 완비순서체(complete ordered field)이다

(Trench, 2003, p.4, 정동명, 조승제, 2004, p.62, 정리 2.4.2).

(1) 체의 공리(field axion, 대수적 공리)

(ⅰ) ℝ은 두 이항 연산(, 덧셈, ⋅, 곱셈)에 관하여 닫혀 있다.

(ⅱ) 임의 , ∈ℝ에 대해   가 성립한다.

(ⅲ) 임의 , , ∈ℝ에 대해   가 성립한다.

(ⅳ) 특정한 원소 ∈ℝ가 존재해서 임의 ∈ℝ에 대해    가 성립

한다.

(ⅴ) 각각의 ∈ℝ에 대해   를 만족하는 ∈ℝ가 존재한다.

(ⅵ) 임의 , ∈ℝ에 대해 ⋅ ⋅가 성립한다.

(ⅶ) 임의 , , ∈ℝ에 대해 ⋅⋅ ⋅⋅가 성립한다.

(ⅷ) 특정한 원소 ∈ℝ이 존재해서 (단, ≠) 임의 ∈ℝ에 대해 ⋅ ⋅

가 성립한다.

(ⅸ) 각각의 ∈ℝ∖에 대해 ⋅⋅ 인 ∈ℝ가 존재한다.

(ⅹ) 임의 , , ∈ℝ에 대해 ⋅  ⋅⋅가 성립한다.

정의 1. ⋅를 로 나타내고 특별히  인 경우 ⋅를 으로 나타낸다. 마찬

가지로 ⋅⋅를 으로 나타내고 일반적으로 임의 자연수 ∈ℕ에 대

해   ⋅로 정의한다(Bartle & Sherbert, p.24, 정동명, 조승제,

p.35).

(2) 순서 공리(order axiom)

ℝ의 공집합이 아닌 부분집합 ℙ가 존재해서

(ⅰ) 임의 , ∈ℙ에 대해 ∈ℙ이고 ∈ℙ이다.
(ⅱ) 임의 ∈ℝ에 대해 다음의 세 경우

∈ℙ,  , ∈ℙ
중 하나만 성립한다.
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(3) 완비적 공리(completeness axiom)

ℝ의 공집합이 아닌 부분집합 S가 위로 유계이면 반드시 그 상한이 존재한다

(Bilodeau et al. 2010, Howland, 2010).

‘유리수계(Rational number system)에서  를 만족하는 유리수는 존재하지

않는다’를 증명하기 위해서는 유리수계의 대수적 특성을 이용(Bartle & Sherbert,

Theorem 2.1.4, p.25)하면 충분하다. 그러나  를 만족하는 양수의 존재성을

보이기 위해서는 일반적으로 실수계(Real number system)의 완비성 공리

(completrness axiom 혹은 supremum property)를 이용한다(Bartle & Sherbert,

Theorem 2.4.7, p.41).

실수계 ℝ은 곱셈 연산 ⋅에 관하여 닫혀 있으며 교환법칙과 결합법칙이 성립

한다. 즉 임의 실수 , , ∈ℝ에 대해 ⋅∈ℝ이고 ⋅ ⋅, ⋅⋅

 ⋅⋅이 성립한다.    일 때 ⋅⋅⋅⋅를 으로 나타내어

 ⋅ ⋅임을 알 수 있다.

1. 지수의 학습과 지도의 근거

실수계(Real number system)의 근간인 체의 공리와 완비적 공리는 수학의 많

은 부분에서 핵심적인 역할을 하는 것은 많은 수학적 결과를 통해 알려져 있다.

다음의 정리;

정리 1. 가 음이 아닌 실수이고 이 자연수일 때  를 만족하는 실수 ≥ 

가 존재한다.

는 완비적 공리를 바탕으로 증명이 된다(Johnsonbaugh & Pfeffenberger, 1981,

p.21).

그러한 를   



으로 나타낸다.

또한 다음의 정의;

정의 1. (Bartle & Sherbert, p.24, 정동명, 조승제, p.35)

가 실수일 때
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  ⋅ (∈ℕ)
는 실수계의 체의 공리를 바탕으로 이루어졌다.

2. 문젯점

현행 고등학교 수학1 교과서에서는,

첫째, 정의는 공리는 바탕으로 이루어져야 함에도  일 때 유리수 지수 



(, ∈ℕ)을




 

으로 정의할 때, 사용된 공리가 분명하지 않다.

둘째,  은 방정식  을 만족하는   



을 나타낸 것이다. 그러나

고등학교 수학1 교과서에서 




이 바르게 그리고 명확하게 정의되지도 않은 상태

에서 




을 양의 실수로 간주하여 를 의 양의 제곱근으로 지도하는 것2)3)은

바람직하지 않다.

셋째,  , 이 자연수일 때

(ⅰ) 등식 



   이 성립하는 것을 이용하여 이 음의 정수이고 이 자연

수일 때 



   을 유도하는 것은 다음과 같이 별 다른 정의나 정리가 필요

없이 매우 쉽게 그리고 매끄럽게 진행이 된다;












(  )











  





   

   

2) 황석근 외, 2010에서는 “



은 의 양의 제곱근   과 같아야 한다”고 부언하며

3) 정상권 외, 2010에서는 “



은 의 양의 제곱근이 된다”고 설명하고 있다.
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그러나,

(ⅱ) 등식 



 이 성립하는 것을 이용하여 이 음의 정수이고 이 자연수

일 때 



 을 유도하는 것은 다음과 같이 상대적으로 복잡하고 매우 부자

연스러우며 최소한 유리수 , 에 대해 등식   이 성립함을 이용해야 한

다.












(  )






















 







 








  .

3. 바람직한 학습과 지도

자연수 지수나 정수 지수의 정의는 같은 수를 유한번 반복해서 곱한다는 거듭

제곱의 개념에서 비롯된 것이다. 실제로, 대부분의 중학교 수학1 교과서(강신덕

외, 2009; 금종해 외, 2009; 김부윤 외, 2009; 김원경 외, 2009; 김홍종 외, 2009;

박규홍 외, 2009; 박영훈 외, 2009; 박윤범 외, 2009; 박종률 외, 2009; 송근화 외,

2009; 신항균 외, 2009; 유병훈 외, 2009; 유희찬 외, 2009; 윤성식 외, 2009; 윤재

한 외, 2009; 이강섭 외, 2009; 이대현 외, 2009; 이영하 외, 2009; 장건수 외,

2009; 정광식 외, 2009; 정상권 외, 2009; 정창현 외, 2009; 최용준 외, 2009; 황선

욱 외, 2009)에서는 거듭제곱의 개념을 다루면서 특정한 수 예를 들면, , , , 

등을 사용해서 ×  , ××  , ××× , ⋯으로 하여 일반적인 유

한 번의 거듭제곱인  (은 자연수)를 암시하고 있다. 특별한 숫자 대신에 문자

를 사용하여 을 나타낸 교과서(정상권 외, 2009)도 있으며, ×  ,

××  , ××× 을 사용해서 임의 자연수 에 대한 거듭제곱의 개념

인 을 암시하지 않은 교과서(박윤범 외, 2009)도 있다. 거듭제곱의 개념과 연계

된 지수법칙의 개념을 담고 있는 중학교 수학2 교과서(강신덕 외, 2010; 김홍종
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외, 2010; 박규홍 외, 2010; 박영훈 외, 2010; 박윤범 외, 2010; 송근화 외, 2010;

신항균 외, 2010; 우정호 외, 2010; 유희찬 외, 2010; 윤성식 외, 2010; 이강섭 외,

2010; 정상권 외, 2010; 정창현 외, 2010; 최용준 외, 2010)에서는  , 이 자연수

일 때









× 

 

 


 







≠

을 다루고 있다. 이처럼 중학교1 교과서에서 다루는 거듭제곱의 개념이나 중학교

2 교과서에서 다루고 있는 지수법칙은 좁게는 자연수 또는 정수의 범위에서 실

수계의 체의 공리(field axiom) 중 곱셈에 관한 결합법칙(associate law under

multiplication)을 사용한 것이다.

한편, 중학교 수학3 교과서(강신덕 외, 2011; 김원경 외, 2011; 김홍종 외, 2011;

박규홍 외, 2011; 박영훈 외, 2011; 박윤범 외, 2011; 신항균 외, 2011; 유희찬 외,

2011; 윤성식 외, 2011; 이강섭 외, 2011; 정상권 외, 2011; 최용준 외, 2011)에서

는 제곱근의 개념을 소개하면서 방정식  를 만족하는 를 의 제곱근이라

하며  이면   ,   임을 다루고 있다.

또한, 유리수 지수는 거듭제곱의 개념으로부터 비롯된 것이고 거듭제곱근(제

곱근)의 개념은 방정식  의 풀이에서 비롯된 것이다(도종훈, 박윤범, 2011,

p.62). 최영기(2000)는 복소수계의 범위에서 방정식  의 해를 올바르게 구할

수 있으므로 유리수 지수의 정의에 대한 논의를 하기 위해서는 먼저 복소수 지

수의 정의에 대한 검토가 필수적이라고 지적하고 있다. 이에 따라, 도종훈, 박윤

범(2011, p.63)은 고등학교 수학1 교과서에서는 



을 의 제곱근 중 (유일한)양

의 실수인 것으로 정의하고 그 경우에 한해서는 등식 



  



, 즉   

 이 성립하므로 




을 이 등식의 양변에 제시된 두 양의 실수 중 어느 것

으로 정의해도 무방하지만, 밑을 양의 실수 이상의 범위로 확장하고 




을 의

양의 제곱근이 아니라 제곱근 개의 집합으로 간주하게 되면 



의 정의는





이 아니라 



이 될 수밖에 없음을 알 수 있다고 언급하고 있다.

실제로 수학적 내용을 다루는 범위가 자연수계이든, 정수계이든, 유리수계이든

실수계이든 또는 더 넓은 범위의 복소수계이든 관계없이 체의 공리(field axiom)

의 곱셈에 관한 결합법칙은 한결같이 성립하며, 유지되어야 한다. 즉 유리수계에
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서 인정할 수 있는 정의가 복소수계에서는 인정받을 수 없다는 것은 복소수게가

유리수계의 실질적인 수학적 내용의 확장이라는 것을 보장할 수 없다는 것을 의

미하며 이는 커다란 수학적 결함을 잉태한다. 따라서 유리수계에서 



을  으

로 정의하는 것이 문제가 될 수 없다는 것은 명백한 오류이다. 실제로 



은 



의 거듭제곱으로 



 



으로 나타내는 것은 실수계(또는 좁게는 유리수계,

정수계, 자연수들이 집합)에서 체의 공리(field axiom) 중 곱셈에 관한 결합법칙

을 바탕으로 한 것이다. 그리고 



 이 성립하는 다음의 정리들과 같은 이

론적 근거를 가지고 있다.

정리 2 (Wade, 2004, p.6).

, ∈ℚ일 때

     

이 성립하므로

  

 




 



 



 

이 성립한다.

정의 2. (Bartle & Sherbert, 2000, p.154)

 , 이 자연수일 때

(ⅰ) ≥ 이면 



 



으로 정의한다.

(ⅱ)  이면 




 



으로 정의한다.

정리 3. (Bartle & Sherbert, 2000, 정리 5.6.7)

가 정수이고 가 자연수일 때  이면 




 




이 성립한다.

증명.    이므로   




 




이라 하면

  



 



 

이다. 따라서   



이다.

초등학교 또는 그 이전의 학습현장에서 흔히 배우는 구구단의 ⋅ , ⋅

 , ⋅ , ⋅ , ⋅ , ⋅ , ⋅ , ⋅ 는 똑같은 수의 곱
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도 하나의 수임을 암시하고, 똑같은 수의 곱이 그 수의 제곱을 의미하는 것은 체

의 공리가 이용된 것을 암시한다. 따라서 실수계의 체의 공리를 바탕으로 



을

똑같은 수 



을 개 곱한 것, 즉 



⋅



⋅⋯⋅



으로 인식하여 



   으

로 정의하여 학습지도하는 것이 바람직하다.

Ⅲ. 자연수, 정수, 유리수, 실수에 관한 지수법칙의 관계성

다음의 정리 4, 정리 5, 정리 6, 정리 7를 증명하는 과정에서 일반적으로 실수

계의 체의 공리가 이용되었고 정리 8를 증명하는 과정에서 실수계의 완비적 공

리가 이용되었다.

정리 4. 임의 양수 , 와 임의 자연수 , ∈ℕ에 대해

(ⅰ) ⋅ 

(ⅱ)  

(ⅲ)  

은 일반적으로 수학적 귀납법을 이용하여 증명된다(Bartle & Sherbert).

정리 5. 임의 정수  , ∈ℤ에 대해 정리 4의 (ⅰ), (ⅱ), (ⅲ)이 성립한다.

정리 6. 임의 양의 유리수  


,   


(, ≠),  , , , ∈ℕ에 대해

(ⅰ) ⋅ 

(ⅱ)   

(ⅲ)   (,   )

이 성립한다.

정리 7. 임의 유리수에 대해 정리 6의 (ⅰ), (ⅱ), (ⅲ)이 성립한다.

정리 8. 임의 실수 , ∈ℝ에 대해 정리 6의 (ⅰ), (ⅱ), (ⅲ)이 성립한다.

증명. 실수계의 완비적 공리에 의해, 임의 무리수에 수렴하는 증가하는 유리수열

이 존재(Denlinger, 2011, Johnsonbaugh & Pfaffenberger, 1981)함을 이용한다.
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일반적으로

정리 4 → 정리 5 → 정리 6 → 정리 7 → 정리 8

가 성립하고

정리 8 → 정리 7 → 정리 6 → 정리 5 → 정리 4

이 성립한다. 따라서, 실질적으로 정리 4, 정리 5, 정리 6, 정리 7, 정리 8는 모두

동치이다.

Ⅳ. 응용

다음의 정리 9에서 정의된 함수 와 의 합성함수 ∘는 함수 와 의 합성

함수 ∘와 같다. 이 결과는 정리 10에서도 확장됨을 알 수 있다.

정리 9. 두 함수   



과   



(, ≠),  , , , ∈ℕ에 대해

∘  ∘가 성립한다.

증명. 실제로 임의 실수 에 대해

∘    



  








⋅
⋅

이고

∘    



  








⋅
⋅

이다. 따라서, 지수법칙에 의해 ∘  ∘이다.

정리 10. 두 함수   와   의 합성함수 ⋅와 ⋅는 서로 같다( ,

∈ℝ).
증명. 실제로 임의 실수 ∈ℝ에 대해

⋅     ⋅

이고

⋅      ⋅

이다. 따라서 ⋅  ⋅이다.

두 함수 와 의 곱 는 와 의 곱 와 같음은 정리 8(ⅰ)의 지수법칙과

체의 공리의 덧셈에 관한 교환법칙에 의해 확인이 된다. 실제로 임의 실수 에

대해

  ⋅  ⋅ ⋅⋅ 

이다.
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Ⅴ. 결론

모든 수학적 특성은 관련된 공리와 정의를 바탕으로 이루어진다. 따라서 수학

적 내용을 올바르게 학습․지도하기 위해서는 관련된 공리와 정의를 바르게 전

달해야 한다. 물론 학생의 수준이 미치지 못해 공리와 정의를 지도하기가 힘든

경우에는 최소한 학습․지도를 진행하는 교사는 관련된 공리와 정의를 습득하고

이용할 수 있어야 한다. 또한 교과서의 구성에 있어서도 구체적으로 공리와 정의

를 명시하지 못할지라도 최대한 관련된 공리와 정의가 전달될 수 있도록 쉬운

예로써 만들어져야 한다. 물론 교사용으로 마련된 교과서 익힘용은 말할 것도 없

다. 그러나 현재 사용되고 있는 모든 고등학교 수학1 교과서(15종)에서는 지수법

칙 중에서 




을 




 




으로 정의하여 지도하도록 되어 있다. 이러한 정의는

그 근거가 애매모호하다. 실제로 




을 




 




으로 정의하는 것은 실수계

(Real number system)의 체의 공리(field axiom) 중에서 곱셈에 관한 결합법칙을

근거로 한다. 정의의 지도가 바르지 못하면 뒤이어 일어나는 학습적 모순은 많은

어려움을 가져올 것이다. 비록 조그마한 한 단편의 내용의 잘못일지는 몰라도 이

나라의 모든 고등학생들에게 미치는 결과는 매우 크다. 따라서 교과서의 집필은

매우 중요한 국가적 대사이므로 교과서의 저자들은 신중을 기해야 하며 심의하

는 학자들도 최선을 다해야 할 것이다.
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