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1. 서  론

선박, 자동차와 같은 수송 기계를 비롯해 많은 기

계 장치에서 동력 전달을 위해 축(shaft)을 사용하고 

있다. 축의 설계 시에는 강도 설계 및 강성 설계와 

더불어 진동 설계가 중요한데, 진동 설계에서는 주로 

축계(shafting)의 고유진동수를 자유진동 해석을 통

해 파악한 후, 공진을 회피하도록 축계의 설계 변수

를 조정한다1)
.

비틀림 진동을 하는 축계에서는 축의 길이, 축의 

재질, 축의 직경 등 여러 설계 변수가 존재하지만, 

그 중에서 축의 직경이 가장 많이 이용된다. 그런데 

축계에서 공진을 피하기 위해 축계의 비틀림 고유진

동수를 변경할 때, 축계의 어느 부분의 직경을 얼마

나 수정해야할지를 예측하는 것이 쉬운 일이 아니다. 

물론 설계자가 시행착오를 통해 최적에 가까운 설계 

변수 값을 찾을 수는 있지만 이 경우에는 상당한 시

간과 노력을 필요로 한다.

민감도해석(sensitivity analysis)2)을 통해 설계자

는 설계 변수의 변화에 따른 계의 특성 변화의 정도

를 예측할 수 있다. 자유진동에 관한 민감도해석은 

주로 유한요소법(finite element method)3)을 중심으

로 고유치 및 고유벡터의 민감도를 구하는 연구가 

수행되어 왔다4),5). 한편, 저자들은 이전의 연구에서 

전달강성계수법(transfer stiffness coefficient method)6)

을 이용하여 직선 봉과 보의 민감도해석에 관한 연

구를 수행하여 유효성을 확인한 바 있다7),8).

본 연구에서는 비틀림 축계를 대상으로 고유진동

수의 민감도 해석을 수행할 수 있는 알고리즘을 감

도강성계수의 전달을 이용하여 정식화한다. 그리고 

수치 계산을 통해 축의 직경을 설계 변수로 하여 비

틀림 진동을 하는 축계의 고유진동수의 민감도를 구

한 후, 이를 재해석 결과와의 비교를 통해 유효성을 

확인한다.
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2. 해석 알고리즘

2.1 해석 모델

비틀림 자유진동을 하는 일정 단면의 축계는 Fig. 

1과 같은 해석 모델로 고려할 수 있다. 해석 모델은 

다수의 비틀림 축 요소와 기초(foundation)와 축 사

이의 비틀림 스프링으로 구성된다.

해석 모델에서 인접한 축 요소 사이의 결합점 및 

축계의 좌우단을 각각 절점이라 한다. Fig. 1과 같이 

해석 모델이 n개의 축 요소로 구성되면 이 축계는 

n+1개의 절점을 가지며, 축계의 좌단에서 우단으로 

각 절점을 절점 1, 절점 2, …, 절점 n+1이라 부른다.

비틀림 자유진동을 해석할 경우, 축계의 각 절점은 

1자유도를 가지므로, Fig. 1의 해석모델은 총 n+1 자

유도를 갖는다.

축 요소는 관성항과 강성항이 포함된 이산계로 모

델링한다. 축계의 경계조건은 기초와 축 사이의 비틀

림 스프링을 도입하여 모델링한다. 예를들어, 좌단의 

경계조건이 고정이면 절점 1에 부착된 비틀림 스프

링의 스프링상수 값을 무한대에 해당하는 아주 큰 

값으로 고려한다. 만약 좌단의 경계조건이 자유이면 

절점 1의 스프링상수 값을 0으로 고려한다.

Fig. 1 Analytical model 

2.2 자유진동 해석 알고리즘

고유진동수의 민감도 해석 알고리즘을 정식화하기 

위해서는 자유진동 해석 알고리즘이 필요하다. 따라

서 이전에 발표된 바 있는 전달강성계수법6)을 이용

한  일정 단면을 갖는 축계의 비틀림 자유진동 해석 

알고리즘을 간략히 정리해 보면 다음과 같다.

절점 i의 각변위()와 절점 i 좌측의 토크 () 및 

절점 i 우측의 토크 () 사이의 관계를 다음 식과 

같이 정의한다.


                                      (1)

                                       (2)

여기서   및 를 각각 절점 i 좌측 및 우측의 강

성계수(stiffness coefficient)라 한다.

임의의 절점 i에 비틀림 스프링이 존재할 경우, 토

크의 평형식은 다음과 같다.

 

                                (3)

이고, 여기서 는 기초와 절점 i 사이에 부착된 비

틀림 스프링의 스프링상수이다.

식 (1)과 (2)를 식 (3)에 대입하면, 강성계수의 포

인트(point) 전달식을 다음과 같이 구할 수 있다.

 

                                  (4)

i번째 축 요소 좌우측의 토크와 각변위 사이의 관

계를 일관성 질량행렬과 강성행렬로 나타내면

   



 


 

  

                       (5)

여기서




 


 

 




 


  

  
 




 


   

 
     (6)

이고,   및 는 길이 , 지름 , 횡탄성계수 , 

밀도 인 i번째 축 요소의 비틀림 강성( 

) 및 질량극관성모멘트(   
)를 

의미한다. 그리고 는 고유진동수이다.

식 (1)의 i를 i+1로 수정한 식과 식 (2)를 식 (5)에 

대입하면, 강성계수의 필드(field) 전달식을 다음과 

같이 구할 수 있다.

                                 (7)

여기서

                             (8)

이다.

좌단의 경계조건을 비틀림 스프링 으로 고려하

였으므로, 은 영이 된다. 따라서 절점 1(i=1)에서 

식 (1)～(3)으로부터 절점 1 우측의 강성계수를 구하

면

 
                                     (9)

가 된다.
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식 (9)를 시작으로 강성계수의 필드 및 포인트 전

달식을 Fig. 1의 해석 모델에 연속적으로 적용하면 

최종적으로 마지막 절점인 절점 n+1 우측의 강성계

수( )를 구할 수 있다. 모델링 시에 축계 우단의 

경계조건을 비틀림 스프링  으로 고려하였으므

로, 우단의 경계조건은 자유(      ≠ )로 

고려할 수 있다. 따라서 절점 n+1에서 식 (2)는 

        이 되므로, 진동수 방정식은 

다음 식이 된다.

                                     (10)

따라서, 식 (10)을 이용하여 임의의 진동수 값에 

따른  의 궤적을 그려보거나, 이분법 및 할선법 

등과 같은 수치해석 기법을 적용하면 고유진동수를 

구할 수 있다.

2.3 고유진동수 민감도 해석 알고리즘

이 절에서는 설계 변수를 로 두고, 설계 변수의 

변화에 따른 고유진동수의 민감도를 계산하는 알고

리즘을 정식화한다.

식 (1)과 (2)를 설계 변수 에 대하여 미분하면


 

  
 

                            (11)


  

   
                            (12)

이 되고, 여기서 상첨자 ＊는 설계 변수 에 대한 

미분을 의미한다. 그리고 
  및 

를 각각 절점 i 

좌측 및 우측의 감도강성계수라 한다.

식 (3)을 설계 변수 에 대하여 미분하면


  


  


                       (13)

이 되고, 여기서 
는 설계 변수 에 대한 비틀림 

스프링( )의 미분을 뜻한다.

식 (11)과 (12)를 식 (13)에 대입하면, 감도강성계

수의 포인트(point) 전달식을 다음과 같이 구할 수 

있다.


  


                               (14)

식 (5)를 설계 변수 에 대하여 미분하면

 


  
  






 



 

   



 


 

  



 
    (15)

여기서

  



 




 



 

 



 


 

 


 
 

 





 


 

  



 


 




 


   

 

(16)

이고, 는 고유진동수의 민감도이다.

식 (11)의 i를 i+1로 수정한 식과 식(12)를 식 (15)

에 대입하면, 감도강성계수의 필드(field) 전달식을 

다음과 같이 구할 수 있다.

  
  


 

                   (17)

여기서


  

 
  

  
 

        (18)

이다.

좌단의 경계조건을 비틀림 스프링 으로 고려하

였으므로,   및 
은 영이 된다. 따라서 식 (11)～

(13)로부터 절점 1 우측의 감도강성계수를 구하면


 

                                    (19)

가 된다.

식 (19)를 시작으로 감도강성계수의 필드 전달식과 

포인트 전달식을 Fig. 1의 해석 모델에 연속적으로 

적용하면 최종적으로 마지막 절점인 절점 n+1 우측

의 감도강성계수( 
 )를 구할 수 있다. 모델링 시

에 축계 우단의 경계조건을 절점 n+1의 비틀림 스프

링  으로 고려하였으므로, 우단의 경계조건은 

자유(    
     ≠ )로 고려할 수 있다. 

따라서 절점 n+1에서 식 (12)는  
   

  

    
  이 되므로, 식 (10)을 이용하여 다음 

식을 유도할 수 있다.

 
                                   (20)

따라서, 식 (20)에 이분법 및 할선법 등과 같은 수

치해석 기법을 적용하면 고유진동수의 민감도를 구

할 수 있다.
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3. 수치 계산 결과  고찰

3.1 수치 계산 모델

Fig. 2에 나타낸 계산 모델은 길이가 10 m이고 지

름이 2 cm인 원형 일정 단면 중실축이다. 이 축을 

100개의 축 요소로 이산화하여 모델링하였다. 축 재

료의 물성치는 밀도가 7860 kg/m3, 횡탄성계수가 

7.923×10
10 
N/m

2이고, 양단의 경계조건은 자유이다.

Fig. 2 Computation model

3.2 자유진동 해석 결과

고유진동수의 민감도를 구하기 위해서는 먼저 자

유진동 해석이 선행되어야 한다. 본 연구에서는 기존

의 전달강성계수법6)을 이용하여 자유진동 해석을 수

행하였고, 강체 모드를 제외한 1차부터 3차까지의 고

유진동수를 계산한 결과가 Table 1이다. 계산 결과의 

정확성을 확인하기 위하여, 기존의 유한요소법3)으로 

계산한 결과도 Table 1에 추가하였다. 양 방법의 결

과는 일치하였다.

Table 1 Natural frequencies of computation model 
        [Hz]

Order TSCM FEM

1 158.75 158.75

2 317.54 317.54

3 476.42 476.42

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Shaft length [m]

Fig. 3 Natural modes of computation model

Fig. 3는 수치 계산 모델에 대한 고유모드를 전달

강성계수법으로 계산한 결과이다. 그림에서 실선, 파

선, 점선은 각각 1차, 2차, 3차 진동 모드의 형상이다.

3.3 고유진동수 민감도 해석 결과

본 연구에서 개발된 방법으로, 축 요소 100개의 직

경을 각각 설계 변수로 하여 1차 고유진동수의 민감

도를 100번 계산한 결과가 Fig. 4이다. 100개의 요소 

중에서 1, 50-51, 100번째 축 요소의 직경이 설계 변

수일 때, 1차 고유진동수의 민감도가 아주 높았다. 

따라서 일정 단면을 갖는 비틀림 축계의 설계자가 1

차 고유진동수를 효과적으로 변경하기를 원한다면, 

축의 양단 부분과 중앙 부분의 직경을 수정하는 것

이 다른 부분의 직경을 수정하는 것보다 훨씬 효과

적이다는 것을 알 수 있었다. 그리고 축의 중앙 부분

의 민감도는 양이므로, 이 부분의 직경을 증가하면 

고유진동수는 증가된다. 그러나 축의 양단 부분의 민

감도는 음이므로, 이 부분의 직경을 증가하면 고유진

동수는 감소된다.

Fig. 5는 축 요소 100개의 직경을 각각 설계 변수

로 하여 2차 고유진동수의 민감도를 계산한 결과이

다. 100개의 요소 중에서 1, 25-26, 50-51, 75-76, 100

번째 축 요소의 직경이 설계 변수일 때, 2차 고유진

동수의 민감도가 다른 부분에 비해 상대적으로 높았

다. 따라서 비틀림 축계의 설계자가 2차 고유진동수

를 효과적으로 변경하기를 원한다면, 축의 양끝 부분

과 축의 1/4, 2/4, 3/4 부분의 직경을 수정하는 것이 

다른 부분의 직경을 수정하는 것보다 효과적이다. 그

리고 축의 양단 부분과 중앙 부분의 민감도는 음이

므로, 이 부분의 직경을 증가하면 고유진동수는 감소

되고, 이 부분의 직경을 감소하면 고유진동수는 증가

된다.

Fig. 4 Sensitivity of the 1st natural frequency
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Fig. 5 Sensitivity of the 2nd natural frequency

Fig. 6 Sensitivity of the 3rd natural frequency
 

Fig. 6는 축 요소 100개의 직경을 설계 변수로 하

여 3차 고유진동수의 민감도를 각각 계산한 결과이

다. 17과 84번째 축 요소에 대한 민감도 값은 

951.6546, 34와 67번째 축 요소에 대한 민감도 값은 

-951.6546, 50과 51번째 축 요소에 대한 민감도 값은 

947.8989, 1과 100번째 축 요소에 대한 민감도 값은 

-947.8989였다. 따라서 비틀림 축계의 설계자가 3차 

고유진동수를 효과적으로 변경하기를 원한다면, 축의 

양단 부분과 축의 1/6, 2/6, 3/6, 4/6, 5/6 부분의 직경

을 수정하는 것이 다른 부분의 직경을 수정하는 것

보다 훨씬 효과적이라는 것을 알 수 있었다.

Fig. 4～Fig. 6을 종합적으로 고려해 보면 다음과 

같은 정보를 얻을 수 있다. 축의 중앙 부분의 직경이 

설계 변수일 때, 고유진동수의 민감도의 절대값이 크

므로 설계 변경에 효과적이다. 그러나 이 때 1차 및 

3차 고유진동수의 민감도는 양수, 2차 고유진동수의 

민감도는 음수이다. 따라서 축의 중앙 부분의 직경을 

Table 2 Natural frequencies of modified computation 
model [Hz]

Element f1 f2 f3

1 157.07 314.20 471.44

17 157.69 317.87 478.89

25 158.28 319.19 475.42

26 158.36 319.19 474.69

34 158.95 317.89 471.38

50 159.58 314.18 478.88

51 159.58 314.18 478.88

67 158.95 317.89 471.38

75 158.36 319.19 474.69

76 158.28 319.19 475.42

84 157.69 317.87 478.89

100 157.07 314.20 471.44

Table 3 Change of natural frequencies of 
com-putation model for variation of 
diameter of shaft element 50 [Hz]

(a) 10% increment

Order Original Estimation Reanalysis

1 158.75 159.39 159.26

2 317.54  316.28 316.08

3 476.42 478.31 477.92

(b) 20% increment

Order Original Estimation Reanalysis

1 158.75 160.02 159.58

2 317.54 315.00  314.18

3 476.42 480.19 478.88

(c) 30% increment

Order Original Estimation Reanalysis

1 158.75 160.65 159.79

2 317.54 313.72 311.78

3 476.42 482.07 479.51

증가하면 1차 및 3차 고유진동수는 증가하고, 2차 고

유진동수는 감소한다는 것을 알 수 있었다. 반면에 

축의 양단 부분의 직경이 설계 변수일 때, 고유진동

수의 민감도의 절대값이 높으므로 설계 변경에 역시 

효과적임을 알 수 있다. 그리고 1차, 2차, 3차 고유진

동수의 민감도는 모두 음수이므로, 축의 양단 부분의 

직경을 증가하면 1차, 2차, 3차 고유진동수는 모두 
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효과적으로 감소하며, 이 부분의 직경을 줄이면 1차, 

2차, 3차 고유진동수는 모두 효과적으로 증가한다.  

본 연구에서 개발된 방법의 신뢰성을 확인하기 위

하여, 축 요소 100개의 직경을 하나씩 변경하면서 자

유진동 해석을 100회 재해석하였다. Table 2에는 축 

요소의 직경을 20% 증가했을 때, 재해석한 1차 고유

진동수(f1), 2차 고유진동수(f2), 3차 고유진동수(f3)를 

나타내었다. 민감도 해석의 결과와 동일한 결과가 나

왔고, 따라서 본 연구에서 개발된 해석 알고리즘의 

신뢰성을 확인할 수 있었다.

민감도해석 결과를 이용하면, 고유진동수의 예측

이 가능해진다. Table 3에서는 50번째 축 요소의 직

경을 10%, 20%, 30% 증가할 때, 1차 민감도를 이용

하여 1차, 2차, 3차 고유진동수의 예측치를 구하였고, 

이 결과를 재해석한 결과와 비교하였다. 축 요소의 

직경 변화량이 증가하면서 오차가 증가하였지만, 직

경의 변화에 대한 추정치가 재해석의 결과와 유사하

였다.

4. 결  론

이 논문에서는 일정 단면을 갖는 비틀림 축계를 

대상으로 고유진동수의 민감도해석을 수행할 수 있

는 알고리즘을 전달강성계수법으로 정식화한다. 그리

고 양단의 경계조건이 자유인 일정 단면 비틀림 축

계를 대상으로 수치 모델화한 후, 자유진동 해석을 

수행하여 고유진동수와 고유모드를 구하였다. 그리고 

설계변수를 축계를 구성하는 축 요소의 지름으로 정

한 후, 고유진동수의 민감도를 계산하므로써 각 차수

별로 고유진동수의 변화에 효과적인 축 지름의 위치

를 알 수 있었다.

설계 변수인 축의 직경을 일부 수정하여 재해석한 

결과와 감도해석 결과를 이용하여 고유진동수를 추

정한 결과를 비교하였고, 이를 통해 개발된 방법의 

유효성을 확인하였다.
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