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초    록: 도파관유한요소법 (waveguide finite element method, WFEM)은 단면의 형상이 길이방향으로 일정한 도파

관 구조물의 진동을 해석하기 위한 수치해석 기법이다. 도파관유한요소법은 2차원 단면만을 FE 모델링하여 길이방향 

파동 전파를 해석하므로 기존의 유한요소법에 비해 해석 모델의 크기가 작고 연산 시간이 짧다는 장점을 가진다. 본 

연구에서는 기존의 도파관유한요소법을 확장하여 내부 및 외부에 유체가 채워진 도파관 구조물에 대한 진동 해석을 

수행하였다. 이를 위해 내부 유체와 도파관 구조물은 WFE로, 외부 유체는 파수경계요소 (waveguide boudnary 
element, WBE)로 모델링하고 이들을 연성시킨 운동방정식을 제시하였다. 이 방법의 적용 예로써 내부에 물이 채워진 

몰수된 파이프의 진동 및 방사 음향 파워를 해석하였다. 내부 및 외부 유체의 유/무에 따른 분산 선도와 가진점 모빌리

티 (point mobility)를 구하고 유체 연성의 효과를 살펴보았다.
핵심용어: 도파관유한요소법, 내부 유체, 파이프, 분산 선도, 모빌리티

투고분야: 구조음향 및 진동 분야 (11.2)

ABSTRACT: The waveguide finite element (WFE) method is a useful numerical technique to investigate wave 
propagation along waveguide structures which have uniform cross-sections along the length direction (‘x’ 
direction). In the present paper, the vibration and radiated noise of the submerged pipe with fluid is investigated 
numerically by coupling waveguide finite elements and wavenumber boundary elements. The pipe and internal 
fluid are modelled with waveguide finite elements and the external fluid with wavenumber boundary elements 
which are fully coupled. In order to examine this model, the point mobility, dispersion curves and radiated power 
are calculated and compared for several different coupling conditions between the pipe and internal/external 
fluids. 
Key words: Waveguide finite element method, Internal fluid coupling, Pipe, Dispersion diagram, Point mobility
ASK subject classification: Structural Acoustic and Vibration (11.2)
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I. 서  론

원통형 실린더, 파이프 또는 덕트 등을 따라 전파

되는 파동에 대한 연구는 이들 구조물의 진동, 소음 

해석뿐만 아니라 구조물에 존재하는 결함 등의 국부

적 불연속을 효과적으로 찾기 위한 상태 진단 

(condition monitoring) 등에 응용될 수 있다. 이러한 연

구의 적용 예로는, 선박 내부에 설치된 배관 및 덕트

의 진동과 소음, 송유관, 가스관을 비롯해 지하에 매

설된 수도관 등의 결함 탐지 등을 들 수 있다. 특히, 
이들 배관 구조물은 내부에 물 또는 기름 등과 같은 

유체가 채워지는 경우가 많으므로 구조물과 내부 유

체를 함께 해석해야할 필요가 있다. 
Fuller와 Fahy [1]

는 내부에 유체가 채워진 얇은 두께

의 원통형 실린더에 대한 이론해를 제시하고 분산 

선도 (dispersive curve)를 이용해 원주 방향 모드별로 

파동 전파 특성을 해석하였다. 그들은 이 연구를 통

해 파동 전파 특성이 원통형 실린더의 두께 그리고 

내부 유체와 원통형 실린더 재질의 밀도 비 (ratio of 
the density)에 의해 크게 변화됨을 파악하였다. De 

142



내부 및 외부 유체와 연성된 파이프의 진동 해석

THE JOURNAL OF THE ACOUSTICAL SOCIETY OF KOREA Vol.31, No.3 (2012)

143

Jong [2]
은 내부와 외부 모두 유체와 연성된 파이프에 

대한 이론해를 구하고 연성된 유체에 의한 분산 선

도의 변화를 살펴보았다. 또한 땅 속에 매설된 파이

프의 누수 (water leakage) 위치를 찾기 위한 목적으로 파

이프-내부 유체 연성 진동 해석이 수행된 바 있다 
[3,4]. 

길이가 무한히 긴 원통형 실린더에 대한 파동 해

석에 기존의 유한요소법을 이용하는 것은 길이 방향

으로 많은 요소가 필요하므로 효율적이지 못하다. 
더욱이 내부 유체가 포함된 경우에는 유체 모델링으

로 인해 수치 모델의 크기가 더욱 커진다. 이러한 문

제점을 해소하기 위해, 내부 유체와 연성된 무한 길

이 원통형 실린더를 효과적으로 해석할 수 있는 수

치해석기법에 관한 연구가 수행되고 있다. 
Maess 등 

[5]
은 내부 유체와 연성된 파이프를 해석

하기 위해 기존의 유한요소법을 이용해 짧은 길이의 

유한요소 모델을 만든 후 반복 구조 이론 (periodic 
structure theory)을 이용해 분산 선도를 구하였다. 그러

나 이 방법은 모델링에 이용한 유한요소의 길이에 의

해 상한 및 하한 주파수가 제한되는 단점을 가진다. 
Nilsson과 Finnveden [6]

은 도파관 유한요소법 (waveguide 
finite element method, WFEM)을 이용해 내부 유체가 

채워진 얇은 원통형 실린더의 분산 선도를 구하였

다. WFE 방법은 구조물의 2차원 단면 (y, z 평명)만을 

유한 요소 모델링하여 파동의 길이 방향 (x 방향) 전
파를 해석하므로 모델의 크기가 작고 연산 속도가 

빠르다는 장점이 있다. 그러나 이들의 연구는 WFE 
해석 기법에 관한 내용을 주로 다루고 있어 내부 유

체가 채워진 원통형 실린더의 파동 전파 및 진동 특

성을 상세히 다루지 않았다. 이상의 수치 해석을 이

용한 연구들에서는 분산 선도를 얻기 위한 자유 진

동, 즉 고유치 해석 (eigenvalue analysis)만을 기술하

고 있어 원통형 실린더에 외력이 가해졌을 때 발생

하는 구조물의 진동 및 내부 음압 등에 대한 해석이 

다루어지지 못하였다. 
본 논문에서는 내부와 외부가 유체와 연성된 도파

관구조물의 진동 및 소음을 도파관유한요소 (WFE) 
그리고 파수경계요소 (WBE)를 이용해 해석하고자 

한다. 외부 유체와 연성된 도파관구조물에 대한 운

동방정식은 참고문헌 
[7]
에서 상세히 소개하였다. 본 

연구에서는 도파관구조물의 내부에 존재하는 유체

에 대해 WFE 운동방정식을 제시하고, 참고문헌 
[7]
에

서 유도한 운동방정식과 결합하여 내부와 외부가 모

두 유체와 연성된 도파관구조물의 진동 및 소음 해

석을 시도하였다. 적용 예로써, 내부에 유체가 채워

진 몰수된 파이프에 대하여 WFE 해석을 수행하고, 
내/외부 유체 연성에 의한 파이프의 진동 특성 변화

를 살펴보았다. 

II. 수치 모델

단면의 형상이 길이 방향으로 일정하게 유지되는 

빔, 파이프, 원통형 실린더, 레일 등과 같은 구조물을 

일컬어 도파관 (waveguide)이라 하며, 도파관에서의 

탄성파 전파 및 진동 해석은 도파관 유한요소법 

(WFEM)을 이용해 효과적으로 해석할 수 있다. WFE 
해석에서는 도파관 단면의 진동 모드가 길이 방향으

로 조화 진동하면서 전파한다고 가정하므로, 2차원 

단면만을 유한요소 모델링하고 파동의 길이 방향 전

파는 복소 지수 함수,  ,를 이용하여 표현한다. 

여기서 는 도파관 구조물의 길이 방향 좌표축, 는 

도파관을 따라 전파하는 파동의 방향 파수 (wave-
number)이다. WFE 방법은 구조물의 2차원 단면만을 

유한요소 모델링하여 해석하므로 수치 해석 모델의 

크기가 작고 연산 속도가 빠르다는 장점이 있다. 이 

수치 해석 기법은 이론 해석이 어려운 임의 형상의 

단면을 가진 보, 보강 평판, 타이어, 레일 및 지반 등

의 진동 해석 등에 이용되고 있다 
[8-10]. WFE 방법은 

유한요소법에 기반하지만 길이 방향 파동 전파는 이

론해를 사용하므로 ‘semi- analytical FE (SAFE)’ 방법 
[11]
이라고도 불리며, 주어진 주파수에 대해 파수 영

역을 해석하므로 파수 유한 요소법 (wavenumber FE 
method) [12]

이라고도 불린다. 
본 장에서는 내부/외부 유체와 연성된 파이프 해

석을 위한 도파관 유한요소법 및 파수경계요소법에 

대해 기술하고자 한다. 즉, 고체 (solid)와 내부 유체 

(internal fluid)에 대해서는 도파관 유한요소법을, 외
부 유체 (external fluid)에 대해서는 파수경계요소법

을 적용한다. 고체 영역에 대한 도파관 유한요소법

과 파수경계요소법에 대한 지배 방정식은 참고문헌 
[7]
에서 기술하였으므로 본 논문에서는 유체 영역에 
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대한 도파관유한요소 방정식과 내부유체-고체-외
부유체가 연성된 전체 시스템의 운동방정식에 대해 

기술하고자 한다. 

2.1. 내부 유체 모델링

유체가 비점성 (inviscid)을 가진다고 가정하면, 음
압 (pressure) 와 유체 입자의 속도 (fluid particle 
velocity) v는 속도 포텐셜 (velocity potential) 를 이용

해 다음과 같이 정의된다. 

v ∇,    
  (1)

여기서 는 평형 상태에서의 유체 밀도를 나타낸

다. 유체의 포텐셜 에너지 변분은 

  








  (2)

로 표현되며, 는 유체에서의 음파 전파 속도이며, 

는 복소 켤레 (complex conjugate)를 나타낸다. 유체의 

운동 에너지 변분은 

  

∇

 ∇  (3)

 
식 (2)와 (3)을 이용해 유체 요소에 대한 Lagrangian, 
는 식 (4)와 같이 표현된다. 

 

 


 ∇
 ∇   





 

 (4)

형상 함수를 이용해   N  와   N 로 

근사화하면 유체 요소에 대한 Lagrangian, 는 



  

 b   

 b 

  n 

(5)

로 쓸 수 있으며, 여기서 b ABBT, b NfNfT dA, 

n  b 이며 B




N


N 

이다. 

2.2 고체 모델링 

고체 요소에 대한 지배 방정식 유도는 참고문헌 
[7]

에 상세히 소개되어 있으며, 본 절에서는 식의 유도

를 생략하고 참고문헌 
[7]
에서 제시된 고체 요소에 대

한 Lagrangian, 를 식 (6)에 나타내었다. 


 















uH akl


 u
 uHmsu (6)

식 (6)에서 u는 유한요소 절점의 변위 벡터, a와 

m는 각각의 유한 요소에서 얻어지는 행렬이다. 

2.3 외부 유체 모델링 

도파관 구조물이 외부 유체와 연성되어 있는 경

우, 외부 유체를 경계요소 (boundary element)로 모델

링하고 이를 앞 절에서 살펴본 파수유한요소와 결합

시켜 해석할 수 있다. 파수경계요소에 모델링은 참

고문헌 
[7]
에 기술되어 있으므로 본 절에서는 유도과

정을 생략한다. 파수경계요소에 대한 운동방정식은 

H  Gn
    (7)

이며, 여기서 와 n는 경계요소의 노드에서 

정의되는 벡터, n은 구조물과 접하고 있는 경계요소

의 수직벡터 (normal vector), H와 G는 Green 함수 행

렬을 나타낸다. 

2.4. 전체 연성 모델 

고체 요소와 내부 유체가 접하는 경계면에서 작용

하는 가상일은     로 정의된다. 여기

서, 는 접하고 있는 유체에 의해 고체 요소에 가

해지는 일, 는 고체에 의해 유체 요소에 가해지

는 일로써, 이 두 항은 아래 식으로 표현된다. 
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   ,   



   (8)

여기서 은 고체 요소에서 유체가 있는 방향으

로 발생하는 수직 방향 가상 변위이며, 는 접수면에 

수직한 유체 압력이다. 압력 를 식 (1)의 속도 포텐

셜 항으로 치환하면 

        (9)

이 되고, 여기에 다시 형상 함수를 이용해 근사화 시

키면 식 (10)이 된다. 

   uH H  m

 u





 (10)

 
여기서

m  f
 TH IHI T 




, I  a



 NsNfTd (11)

는 유체와 접하는 요소의 반 폭 (half width), T는 

국부 좌표계 (local coordinates)의 변위를 전역 좌표계 

(global coordinates)로 바꾸어 주는 변환 행렬이다. 
고체 요소와 유체 요소가 연성된 전체 시스템은 




 




 




 UH C

 U
 UHMU UHMU 

 (12)

여기서 U u T, M은 으로 구성된 행렬이

며, M와 C 는 식 (13)과 같다. 

M  

Ms 
 Mf




, Ckl 


Akl 
 Bkl




 (13)

Ms와 M는 고체 영역과 유체 영역에 대한 질량 행

렬, A는 각 고체 요소들의 가 모아진 행렬이며, 

B와 B은 각각 유체 요소의 b와 b으로 구성된 

행렬이다. 유체의 프와송비 (Poisson's ratio)와 전단 

계수 (shear modulus)를 모두 0으로 가정할 경우, B
와 B은 영 행렬 (zero matrix)이 된다. 식 (12)로부터 

구한 운동 방정식은 




K
x
 
Kx


K  iM M


U (14)

로 표현된다. 여기서 K, K 그리고 K는 구조물의 

강성과 관련된 행렬로써, 

K C , K C C , K C  (15)

이다 
[12]. 식 (21)에서 변위 벡터를 U U로 표

현하면 

K j K jK  iM M U  
 (16)

이 된다. 
도파관유한요소와 파수경계요소가 서로 접하는 

노드에서는 유체 입자와 고체요소의 수직방향 속도

가 같아야 하므로

 ui∙n  (17)

이 된다. 여기서 는 경계면에 수직인 n  방향 유체

입자 속도, u는 노드 에서의 도파관유한요소 변위, 

‘∙’은 벡터의 내적 (inner product)이다. 식 (17)의 조

건을 이용해 경계면에서 접하는 모든 노드에 대한 

연성조건을 구하면 식 (18)과 같다. 

CU In

  (18)

여기서 I는 단위행렬, C는 고체요소와 위부 유

체 요소 간 변위의 연성행렬을 나타낸다. 최종적으

로, 도파관 구조물이 내부 유체 및 외부 유체가 연성

되는 경우, 전체 시스템 운동방정식은 식 (7), 식 (18) 
그리고 식 (19)로 표현된다. 
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그림1. 내부 및 외부 유체와 연성된 파이프의 단면 모델 

Fig. 1. Cross-sectional WFE and BE model of submerged 

water-filled pipe. 

표 1. 파이프의 제원 및 내부/외부 유체 물성치

파이프 내부/외부 유체

외부 반경 0.1025 m 밀도 1000 kg/m3

내부 반경 0.0975 m 음파 전파 속도 1500 m/s

두께 5 mm

Young's modulus 210 GPa

밀도 7800 kg/m3

프와송 비 0.3

KMMU  FC (19)

여기서 K K KK, F는 고

체 요소에 작요하는 외력 벡터, C은 고체요소와 외

부 유체 간 힘의 연성을 나타내는 행렬이다. 만약 외

부 유체가 공기라면, 외부 유체에 의한 연성효과를 

무시할 수 있으므로 식 (18)의 연성항 (C)과 식 

(18) 없이 해를 구할 수 있다. 

III. 내부에 유체가 채워진 몰수된 

파이프의 진동 해석

본 장에서는 WFE 방법을 이용해 내부에 유체가 

채워진 몰수된 파이프의 진동을 해석하였다. 본 해

석에 이용된 파이프 및 내/외부 유체의 물성치는 표 1
에 나타내었다. 
그림 1에는 내부와 외부가 유체와 연성된 파이프

의 단면 모델을 나타내었다. 파이프는 32개의 고체 

요소로, 내부 유체는 120개의 유체 요소로 이루어져 

있으며, 각 요소는 8개의 노드로 구성하였다. 그림 1
에 제시한 파이프에 대해 내부 유체가 없을 때의 진

동 해석 결과는 참고문헌 
[7]
에서 제시되어 있으므로 

본 해석 결과와 비교한다면 파이프의 진동에 미치는 

내부 유체에 의한 영향을 확인할 수 있을 것이다. 
본 해석에서 이용한 파이프의 단면은 축과 축

에 대해 대칭인 이중 대칭 단면 (double symmetric 
section)이다. 따라서 동일한 파수에서 서로 수직한 

직교 모드 (orthogonal mode)를 가지는 두 개의 파동이 

존재한다. 예를 들어  1의 굽힘 모드를 가지는 파

동의 경우, 동일한 파수에서 축 방향 굽힘 모드를 

가지는 파동과 축 방향 굽힘 모드를 가지는 파동이 

존재한다. 동일한 파수에 두 개의 서로 다른 모드 형

태가 존재하므로 에 대응하는 을 구분해 낼 수 

없다는 문제가 발생한다 
[12]. 이러한 문제점을 제거

하기 위해 다항 고유치 해석에서는 파이프의 단면이 

이중 대칭이 되지 않도록 단면을 유한요소 모델링하

였다. 

3.1 가진점 모빌리티 (Point mobility)

외부 유체가 없는 경우, 파이프에 단위 점하중 (unit 
point force)이 작용할 때 발생하는 모빌리티 (mobility)
는 식 (19)를 다항 고유치 해석하여 구할 수 있다. 즉, 

파수 ()와 고유 벡터 (U)를 이용해 식 (20)과 같이 

표현할 수 있다 
[13,14]. 

V  





U  for ≧  (20)

여기서 은 m번째 파동의 크기 (amplitude)를 나
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그림2. 내부 및 외부 유체와 연성된 파이프의 가진점 모빌

리티. ╶×-, 유체와 연성되지 않은 파이프; - -, 

내부 유체가 채워진 파이프; - -, 내부 유체가 채

워진 몰수된 파이프; --, 유체와 연성되지 않은 파

이프의 등가 Euler 보

Fig. 2. Point mobilities of the pipe with and without 

fluid couplings. ╶×-, empty pipe in air; - -, 

water-filled pipe in air; - -, submerged 

water-filled pipe; --, Euler beam equivalent 

to the empty pipe in air. 

타내며 은 양의  방향으로 진행하는 파동의 개수

로서, 단면의 WFE 모델이 가지는 전체 자유도 (degree 
of freedom)이다. 파동 의 크기 은 

 U K′U
UF  (21)

로 표현된다 
[14], 식 (20)과 식 (21)에서 U과 U은 

각각 왼쪽 고유 벡터 (left eigenvector)와 오른쪽 고유 벡

터 (right eigenvector)를 나타내며, K′  K
d  mKs jKs, 그리고 F는 파수 영역에서 

표현한 단위 가진력이다. 가진점 의 모빌리티는 

식 (20)에  와 U을 대입하여 얻을 수 있다. 

그림 2에는 내부 및 외부가 물과 연성된 파이프의 

가진점 모빌리티를 나타내었다. 그림 2에서 모빌리

티가 높게 나타나는 주파수는 파이프 단면의 고차 

변형 모드가 발생하는 ‘cut-on' 주파수에 해당하며 이

는 3.2절에서 제시될 분산선도를 통해서 확인할 수 

있다. 내부와 외부 유체의 연성에 따른 파이프의 모

빌리티 변화를 살펴보기 위해 참고문헌 
[7]
에 제시된 

내부 또는 외부 유체가 없는 경우의 모빌리티도 그

림 2에 함께 도시하였다. 그림 2를 통해 파이프가 유

체와 연성됨에 따라 유체의 부가질량 효과로 인해 

‘cut-on’ 주파수가 낮아지는 것을 볼 수 있다. 또는 유

체 연성으로 인해 저주파수 대역에서는 모빌리티의 

수준이 낮아지는 것을 알 수 있으며, 내/외부 유체가 

모두 있는 경우에 내/외부 유체가 없는 경우보다 약 9 
dB 정도 모빌리티가 감소하였다. 
단면의 변형이 발생하지 않는 저주파수 대역에서

는 파이프를 등가의 Euler 보로 간주할 수 있으므로 

WFE 방법의 신뢰성을 검증하기 위해 등가의 Euler 
보에 대한 가진점 모빌리티를 구하고 WFE 해석 결

과와 비교하였다. 그림 2에 나타난 것과 같이, 약 수 

십 Hz 이하의 저주파수 영역에서는 파이프와 등가 

Euler 보의 가진점 모빌리티가 유사한 값을 가지지만 

주파수가 증가할수록 두 값의 차이가 커지고 있다. 
이는 주파수가 증가하면서 파이프 단면의 변형이 발

생하므로, 수 십 Hz 이상의 주파수 영역에서는 더 이

상 Euler 보의 가정이 유효하기 않기 때문이다. 
식 (20)의 모빌리티를 에 대해 Fourier 변환하면 

파수 영역에서의 모빌리티를 얻을 수 있다. 파수 영

역에서 구한 모빌리티는 

V 
 





U
    

 
    

  
(22)

이며, 여기서 와 은 각각 의 허수

부 및 실수부를 나타낸다. 그림 3에는 두 개의 주파

수, 395 Hz와 1446 Hz에 대해 가진점 모빌리티를 파

수 영역에서 나타내었다. 395 Hz의 모빌리티에는 두 

개의 파동이 주요하게 기여하고 있으며, 1446 Hz에
는 네 개의 파동이 크게 기여함을 알 수 있다. 이들 파

동의 변형 모드는 다음 절의 분산 선도와 함께 기술

하고자 한다. 

3.2 분산 관계 (Dispersion relations)

외부 유체와 연성된 파이프의 분산 선도를 구하는 

방법에 대한 설명은 참고문헌 
[7]
에 기술되어 있으며, 

표 1에 보인 파이프에 외부 유체가 있을 때와 없을 때
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그림3. 내부 유체가 채워진 몰수된 파이프의 파수 영역 가

진점 모빌리티. ―, 395 Hz; --, 1446 Hz

Fig. 3. Point mobilities of the submerged water-filled 

pipe in wavenumber domain at two different 

frequencies. ―, 395 Hz; --, 1446 Hz. 

그림4. 외부 유체 유무에 따른 내부 유체가 채워진 파이프

의 분산 선도 비교. , 외부 유체 없이 내부 유체만 

채워진 파이프; - -, 내부 및 외부 유체와 연성된 

파이프

Fig. 4. Dispersion relations of the water-filled pipe 

with and without external fluid coupling. , 

water-filled shell in vacuo; - -, submerged 

water-filled pipe. 

의 분산선도를 비교하여 참고문헌 
[7] 그림 5에 제시

한 바 있다. 본 절에서는 내부에 유체가 채워진 원통

형 실린더에 대해 외부 유체 유무에 따른 분산선도

를 구하여 그림 4에 나타내었다. 그림 4와 참고문헌 
[7]
의 그림 5를 비교해 보면 두 개의 비분산파 

(non-dispersive waves) - 확장파 (extensional wave)와 비

틀림파 (torsional wave) - 는 내부 및 외부 유체와 연성

되더라도 전파 특성이 거의 변하지 않는 것을 알 수 

있다. 이는 이 두 파동이 면내파 (in-plane wave)이기 

때문이다. 또한 그림 4를 통해, 내부에 유체가 채워

진 파이프에서는 2kHz에서 약 10rad/m의 파수를 가

지는, 전파 속도 약 1260 m/s의 비분산파가 존재함을 

알 수 있다. 이 파동은 내부 유체를 따라 전파되는 압

력파로써 파이프의 반경 방향 축대칭 팽창/수축 변

형인 숨쉬기 모드 (breathing mode)를 동반하므로 벌

지파 (bulge wave) [15]
라고도 불린다. 그림 4의 분산 선

도로부터 이 파동은 외부 유체에 의한 영향이 거의 

없음을 알 수 있으며 이러한 결과는 참고문헌 [2]에 

기술된 것과 일치한다. 그림 4의 나머지 파동들은 분

산파로써 파이프의 굽힘파 (flexural waves)이며, 이들 

굽힘파는 외부 유체에 의해 ‘cut-on’ 주파수가 낮아짐

을 확인할 수 있다. 
그림 4의 분산 선도와 그림 3의 파수 영역 가진점 

모빌리티를 비교해 보면, 모빌리티에 크게 기여하는 

파동의 형태를 알 수 있다. 즉, 395 Hz의 경우, 파수가 

낮은 두 개의 면내파 (확장파와 비틀림파)는 모빌리

티에 거의 영향을 주지 않으며, 파수가 2 부근의 파동

은 벌지파, 그 위 두 파동은 파이프 단면의 2차와 1차 

굽힘파이다. 1446 Hz의 경우에는 파수가 증가함에 

따라 파이프 단면의 1차, 4차, 2차 그리고 3차 굽힘파 

순으로 나타난다. 

3.3 음향 방사 파워 (radiated power)

경계요소를 이용해 구한 외부 유체의 압력과 속도

로부터 파이프에서 외부로 방사되는 음향 파워를 계

산할 수 있다. 내부에 유체가 없는 파이프에 대해 음

향 방사 파워를 해석한 예는 참고문헌 
[7]
에 소개한 바 

있다. 파이프와 접하고 있는 외부 유체입자의 수직 

방향 속도 와 음압 로부터 방사 음향 파워 를 아

래와 같이 구할 수 있다. 

 










    (23)

구조물의 파수 가 외부 유체의 음파 파수 보다 

큰 경우에는 음향 방사가 생기지 않으므로 식 (23)에
서 의 적분구간이 ≤≤ 로 제한되어있다. 
파이프와 연성된 외부 유체가 공기 또는 물인 두 
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(a)

(b)

그림5. 외부 유체의 음향파와 파이프의 분산 곡선 비교. 

(a) , 공기 중에 놓인, 내부 유체와 연성되지 않은 

파이프; , 공기 중에 놓인, 내부 유체가 채워진 파

이프, (b) - -, 내부 유체가 채워진 몰수된 파이프. 

점선으로 표시된 파동은 외부 유체의 음향파임

Fig. 5. Dispersion curves together with acoustic waves

(a) , Empty pipe in air; , water-filled pipe 

in air, (b) - -, submerged water-filled pipe. 

Dashed lines represent acoustic plane waves 

in the surrounding fluid. 

그림6. 내부 및 외부 유체와 연성된 파이프의 방사 음향 

파워 비교. -×-, 공기 중에 놓인, 내부 유체와 연

성되지 않은 파이프; - -, 공기 중에 놓인, 내부 

유체가 채워진 파이프; - -, s내부 유체가 채워진 

몰수된 파이프

Fig. 6. Radiated powers of the pipe for various fluid 

coupling conditions. -×-, empty pipe in air; 

- -, water-filled pipe in air; - -, submerged 

water-filled pipe. 

가지 경우에 대하여 구한 분산선도를 그림 5에 나타

내었다. 음향 방사가 일어나기 위해서는 파이프에 

존재하는 파동의 파수 ()가 외부 음파의 파수 ()보
다 낮아야 한다. 그림 5 (a)를 보면, 외부 유체가 공기

인 경우에는 50 Hz 이상의 모든 주파수 대역에서 

가 음파의 파수보다 낮음을 알 수 있다. 반면 외부 유

체가 물인 그림 5 (b)의 경우에는 면내파인 확장파와 

비틀림파를 제외한 대부분의 파동이    인 아음

속 (subsonic) 영역에 속한다.

식 (23)을 이용해 구한 파이프의 방사파워는 그림 

6에 나타내었다. 내부 유체가 없고 외부 유체가 공기

인 경우, 50 Hz 부근에서 방사 음향 파워가 급격히 증

가하는 것을 볼 수 있는데, 이것은 그림 5에 나타난 

것과 같이 50 Hz이상에서    조건이 만족되기 때

문이다. 내부에 유체가 채워진 경우에는 내부 유체

가 없는 경우에 비해 ‘cut-on’ 주파수가 낮아지므로 

내부에 유체가 없는 경우에 비해 와 가 같아지는 

임계주파수 (critical frequency)가 높아진 것을 그림 6
에서 확인할 수 있다. 반면 외부 유체가 물인 경우에

는 파이프에 존재하는 파동이 대부분    이므로 

방사 음향 파워가 몇 개의 ‘cut-on’ 주파수를 제외하

고는 선형적으로 천천히 증가하고 있다. 그림 6의 결

과는, 내부 유체가 채워진 몰수된 파이프의 방사 음

향 파워가 내부 유체가 없는 파이프의 공기 중 방사 

음향 파워 보다 모든 주파수 대역에서 낮은 것으로 

나타났다. 그러나, 그림 2에서 위 두 경우의 가진점

의 모빌리티가 저주파수 대역에서 약 9 dB 정도 차이

남을 상기한다면, 방사 효율 측면에서는 내부 유체

가 채워진 몰수된 파이프가 저주파수 대역에서 방사 

효율이 더 높을 것이다. 
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IV. 결  론

본 논문에서는 도파관 유한요소 (WFE)과 파수경

계요소 (WBE)를 이용해 내부 및 외부 유체와 연성된 

파이프의 진동 및 방사 소음을 해석하였다. 파이프

와 내부 유체는 모두 도파관 유한요소로 모델링하였

으며 외부 유체는 파수경계요소로 모델링하였다. 본 

해석을 위해 내부 유체 모델링을 위한 도파관 유한

요소 방정식을 유도하고 고체 요소와 연성된 운동 

방정식을 제시하였다. 파이프 진동에 미치는 내부 

및 외부 유체의 영향을 살펴보기 위해 파이프의 분

산선도, 가진점 모빌리티 및 방사 음향 파워를 해석

하였다. 이를 통해, 파이프 내부에 유체가 채워진 경

우 부가질량 효과로 인해 ‘cut-on’ 주파수가 낮아지며 

가진점 모빌리티의 크기가 전반적으로 감소함을 파

악하였다. 본 연구 및 적용 예를 통해 내부 및 외부 유

체와 연성된 도파관 구조물의 진동 및 파동 전파 해

석에 WFE/WBE 방법이 유용함을 확인하였다. 추후

에는 단면의 형상이 복잡하여 이론해석이 어려운 도

파관 구조물의 진동, 소음 해석에 본 수치해석 기법

을 적용하고자 한다. 
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