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ABSTRACT

The dynamic instability and natural frequency of an axially moving pipe conveying fluid are 

investigated. Thus, the effects of fluid velocity and moving speed on the stability of the system are 

studied. The governing equation of motion of the moving pipe conveying fluid is derived from the 

extended Hamilton's principle. The eigenvalues are investigated for the pipe system via the Galerkin 

method under the simple support boundary. Numerical examples show the effects of the fluid veloc-

ity and moving speed on the stability of system. Moreover, the lowest critical moving speeds for the 

simply supported ends have been presented. 

* 
1. 서  론

내부에 유체를 가지는 파이프 구조물은 배관계 

및 일반적인 기계장치에서 흔히 볼 수 있다. 파이프 

내부에 흐르는 유체는 파이프 시스템의 동적특성 

및 안정성에 큰 영향을 미치기 때문에 유체의 질량

비와 유속에 의한 시스템의 안정성 해석에 관한 연

구는 오랜 기간 많은 연구자들에 의하여 연구되어

져 오고 있다(1~3). 또한, 축방향으로 움직이는 구조

물은 기계 구동 벨트, 자기 테이프, 종이 등 여러 

공학적, 산업적 분야에서 쉽게 접할 수 있다. 특히, 

이송되는 보 구조물의 형태는 평판 톱의 블레이드

나 밸브 액추에이터 등에서 그 예를 찾아 볼 수 있

다. 이처럼 시스템의 불안정을 유발하는 주요 파라
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미터인 이송속도와 유속이 연성되어 전체 시스템의 

안정성에 미치는 영향을 해석하는 것은 공학적으로 

매우 중요한 문제라 할 수 있다. 

Wickert와 Mote(4)는 축방향으로 이송되는 구조물

의 안정성에 대하여 연구하였으며, Ulsoy와 Mote(5)

는 평판 톱의 진동 및 안정성에 대한 연구결과를 

이론 및 실험을 통하여 발표하였다. Lee 등(6,7)은 이

송되는 보의 진동특성 및 안정성을 SEM(spectral 

element method)으로 수행하여 많은 연구결과를 발

표하였다. 축방향으로 이송되는 자기 테이프 및 종

이와 같은 박막의 진동해석에 대한 연구도 진행되

어지고 있다(8). 최근 Galerkin 방법을 이용하여 고

속으로 움직이는 보의 고유진동수 해석 및 주변에 

유체로 둘러싸인 축방향으로 이송되는 보의 안정성 

해석에 대한 연구결과도 발표되어지고 있다(9,10). 유

체유동에 의한 파이프의 동적 불안정 문제에 관한 

연구는 부가질량, 크랙 및 끝단질량과 유속의 연성

관계에 의하여 전체 시스템의 안정성에 미치는 영

향에 대한 연구결과들이 발표되어지고 있다(11,12).
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하지만 이들 선행 연구에서는 내부에 유체가 흐

르고 축방향으로 이송하는 파이프 구조물에 대한 

동적특성 및 안정성 해석에 대한 연구결과는 찾아

보기 힘들다. 이 연구에서는 유체유동을 가지고 축

방향으로 이송되는 파이프의 운동방정식을 확장된 

해밀턴 원리를 이용하여 구하였으며, 운동방정식을 

이용하여 파이프 내부에 흐르는 유체의 속도와 파

이프의 이송속도가 파이프 시스템의 안정성에 미치

는 영향에 대하여 연구하였다. 

2. 이  론

Fig. 1은 유체유동을 가지고 축방향으로 이송되는 

파이프의 개략도를 나타낸 것으로서  은 보의 전

체 길이를 나타낸다.  과  은 각각 이송되는 보

의 이송속도와 파이프 내부의 유체 속도를 의미하

며 이들 속도들은 서로 독립적이라 가정하였다. 

2.1 운동방정식
Fig. 1에 보인 시스템을 구성하는 파이프와 유체

의 운동에너지를 구하면 각각 다음과 같다 (7,11). 

  






   ′   (1)

  






  ′ (2)

여기서 과 는 각각 보의 단위길이당 질량과 

유체의 단위길이당 질량을 나타내며 는 횡방향 변

위이다. 파이프의 포텐셜에너지는 다음과 같이 구할 

수 있다.

  






  ″   (3)

여기서 는 굽힘강성이다. 

이송되는 파이프 및 유체의 분사력의 보존력 및 

비보존력 성분에 의한 가상일은 다음과 같다 (6).

 




  

   ′ 
(4)

  







 ′   ′ 




(5)

여기서   ′ 이고, 와 는 

  에서의 굽힘 모멘트와 전단력을 각각 의미한

다. 또 와 는  에서의 굽힘 모멘트

와 전단력을 나타낸다.  

식 (1) ~ (5)를 다음의 확장된 해밀턴 원리






       (6)

에 대입하면 다음과 같이 유체유동을 가지고 축방

향으로 이송되는 파이프의 운동방정식과 단순지지 

파이프의 경계조건(7)을 각각 얻을 수 있다. 

 ″ ″   ″
  ′     (7)

  or    

  or ′    
  or    
  or ′    

(8)

식 (7)에서 만약 유속과 파이프의 이송속도가 동

일한 경우(  ) 상대속도는 0이지만, 유체질량 

및 이송속도에 의하여 파이프의 안정성에 영향을 

미친다. 식 (8)에서 와 는 각각 다음

과 같이 정의된다.

  ″ ′   ″ (9)

계산상의 편의 및 일반화된 결론을 얻기 위하여 

이 연구에서는 다음과 같은 무차원 파라미터 및 좌

표를 정의한다.

Fig. 1 Axially moving pipe conveying fluid
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 



  





  







  


  




 


(10)

식 (7)에 식 (10)을 대입하면 다음과 같은 자유진

동에 대한 무차원 운동방정식을 얻을 수 있다.

″ ″   ″
    ′    (11)

여기서  이며, 식 (11)의 운동방정식

을 살펴보면 두 번째 항에서 이송속도와 유속은 같

은 형태를 가지므로 하나의 무차원 속도로 치환하

여 계산할 수 있는 것처럼 보인다. 하지만, 3번째 

항에서 각각의 속도는 질량비와 관계를 하고 있고 

이들 질량비들은    의 관계를 가지기 때문

에 각각의 속도 영향에 의한 시스템의 안정성을 살

펴보아야 할 것으로 판단된다. 

식 (11)의 운동방정식의 해는 내부 유동유체가 없

는 경우의 단순지지 파이프의 고유함수 를 이

용하여 다음과 같이 가정할 수 있다.

   




 (12)

따라서 유체를 제거한 근사모드를 사용하였기 때

문에 안정성에 대한 해석 결과는 근사 결과라 할 

수 있다. 식 (12)를 식 (11)에 대입하고 Galerkin 적

분을 행하면 다음과 같이 표현된다.




 








″ ″  




″  

    




′  

 




  



  (13)

식 (13)의 변위   
 로 가정하여 고유치 

문제를 풀 수 있으며 해의 수렴을 위하여  차

까지 반복하였다.

2.2 안정성 해석
식 (13)을 이용하여 고유치 해석을 수행하면 고유

치 는 다음과 같이 복소수 값을 갖는다.

 ≡ Re  Im     (14)

식 (14)의 허수부 Im 로부터 고유진동수를 얻

을 수 있으며, 실수부 Re는 계의 안정성 판단

의 기준이 된다. Re≤ 인 경우 시스템은 안정

하며, 그렇지 않은 경우 시스템은 불안정 상태에 놓

인다. 시스템이 불안정인 경우 즉, Re 일 때 

Im 의 부호에 따라 다음의 두 가지 불안정 형태

로 구분된다. 먼저 Im ≠ 일 때는 플러터

(flutter) 불안정이 되고, Im  인 경우에는 발

산(divergence) 불안정이 된다(7,12). 또 Re 일 

때는 안정과 불안정의 경계가 되는 임계값이 되며,  

이 때의 속도를 임계속도라고 정의한다. 

3. 수치해석 결과

이론을 통하여 유도한 시스템의 운동방정식을 

이용하여 유체유동을 가지고 축방향으로 이송하

는 파이프의 안정성을 해석하였다. 이 연구에서 

파이프의 경계조건은 식 (8)의 단순지지 경계조건

을 적용하였다. 먼저, 개략적인 수치해석의 신뢰

성을 확보하기 위하여 참고문헌 (7)에서 유한요소 

해석 방법(50 elements)으로 구한 유체가 없는 경

우에 이송되는 보의 고유진동수와 이 연구의 수

치해석 결과를 비교하여 Table 1에 나타내었다. 수

치해석 결과의 비교를 위하여 사용한 파라미터는 

다음과 같다. 

  m     kNm    kgm
Table 1에서 은 수렴을 위하여 반복한 모드의 수

를 의미한다. 이 결과는 본 수치해석의 타당성으로 

Table 1 Natural frequency of axially moving beam

Moving
speed(m/s) Method

Natural frequency(Hz)

1st. 2nd. 3rd.

0

Ref. (7)
present result
 = 3
 = 10

16.710

16.710 
16.710 

54.474 

54.474
54.474

116.69

116.69
116.69

33.419

Ref. (7)
present result
 = 3
 = 10

 13.913

13.919
13.913

52.217

52.272
52.217

114.70

117.53
114.70
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Fig. 2 Lowest three eigenvalues versus fluid veloc-
ity( )

제시하기에는 부족하지만 파이프의 이송 속도가 존

재하는 경우 수렴 값을 찾는 것은 중요하다는 것을 

알려준다. 참고문헌 (7)의 결과와 비교하여 수렴성

을 검토한(=10) 이 연구의 결과 값은 매우 정확하

다는 것을 확인 할 수 있다.

Fig. 2는 파이프의 이송속도가 2로 일정한 경우 

유속에 따른 파이프의 허수부 및 실수부 고유치 변

화를 나타낸 것이다. Fig. 2(a)는 유체의 질량비 가 

0.2, 그리고 Fig. 2(b)는 질량비가 0.6인 경우의 결

과이다. 이들 질량비들은 일반적으로 유체유동을 가

진 파이프의 경우 플러터 및 좌굴 불안정을 일으키

는 임계유속 변화의 차이를 가장 잘 나타낸다.

Fig. 2에서  는 각각 좌굴 및 플러터 임계유

속을 의미한다. Fig. 2(a)에서 유속이 증가하여 2.43

이 되면 먼저 1차 모드에서 좌굴 불안정이 발생하

며, 유속이 약 6이 되면 파이프는 플러터 불안정 

형태로 된다. 그리고, 유속이 9.1 부근에서는 다시 

좌굴 불안정 형태가 되며, 이후 유속이 증가하면 시

스템은 좌굴 및 플러터 불안정의 복합적인 불안정 
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Fig. 4 Different kinds of instabilities as fluid veloc-
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형태가 됨을 알 수 있다. Fig. 2(b)의 질량비 가 

0.6인 경우를 살펴보면, 유속이 2.43에서 1차 모드

에 의해 좌굴 불안정이 일어나며, 유속이 5.93 < 

< 6.13 의 범위에서 시스템은 다시 안정화가 된다. 

유속의 범위가 6.13 <  < 8.97 에서는 플러터 불안

정, 그리고 8.97 <  < 9.19 에서는 좌굴 불안정이 

되며, 그 이후의 유속에서 시스템은 좌굴, 플러터의 
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Fig. 5 Natural frequence of axially moving pipe con-
veying fluid

복합적인 불안정 형태가 된다. 

Fig. 3은 질량비 변화에 따른 좌굴 및 플러터 불

안정 영역을 나타낸 것이다. 두 질량비의 관계는 앞

에서 언급한 것처럼  이기 때문에 가로축에

서 오른쪽으로 커지는 것은  , 그리고 우측에서 좌

측으로 커지는 것은 가 된다. Fig. 3(a)는 이송속도

가 0, 그리고 Fig. 3(b)는  = 2인 경우의 결과이다. 

시스템의 좌굴 임계유속은 질량비와 무관한 운동방

정식 (13)의 1, 2번째 항인 강성항에 의하여 결정되

기 때문에(3) 질량비와 관계없이 좌굴 임계유속은 각

각 3.14, 2.43으로 항상 일정하다. 유체 질량비 가 

증가할수록 시스템이 재안정화 되는 유속의 범위가 

넓어지며, 이송속도가 0.2인 경우에 이송속도가 없

는 경우에 비하여 재 안정화 영역은 더 넓어진다는 

것을 알 수 있다.

Fig. 4는 유속과 이송속도의 연성관계에 의한 시

스템의 불안정 형태를 도시한 것이다. 여기서 가로

축은 파이프의 이송속도, 그리고 세로축은 유속을 

나타낸다. 시스템의 안정영역은 질량비에 관계없이 

원점을 중심으로 반지름 3.14의 1/4 원형을 형성하

고 있음을 알 수 있다. 이것은 운동방정식 (13)에서 

유속이 0, 혹은 이송속도가 0인 경우 Fig. 3에서 설

명한 바와 같이 항상 일정한 좌굴 임계유속(3.14)을 

가지기 때문에 두 유속의 합이 3.14인 경우 항상 

좌굴 임계유속을 가지는 것으로 생각할 수 있다. 플

러터 불안정의 경우 질량비가 0.2인 경우는 이송속

도가 1.1까지는 2, 3차 모드 합성에 의하여 플러터 

불안정이 발생하며, 그 이후의 이송속도에서는 1, 2

차 모드에 의해 플러터 불안정이 발생한다. 질량비

가 0.6일 때는 플러터 불안정은 모두 1, 2차 모드에 

의하여 발생한다는 것을 알 수 있다. 

Fig. 5는 이송속도와 유속의 영향에 의한 시스템

의 고유진동수를 3차 모드까지 도시한 것이다. 1, 2

차 모드에서는 이송속도가 빨라질수록 시스템의 고

유진동수는 점점 작아지는 경향을 보이며, 유속과 

고유진동수는 서로 반비례적이다. 3차 모드에서는 

유속이 0인 경우는 이송속도와 고유진동수는 서로 

반비례적인 경향을 보이지만, 유속이 각각 1.5, 3일 

때는 서로 비례적인 경향을 보인다. 또 3차 모드에

서는 고유진동수와 유속의 관계는 통일되지 않고 

특정 이송속도의 구간에서는 서로 다른 경향을 보

인다. 즉, 이송속도가 0.58보다 작을 때는 유속과 

고유진동수는 서로 반비례적이며, 이송속도가 1.92

보다 큰 경우는 유속과 고유진동수는 서로 비례적

인 경향을 보인다.

4. 결  론

이 연구에서는 유동유체를 가지고 축방향으로 이

송되는 단순지지 파이프의 안정성을 평가하고 그 
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결과를 고찰하였다. 즉, 파이프의 이송속도와 유속, 

그리고 각 질량비가 파이프 시스템의 안정 혹은 불

안정에 미치는 영향에 대하여 수치해석 하였다. 이 

연구의 수치해석 예제에 대하여 다음과 같은 결론

을 얻었다. 

(1) 파이프의 이송속도가 일정한 경우에 유체 및 

파이프의 질량비의 변화에 관계없이 파이프 시스템

의 좌굴 임계유속은 항상 일정하다. 

(2) 가로축, 세로축을 각각 유속과 파이프의 이송

속도라고 두면 시스템의 안정영역은 항상 원점을 

기준으로 반지름 3.14의 영역 안에 위치한다. 

(3) 유체 질량비 가 증가할수록, 파이프의 질량

비 가 줄어들수록 파이프 시스템이 다시 안정화되

는 유속의 범위가 넓어진다. 또, 파이프가 이송되는  

경우, 이송되지 않을 때에 비하여 파이프 시스템의 

재 안정화 영역은 더 넓어진다.
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