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자 수치 해석을 해 갤러킨 기법과 보간법을 혼용하여

개선시킨 모멘트법

Improved Method of Moments Using Hybrid Technique of 

Galerkin's and Interpolation Methods for Numerical Analysis 

of Electromagnetic Waves  
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요  약

본 논문에서는 3차원 공간의 자 수치 해석을 한 모멘트법(method of moments)의 개선된 해석 기법을

선보인다. 자 산란 특성을 해석하기 해 기본 으로 EFIE(Electric Field Integral Equation)와 RWG(Rao-Wil-

ton-Glisson) 기 함수를 이용하 으며, 계산 효율을 높이기 해 기존의 갤러킨(Galerkin) 기법과 심 보간

(interpolation)법을 혼용하여해석시간을단축시켰다. 이때, 계산 정확도 유지를 해 임피던스 행렬의 각원소간

거리를 상 거리지수로 정의하여보간법 용이가능한 먼거리원소를 구분하 다. 제안된해석기법의 성능

검증은 속구의 Mie-series 해법을 이용한 이론 RCS(Radar Cross Section)를 비교/분석하 다. 한, 본 연구

결과를 삼면-/ 방향- 반사기와 같은 산란체에 용하여 이더 후방 산란 특성을 분석하 다. 

Abstract

An improved method of moments using a hybrid Galerkin-interpolation technique for numerical analysis of elec-

tromagnetic wave scattering in the 3-dimensional space is presented in this paper. Basically, the EFIE(electric field inte-

gral equation) and RWG(Rao-Wilton-Glisson) basis function are used to compute a property of electromagnetic wave 

scattering. We propose a hybrid technique combining the existing Galerkin's method with the interpolation method to 

improve the efficiency of the numerical computation. Then, an index of relative distance of each cells was defined to 

distinguish the relatively far elements, which interpolation method can be applied. To verify the performance of the 

proposed technique, the analytical Mie-series solution was used to compute the theoretical RCS of a conducting sphere 

for the purpose of comparison. We also applied this hybrid technique to various scatterers such as trihedral/omni-direc-

tional corner-reflectors to analyze the radar backscattering properties. 

Key words : Method of Moments, RWG Basis Function, Galerkin Method, Interpolation Method

Ⅰ. 서  론      임의의 모양을 갖는 산란체(scatterer)의 자 산

란 특성을 분석하기 해 다양한 수치 해석 기법들
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이 이용된다. 특히, 원거리(far-zone)의 자 산란

방사 특성 분석을 해 EFIE(Electric Field Integral 

Equation), MFIE(Magnetic Field Integral Equation), CF-

IE(Combined Field Integral Equation) 등의 분방정식

을 이용한 모멘트법(method of moments)이 일반 이

며, 수치 해석을 한 산란체의 재질과 해석 환경에

따라 합한 분방정식을 선택할 수 있다[1]～[3]. 

한, 3차원 공간의 임의의 모양을 갖는 산란체의

자 응답 특성을 모멘트법으로 분석하기 해서 산

란체 표면 류를 표 하기 한 다양한 기 함수

를 용할 수 있다. 를 들어, 펄스 기 함수는 사

용범 가 넓고 표 이 간단한 장 이 있으나, 직각

좌표를 이용한 임의의 구조 해석에 한계가 있는 반

면, 최근 리 사용되는 RWG(Rao-Wilton-Glisson) 기

함수는 임의의 산란체 표 이 용이하여 최 의

표면 류 계산이 가능하다
[1],[2].   

모멘트법 용을 해 유한한 요소로 표 되는

표면 류는 기 함수와 시험(testing) 함수에 의해

서 정합(point-matching) 기법과 갤러킨(Galerkin) 

기법에 의해 행렬식으로 나타낼 수 있으며, 임의의

산란체 해석을 해 본 연구에는 RWG 기 함수와

동일한 시험함수를 이용하는 갤런킨 기법을 용하

다[4],[5]. 이때, 산란체 표면을 구성하는 임의의

원 (source point)과 측 (observation point) 역에

한 수치 분은 많은 계산 시간을 소모하게 된다. 

본 연구에서는 임의의 속 산란체의 자 산

란특성을효율 으로해석하기 해서 EFIE와 RWG 

기 함수를 용한 모멘트법의 임피던스 행렬[Z] 

계산을 갤러킨 기법과 보간법을 혼용하여 계산 효율

을 높이고 정확도를 유지시켰다
[6]. 이는, 임피던스

행렬의 각원소(self-cells)와 인 한(adjacent cells) 

원소에 체 임피던스 행렬 원소 상 으로 매

우 큰 값이 집 되는 특성에 착안하여, 상 으로

먼 거리의 행렬 원소의 수치 분을 심 보간법

으로 간소화시키는 방법을 선보인다. 이때, 정확도

분석을 해 속구를 이용한 bistatic RCS를 Mie- 

series 해법과 비교하 다[7]. 한, 본 논문에서 제안

된 해석 기법을 이용한 다양한 반사기의 이더

후방 산란 특성을 선보인다.

Ⅱ. 모멘트법(Method of Moments)

EFIE 계를 해 식 (1)과 (2)는 3차원 공간 상에

치한 임의의 속 산란체의 표면 계를 경계면

조건 ×   0을 용해 나타낸 것이다
[1]. 
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식 (3)과 (4)는 RWG 기 함수의 정의와 발산 특

성을 나타낸 것이며, 식 (5)는 산란체 표면에 흐르는

류 분포를 RWG 기 함수를 이용한 미소 류의

합으로 표 한 것이다[1]. 
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이때, RWG 기 함수는 삼각형으로 분할된 산란

체의 표면 류를 삼각형 구조의 내부 모서리를

수직으로 통과하는 벡터 성분으로 정의된다
[1],[4]. 
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RWG 기 함수로 표 된 표면 류 식 (5)를 식

(1)에 입하여 식 (6)과 같은 EFIE로 정리되며, 이는

다시 식 (7)과 같은 행렬식으로 표 될 수 있다. 임피

던스[Z] 행렬과 입사 [B] 행렬의 원소는 식 (8), (9)

와 같이 정리될 수 있다
[4].
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Ⅲ. Hybrid 법   

모멘트법은 표면 류[I]를 얻기 해서 앞서 정

리된 행렬식을 이용해서 입사 [B] 행렬과 산란체

구조에 따른 임피던스[Z] 행렬의 각 원소를 계산하

고, 임피던스 행렬의 역변환으로부터 표면 류의

모든 원소를 계산하는 일련의 과정이다. 이때, 모멘

트법의 최 계산량은 표면 류의 미지수 개수(n)

에 의존 이며, 임피던스 행렬의 각 원소를 계산하

기 해 부분의 시간이 소요된다. 이때, 각원소

에 큰 값이 집 되는 sparse matrix의 특성을 갖는 임

피던스 행렬은 원 과 측 간 거리가 일치(self- 

cell)하거나 인 (adjacent-cell) 할수록 EFIE의 행렬식

내부에 포함된 자유 공간의 3차원 Green 함수의 1/R 

(R→0)에 의해 계산 결과가 민감하게 반응한다. 따라

서 특정 범 내에서는 기존 갤러킨 기법을 용한

수치 분을 수행하고, 그 외의 역에서는 심

보간법을 용하여 계산 시간을 효율 으로 리하

게 된다.  

이번 장에서는 RWG 기 함수를 용한 삼각형

요소(cell)의 수치 분법, R=0일 때 특이해(singu-

larity)를 회피하는 방법, 1/R을 포함한 분식의 해석

분법(analytic integration), 그리고 보간법을 이용

해 계산 시간을 단축시킨 개선된 모멘트법에 해

설명한다. 

3-1 수치  분법(Numerical Integration)

임의의 삼각형 역에 한 수치 분을 수행하

기 해서 simplex 좌표계를 이용한 좌표 변환을

용한다. Simplex 좌표계는 분 역 내에 치하는

임의의 을 심으로 분할되는 세 개의 삼각형 면

비와 세 개의 꼭짓 으로 임의의 치를 표 하는

좌표계이다[8]. 이는 α, β로 표 되는 새로운 직각

좌표계로의 변환이 가능하며, 이 변환된 좌표계에서

수치 분법인 Gaussian quadrature를 수행할 수 있

게 된다
[9]. 식 (10)은 직각좌표계로 표 된 분식을

simplex 좌표계로 변환하는 식이며, A와 J(α, β)는

각각 삼각형의 면 과 변수 치환을 한 Jacobian이

다. 식 (11)은 simplex 좌표계를 이용한 임의의 치

벡터의 좌표변환식이 된다. 식 (12)는 simplex 좌표계

를 이용한 Gaussian quadrature 수치 분 방법이며, 

N은 분 연산을 한 의 개수를 나타낸 것이다.
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그림 1은 특정 삼각형 역에 한 식 (13)을 이용

한 Green 함수의 수치 분 결과를 나타낸 것으로

원 (rc')과 측 (ro)의 거리(R)가 가까워질수록

Green 함수의 분 특성은 매우 불안정하게 발산하

는 성질을 갖게 된다. 
 

그림 1. Gaussian quadrature를 이용한 Green 함수의 수

치 분 특성

Fig. 1. Property of the numerical integration of Green's 

function using Gaussian quadrature.



THE JOURNAL OF KOREAN INSTITUTE OF ELECTROMAGNETIC ENGINEERING AND SCIENCE. vol. 23, no, 4, Apr. 2012.

544


 ′

′ ′
 ′
 ′

 ′

′
(13)

 

그림 2는 Gaussian quadrature와 simplex 좌표계를 

이용한수치 분(---- quadrature)과수식 분(― equa-

tion) 결과를 비교한 것으로 XY-좌표 평면상의 삼각

형 역에 해 RWG 기 함수의 벡터 성분과 지수

함수 (
∙ ) 식을 이용한 계산 결과이며, 분

역을 변화시켜 그 특성 변화를 분석한 것이다. 

분을 한 계산 역은 원 을 꼭지 으로 하는 정

삼각형을 이용하 으며, 각 변의 길이를 0.1 λ0에서 

3 λ0까지 변화시켰다. 이때, 길이 변화 1 λ0 이내의

범 에서 수치 분과 수직 분 결과가 일치함을

알 수 있다. 한, 모멘트법 용 시 수치 분의 유

효 범 를 고려해 산란체 표면의 삼각형 요소 분할

은 최 1 λ0 이내여야 하며, 일반 으로 0.1 λ0 이

내의 분할을 추천한다. Gaussian quadrature의 차수는

계산 정확도와 소요 시간에 향을 다. 그림 2의

수치 분 결과는 7 (5차식) 규칙을 이용한 것이며, 

갤러킨 기법 용시 이 분을 해 원 과 측

에서 각각 동일한 연산이 이루어져 총 7×7=49

에 해당하는 연산이 이루어진다.

3-2 특이해 회 법(Singularity Extraction)

특정 모서리의 표면 류를 계산하기 해서 삼

각형 요소 에 한 분계산을 수행할 때, 원

그림 2. 분 역 변화에 따른 수치 분과 수식

분 계산 결과 비교

Fig. 2. Comparison of quadrature and equation results 

to changes in the integral region.

과 측 이 동일한 경우(self-term, R=0)에 한 특

이해 회피를 해 여러 해석 분법 등을 이용해

야 한다[10],[11]. 3차원 자유 공간의 Green 함수의 (1/R) 

요소는 R값이 작을수록 발산하는 특성을 갖게 되어, 

이를 안정화시키는 특별한 기법이 필요하게 된다. 

그 가장 보편 인 방법으로 Cauchy principal value

와 L'hopital의 정리를 이용해 간략화된 식 (14)와

(15)를 이용한다[10].
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식 (14)의 오른쪽 첫 번째 항은 R=0인 경우 식

(15)와 같은 특성을 보이며, 한 R이 ‘0’에 근 한

경우에도 Gaussian quadrature 수치 분이 가능하게

된다. 따라서 두 번째 항인 (1/R)에 한 분을 해석

방법을 이용하여 계산하게 된다.
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식 (16)과 (17)은 EFIE로부터 (1/R)에 한 분항

만으로 분리하여 정리한 분식이며, 이때 갤러킨

기법이 용된 분항 I1과 I2로 표 될 수 있다.

식 (16)과 (17)의 분항은 참고문헌 [10]의 해석

분 기법에 의해 계산이 가능하며, 갤러킨 기법

을 용하기 해서 원 과 더불어 측 역에

한 분을 Gaussian quadrature를 이용한 수치 분

법으로 계산이 가능해진다. 이때, (1/R)항을 계산하

기 한 해석 분 기법과 수치 분 기법의 연

산시간이 긴 단 이 있다. 한, R=0인 경우와 인

한 거리의 분식 연산은 체 모멘트법의 계산 정

확도와 한 련이 있으며, 체 계산 시간의 많

은 부분을 소모하게 된다. 이에 한 개선 방법으로

계산 역 간 거리(R)가 상 으로 먼 역에 해

보간법을 용해 수치 분의 계산량을 효율 으로

리하고 체계산효율을높이는방법을선택하 다. 

3-3 보간법(Interpolation Method)
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(a) 1/R 분식 계산 결과

(a) Integration results of 1/R

(b) (ρ'—ρ)/R 분식 계산 결과

(b) Integration results of (ρ'—ρ)/R

그림 3. 특이해 근처에서 해석 분법의 분 특성

Fig. 3. Properties of analytic integration at singular po-

ints.
 

분을 한 원 과 측 이 분 역에 비

해 상 으로 먼 거리(R)에 치한 경우, 일반 으

로 보간법을 이용한 방법으로 분식 계산을 간소화

할 수 있다. 이를 해 일반 으로 심 간 거리와

삼각형 면 을 이용하는 심 보간법(center-point 

interpolation method)이 이용된다[6]. 한, 근거리 경

우 는 R=0인 경우 발생되는 특이해를 회피하기

해 9 보간법(9-point interpolation method)[12] 등이

사용될 수 있으나, 본 연구에서는 인 의 분

계산을 갤러킨 기법을 이용한 이 분을 수행하여

계산 정확도를 최 한 유지하고, 상 으로먼 거리

(R)의 계산만을 심 보간법을 용함으로써 분

연산 오차와 소요 시간을 최소화 하 다. 식 (18)과

(19)는 각각 심 보간법과 9 보간법을 이용한

분법을 나타낸 것이다.
 




 

 

(18)
  




 









(19)
 

심 보간법은 계산 역 간 거리(R)가 상

으로 먼 경우에 용될 수 있으며, 일반 으로 모멘

트법 용을 해 사용되는 삼각형 요소의 한 변의

길이가 0.1 λ0 정도인 것을 고려할 때 분식의 계

산 결과는 임피던스[Z] 행렬의 각 원소에 비해 매

우 작은 값을 갖게 되고, 체 계산 결과에 매우

은 향을 미치게 된다. 이때, 본 연구의 핵심 요소

인 갤러킨 기법과 심 보간법의 혼용은 계산

역 간 거리를 지수화시킨 상 거리 지수(Radj_cond)에

의해 그 정확도를 유지시킬 수 있다.

3-4 Hybrid 알고리즘

본 논문에서 RWG 기 함수를 이용한 모멘트법

은 행렬식의 각 원소를 구성하기 해서 임피던스

[Z] 행렬과 입사 [B] 행렬 원소를 동일한 기 함수

를 이용하여 계산하는 갤러킨 기법을 용하 다. 

임의의 삼각형 요소로 나뉜 산란체 표면은 경계면

모서리(boundary edge)를 제외한 각 삼각형 요소의

내부 모서리(interior edge)에 해 앞선 수치 /해석

분법을 용할 수 있다[1],[9],[10]. 이때, 임피던스

[Z] 행렬 원소를 계산하기 해 원 과 측

역이 일치하거나 인 한 경우에는 반드시 수치 /해

석 분 기법을 모두 용해야 하며, 상 으로

먼 거리의 경우에는 심 보간법을 두 역 모두

에 용한다. 

 

±± 
 ≤

 max±±±

± 

 max±±±

± 

  일 때 max이다

(20)



THE JOURNAL OF KOREAN INSTITUTE OF ELECTROMAGNETIC ENGINEERING AND SCIENCE. vol. 23, no, 4, Apr. 2012.

546

그림 4. 상 거리 지수(Radj_cond)를 한 삼각형 기

하 구조

Fig. 4. Geometry of triangle pairs to represent the in-

dex of relative distance(Radj_cond).

 

그림 5. 상 거리 지수(Radj_cond)의 유효 범

Fig. 5. Effective range of index of relative distance. 

 

그림 4와 식 (20)은 행렬 원소의 치(m, n)에 따

른 원 과 측 역 간의 상 거리를 지수화

시킨 것으로 분식 계산이 이루어지는 각 삼각형

요소 간 심 의 거리와 심 과 꼭짓 간의 최

장거리의 비를 나타낸 것이다. 로 상 거리 지수

(Radj_cond) 1은 두 계산 역이 인 할 최 거리를 의

미한다.

그림 5는 속구를 이용한 상 거리 지수의 유효

범 를 확인한 것으로 7이상의 상 거리에서 계산

소요 시간이 모든 원소에 해 수치 해석 기법을

용하는 기존 모멘트법에 근 해지며, 상 거리 지수

가 1 이상인 모든 구간에서의 오차는 0.2 dB 수 을

유지함을 알 수 있다. 상 거리 지수의 유효성 검사

방법은 4장 제안된 모멘트법의 정확도 검증에서 상

세히 설명된다. 

그림 6은 본 논문에서 제시한 개선된 모멘트법의

그림 6. 제안된 hybrid 기법 계산 알고리즘

Fig. 6. Algorithm of the proposed hybrid technique.

 

알고리즘을 도식화한 것으로 임피던스[Z] 행렬 계산

시 상 거리 지수(Radj_cond)를 이용해 갤러킨 기법의

이 분이 필요한 역과 보간법 용 치를 결

정하며, 이때, 상 거리 지수는 1이상의 값으로 설

정하여 인 역이 보간법에 의해 계산되어지는 경

우를 방지할 수 있다.

Ⅳ. 안  모멘트법의 도 검증

갤러킨 기법과 심 보간법을 이용한 개선된

모멘트법의 정확도 분석을 해서 속구의 이론

bistatic RCS와 비교/분석할 수 있다. 식 (21)은 속

구의 이론 특성을 표 한 Mie-series 해법이다. 여

기서, Pn
1
은 ‘associated Legendre’ 함수이며, Bn식의

'(prime)은 'ka'에 한 미분치를 의미한다
[7].
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(21b)
 

(a) RWG 기 함수를 이용한 삼각형 분할

(a) Grid generation using RWG basis function

(b) 기존 모멘트법

(b) Existing 'method of moments'

(c) 제안된 모멘트법

(c) Proposed 'method of moments'

그림 7. 제안된 모멘트법의 정확도 검증

Fig. 7. Verification of the proposed method.

표 1. 제안된 모멘트법의 수치 해석 결과 비교

Table 1. Comparison result of the proposed MoM.

해석 방법
속구 Size of 

[Z]오차(dB) 소요 시간

기존 모멘트법

(갤러킨 기법)
0.24/0.25 7분 55

750×750
개선된 모멘트법

(갤러킨+보간법)
0.19/0.21 3분 20

비 고 계산 시간 약 50 % 단축

그림 7(a)는 RWG 기 함수를 용하기 해 삼

각형 요소로 분할된 속구를 나타낸 것이다. 그림

7(b)와 (c)는 이론값과 모멘트법을 이용해 ka=0.5인

속구의 bistatic RCS 계산 결과이며, 각각 기존 방

법(MoM)과 제안된 모멘트법(iMoM)의 결과를 비교

한 것이다. 수치 해석을 한 심 주 수(f0)는 10 

GHz이며, 산란체 표면의 모서리는 750개이다. 이때, 

속구는 12개의 기 을 이용한 정삼각형 분할 방

법을 이용하 다
[13]. 한, 모멘트법의 행렬식으로

부터 임피던스[Z] 행렬의 역행렬을 계산하기 해

BiCG-Stab(Biconjugate gradient stabilized)기법을 활용

한 반복법(iterative method)을 이용하 다
[4].

Mie-series 해법과 모멘트법을 이용한 해석 정확도

분석을 해 식 (22)를 이용하 으며, 식 (22)는 일반

으로 두 개의 데이터 열의 오차를 분석하기 해

사용되는 'norm of residuals'의 rms(root-mean-square)

값을 표 한 것이다.
 

차입력 이터 수

∥∥
(22)

 

그림 7(b)과 (c)의 계산 결과와 식 (22)를 이용한

오차 분석 결과는 기존 방법과 제안된 방법에서 각

각 0.24 dB(수직 편 )/0.25 dB(수평 편 )와 0.19 dB/ 

0.21 dB의 오차를 보 다.

Ⅴ. 수치 해석 용 및 결과 

앞서 검증된 개선된 모멘트법을 이용하여 삼면-/

방향 반사기의 monostatic RCS 특성을 분석하

다. 삼면 반사기의 크기는 직각변 길이(l)가 4

λ0이며, 계산된 내부 모서리 개수는 총 1,770개이

다. 방향 반사기는 길이(l) 1 λ0인 삼면
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반사기 20개와 정20면체 기하 구조로 이루어진 배열

로써 내부 모서리는 총 3,060개이다. 삼면-/ 방향- 

반사기의 monostatic RCS 특성 분석을 한 기

데이터로 PO(Physical Optics) 근사식과 상용 소

트웨어(HFSS: High Frequency Structure Simulator)를

이용하 으며, 식 (23)은 삼면 반사기를 한

PO 근사식이다[7].

≈





cossinsincos
cossinsincos






(23)
 

그림 8(a)～(c)는 삼면 반사기의 크기(4 λ0)가

비교 PO 근사식에 근 한 특성을 보인다. 이때, 

일반 으로 10 λ0 이상의 상 으로 큰 반사

기 분석에는 PO 근사화가 합할 수 있으나, 이보다

작은 산란체의 다 반사에 의한 복잡도가 높은 산

        

(a) 삼면 반사기   (b) 3차원 RCS(θ, ) 패턴 (c) -방향 RCS 패턴

(a) Trihedral corner reflector             (b) 3 dimensional RCS pattern            (c) RCS pattern in -direction

                 

 (d) 방향 반사기 (e) 입사각 θ=63.4°                     (f) 입사각 θ=30°

 (d) Omni-directional corner reflector        (e) Incidence angle of θ=63.4°          (f) Incidence angle of θ=30°

그림 8. 삼면-/ 방향- 반사기 계산 결과

Fig. 8. Computational results of trihedral- and omni-directional corner reflectors.

표 2. 계산 소요 시간 비교
Table 2. Comparison of elapsed time.

산란체

소요 시간
Size of

[Z]개선된

모멘트법

기존

모멘트법

삼면

반사기
35분 20 1시간 9분 1,770×1,770

방향

반사기
1시간 7분 2시간 31분 3,060×3,060

비 고 소요 시간: 2차원 RCS 패턴 계산 기

란 특성을 근사화 없이 계산하기 해 본 연구의 모

멘트법이 활용 가능하다.

그림 8(d)～(f)의 방향 반사기는 FEM(Finite 

Element Method) 알고리즘을 이용한 상용 소 트웨

어와 비교하여 일치하는 결과를 보 으며, 각 피크

에서 0.6 dB 이내의 오차를 나타낸다. 이때, 해석 시
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간은 연구에 용된 PC(CPU 3.4 GHz, RAM 3GB) 성

능에 의존 이다.

Ⅵ. 결  론 

본 논문에서는 갤러킨 기법과 심 보간법을

이용한 개선된 모멘트법을 선보 다. 수치 해석 결

과에 많은 향을 주는 임피던스[Z] 행렬의 각원

소를 심으로 근사화를 최소화한 수치 /해석

분 기법을 용하여 계산 정확도를 유지하 으며, 

나머지 원소를 계산하기 해 심 보간법을 응용

한 분 기법을 목시켜 분식 연산을 한 계산

소요 시간을 단축시켰다. 개선된 모멘트법의 수치

해석 정확도는 Mie-series 해법과 비교/분석하 으며, 

그 정확도는 약 0.2 dB 이내의 오차 범 에서 정확히

일치하 다. 한, 다양한 응용 분야의 활용을 해

서 삼면-/ 방향- 반사기의 RCS를 분석하 으며, 

본 연구의 개선된 모멘트법은 원격 탐사 분야 등의

폭넓은 활용을 해 재 연구 인 이미지 이론과

임피던스 평면(Impedance surface) 이론을 목한 지

표면 반사 특성을 고려한 산란체의 이더 후방 산

란 특성 분석을 한 연구에도 활용될 것으로 기

된다.
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