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요  약

재 사용되는 부분의 시스템은 비선형이고 이러한 시스템을 모니터링 하거나 제어하기 해서는 정확한 시스템 방정식

이 필요하다. 따라서 정확한 라미터를 추정하는 것이 매우 요하다. 일반 으로 시스템이 노후하거나 갑작스러운 환경 변화

로 라미터가 변하는 경우가 발생한다. 이 때 변화된 라미터를 이용한 시스템 모니터링 는 제어는 계획된 목 을 달성할 

수 없으며 불안정성 등의 문제가 발생한다. 본 연구에서는 측정이 어려운 라미터나 노후 는 환경변화로 발생한 변화된 

라미터를 소 트웨어 방식인 필터를 이용하여 추정하는 방법을 제안하 다. 비선형성과 노이즈가 존재하는 환경에 특성이 강

한 티를 알고리즘을 사용하 으며 동역학 시스템에 용하 다. 라미터 추정 상인 동역학 시스템은 2자유도를 가진 수

와 진자로 구성되었고 시뮬 이션을 통해 노이즈가 추가된 상태 변수 데이터를 구했다. 제안된 알고리즘을 수집한 데이터에 

용하여 상태변수와 라미터를 추정하 으며, 제안된 방법을 사용할 경우 상태와 라미터를 정확이 추정함을 확인하 다.  

Abstract

Currently, the majority of systems which are non-linear are in need of the correct system equations for controlling and 

monitoring. Therefore, the correct estimation of parameters is crucial. Generally, parameters are changed due to system 

deterioration or sudden environmental alterations. Given the limitations of system monitoring unstable controls can arise.  

In the following paper, the parameter estimation method is proposed using software filters to combat these system 

instabilities. For dynamic instances, a powerful particle filter is used to control the nonlinear and noisy environments in 

which they take place. Using a setup simulation comprised of a slider and pendulum, the state variable of noise is 

obtained. After collecting the data, the proposed algorithm is used to estimate both the state variable and its parameters. 

Finally, these results are checked with correct parameter estimations to evaluate and verify the algorithms performance.

      Keywords : Non-linear system, Dynamics, Particle filter, Parameter estimation 

Ⅰ. 서  론

 사회에 사용되는 부분의 시스템은 비선형 시

스템이다. 이러한 비선형 시스템을 모니터링 하거나 제
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어하기 해서는 실제 시스템 모델에 근거한 정확한 시

스템 방정식이 필요하고 시스템의 성능 향상을 해서 

정확한 라미터를 결정하는 것이 매우 요하다.

일반 으로 시스템이 노후하거나 갑작스런 환경 변

화로 시스템 라미터가 기 라미터와 달라지는 경

우가 발생한다. 특히 스 링 계수와 마찰력과 계되는 

특성이 그러하다. 이러한 경우 변화된 라미터의 향

으로 시스템 모니터링 는 제어는 계획된 목 을 달성

할 수 없으며 불안정성 등의 문제가 발생한다. 그러므

로 정확한 시스템 라미터를 결정할 필요가 있다.

동역학 라미터의 결정하는 방법으로는 시스템을 
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분해하고 측정하는 단순한 물리 인 방법이 있지만, 이

은 매우 번거롭고 시간을 많이 소모하는 비효율 인 방

법이다. 다른 방법으로는 컴퓨터를 이용해 가상으로 시

스템을 설계하고 계측하는 방법이 있지만, 이것 역시 

정확도가 낮다는 단 을 지니고 있다. 한 동역학 모

델의 장치 추가나 구동 환경 변화에 따라 응해야 하

는데 의 방법들은 이러한 상황에 용하기 힘들다. 

따라서 입출력 데이터에 기 하여 시스템의 정확한 동

역학 계수를 추정하는 것이 가장 효과 이다.

이에 따라 1980년 에 D. T. Lee는 로세스를 선형 

이산시간 차분방정식으로 모델링 하고, 자동회귀 모형

에 해 순환 최소 자승법을 이용하여 계수를 추정하

다
[1]
. 그리고 Jan Swevers는 determinstric 방법 신 

통계 인 방법을 이용하여 계수를 추정하 다[2]. 반복

인 측정으로부터 잡음의 특성을 유추하여 Maximum 

likelyhood estimation 방법을 사용하여 계수를 추정하

다. Fernando Reyes는 에 지 모델을 사용하여 시스

템의 계수를 추정하 다[3]. 다만 에 지 모델을 사용하

면  offset과 같은 주 에서의 오차를 처 할 수 없

다는 단 이 있다. W. S. Oh는 유도 동기에서 신경회

로망을 이용하여 시스템의 계수를 추장하는 방법을 제

안하 다
[4]
. 역  신경망 알고리즘을 통해 상태변수의 

오차를 가지고 동기의 계수를 추정하 다. Sung 

-kwun Oh는 Fuzzy 제어기에서 Hard C-Means 방법

을 이용하여 제어기의 계수를 추정하 다
[5]
. Fuzzy 제

어기에 한 Genetic algorithm의 기 값을 가지고 각

각의 scaling factor를 추정하 다. 이 경우 기 추정이 

잘못될 경우 동역학 상의 오류를 포함하게 된다. 한 

K. W. Kim은 이산 추정기법  하나인 Kalman 필터 

방법을 이용하여 3차원 동작 라미터를 추정하는 방법

을 제안하 다
[6]
. 비선형 시스템에 해서 회 운동과 

직진운동을 하는 물체의 동작을 추정하 지만 속도와 

가속도에 해서만 추정한 한계가 있다.

따라서 이러한 단 을 극복하기 하여 시스템이 구

조 으로 불명확 할 지라도 사용가능하고 외부 잡음에 

강인한 추가 인 라미터 추정방법이 필요하다. 이러

한 의미에서 확률 도의 분포에 기 하여 비정규분포 

잡음을 갖는 비선형 시스템의 상태 추정에 리 이용되

고 있는 티클 필터가 하다. 티클 필터는 구조

 불명확성 극복과 시스템의 상태변수 추정을 해 계

속 연구되어 왔다.

Marcos Orchard는 불확실성의 표   제어를 해 

티클 필터를 이용한 메커니즘을 제안하 고, G. H. 

Cheon은 Muli-stage sampling 기반 티클 필터를 이

용해 물체추  시스템을 구축하 고, Hamid Moradk 

-hani는 티클 필터를 이용하여 배수 시설의 모델 

라미터와 상태 값을 추정하는 것에 한 순차  특성 

데이터 근 연구하 다[7～9].

이러한 티클 필터의 불확실한 모델의 시스템에 

한 용가능성  상태 변수 추정에 기 하여 본 논문

에서는 비 가우시안 잡음을 가지는 비선형 시스템에서 

입출력 데이터만을 가지고 시스템의 상태추정과 동시에 

미지의 라미터를 추정하는 방법을 제안하고 시뮬 이

션을 통해 성능을 검증하 다.

입출력 데이터만을 이용해 미지의 라미터에 한 

추정을 할 경우 기존에 시스템을 분해함으로써 오는 번

거로움을 피할 수 있고, 시스템 노후화나 갑작스러운 

환경변화에 따른 계수 변화에 강인하다는 장 이 있다.

본 논문의 구성은 다음과 같다. Ⅱ장에서는 진자 시

스템의 동역학을 분석하 고, Ⅲ장에서는 라미터 추

정을 한 티클 필터의 구성에 해 기술하 다. 그

리고 Ⅳ장에서는 시뮬 이션을 이용해 제안한 방법의 

성능을 검증하 다. 마지막으로 Ⅴ장에서는 본 논문의 

결과와 차후 연구 방향에 해 기술하 다.

Ⅱ. 진자 시스템

본 논문에서는 그림 1에 도시한 2 자유도를 가진 동

역학 시스템의 상태와 라미터를 추정하는 연구를 수

행하 다. 시스템은 진자, 수 , 스 링과 퍼로 구성

되어있으며, 평면상에서 동작한다. 수 의 운동을 나타

내는 x 좌표와 진자의 운동을 나타내는 θ 좌표로 운동

방정식을 유도하 다. 수 와 진자의 운동을 방해하는 

마찰력이 존재한다고 가정하고, 라그랑지 방법을 사용

그림 1. 진자 시스템 

Fig. 1. pendulum system.
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하 다.
[10～11]

.

라그랑지안는 운동에 지(T)와 치에 지(V)의 차

이로 정의되고 이를 라그랑지 방정식에 입하여 운동

방정식을 얻는다.   

     (1)

수 와 련된 에 지는 운동에 지가 있으며 이때 

치 에 지는 존재하지 않는다. 수 의 운동에 지를 

이용하여 라그랑지를 구하면 다음과 같다. 

( ) x
d L L
dt x x

∂ ∂
− = Ξ

∂ ∂& (2)

1 2 2( cos ) ( ) x x
d m x m x m l f t f x d
dt

θθ+ − = − +&& & &
(3)

2
1 2 2 2( ) cos sin ( ) x xm m x m l m l f t f x dθθ θθ+ − + = − +&& &&& & (4)

2
1 2 2 2

1 2 0

( ) (cos sin ) (sin cos )
( ) 2 ( )

m m x m l m l
m m g k x l U

θ μ θ θ θ μ θ θ
μ
+ − − + −

+ + + − =

&& &&&
(5)

진자와 련된 에 지는 운동에 지와 치 에 지

가 있으며, 라그랑지 방정식을 이용하면 다음과 같다.

( )d L L
dt θθ θ

∂ ∂
− = Ξ

∂ ∂&     (6)

2
2 2 2 2( cos ) sin sind m xl m l I m xl m gl f d

dt θ θθ θ θ θθ θ θ− + + − + = − +& & & && &
  

    (7)

2
2 2 2cos ( ) sinm lx m l I m gl f dθ θθ θ θ θ− + + + = − +&& &&& (8)

2
2 2 2 0cos ( ) sincm l x m l I m gl Mθ θ θ θ− + + + = −&& &&&  (9)

따라서 수 의 치(x)와 진자의 각도(θ)에 한 상

태 방정식은 다음과 같다.

2
1 2 2 2

1 2 0

( ) (cos sin ) (sin cos )
( ) 2 ( )

m m x m l m l
m m g k x l U

θ μ θ θ θ μ θ θ
μ
+ − − + −

+ + + − =

&& &&&
 (10)

2
2 2 2 0cos ( ) sincm l x m l I m gl Mθ θ θ θ− + + + = −&& &&& (11)

식 (10) 식 (11)을 상태방정식으로 표 하기 해 상

태변수를 다음과 같이 정의하자. 

1X x= , 2X x= & , 3X θ= , 4X θ= &    

상태변수를 이용하여 시스템 방정식에 한 상태 방

Symbol Value Unit Description

1m 0.654 kg Mass of 
slider

2m 0.7925 kg Mass of 
pendulum

k 100 /N m Spring 
coefficient

l 0.2 m Length of 
the rod

0l 0.025 m
Initial length 
of the 
spring

g 9.81 2/m s Gravity

cI 0.0014 2kg m⋅ Inertia about 
the center

0M 0.02 2deg/kg m s⋅ ⋅
Dry friction 
from the 
pendulum

μ 0.02 - Coefficient 
of friction

표 1. 진자 시스템의 라미터

Table 1. Parameters of An Pendulum System.

정식을 구하면 다음과 같다. 

1

1 2 2 3 3 2

3
2

2 3 2 4

2
2

2 3 3 4 1 2 0

4

0 4 2 3

1 0 0 0
0 0 (cos sin )
0 0 1 0
0 cos 0

(sin cos ) ( ) 2 ( )

sin

c

X
m m m l X X X

X
m l X m l I X

X
m l X X X m m g k x l U

X
M X m gl X

μ

μ μ

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥+ − − ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥− + ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥− − − + − − +⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

&

&

&

&
  

 상태 방정식의 모든 라미터를 표 1. 에 정리하

다.

Ⅲ. 파티클 필터 

티클 필터는 시뮬 이션에 기반한 측기술의 하

나로 연속 몬테카를로 방법이다. 티클 필터의 목 은 

연속 으로 들어오는 정보를 오차가 존재하는 측 값

만을 가지고 측하는 것이다. 그 구성은 구동 시스템

에 특정 확률 분포를 가지는 임의의 값들을 입력하고 

출력 값들을 종합하여 시스템의 정보를 결정한다[12～14]. 

라미터 추정을 해 시스템의 상태를 다음과 같이 

정의 한다.

1 1( , )
( , )

k k k k

k k k k

x f x v
z h x n

− −=
=

(12)
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시간 k까지 상태 집합을 { , 0,..., }k jX x j k= = 라고 하

고, 시간 k에서 결합 사후 도(joint posterior density)

를 ( )k kp X Z , 가장자리(marginal) 결합사후 도를 

( )k kp x Z 라 하자. ( )k kp X Z 에서 임의로 표본 추출된 집

합을  1{ , }i i N
k k iX ω = 라 정의한다. 여기서 { , 1,..., }i

kX i N= 은 

지원 포인트의 집합이고 { , 1,..., }i
k i Nω = 는 조합 가 치

이며, 다음과 같이 정규화 된다.

1i
k

i
ω =∑ (13)

이러한 계를 식으로 나타내면 다음과 같다. 

1

( ) ( )
N

i i
k k k k k

i

p X Z X Xω δ
=

≈ −∑ (14)

이것은 실제 사후 도함수에 해 불연속 함수로 근

사화 하는 것이다. 가 치 는 다음과 같은 방법으로 

구할 수 있다. 

( )( )
( )

i
i

i

xx
q x
πω = (15)

만약 표본 집합 
i
kX 가 요도 도 ( )i

k kq X Z 에 의해 

표본추출 되었다면 다음과 같이 나타낼 수 있다.

( )

( )

i
k ki

k i
k k

p X Z

q X Z
ω = (16)

요도 도는 다음과 같이 인수 분해된다.

1 1 1( ) ( , ) ( )k k k k k k kq X Z q x X Z q X Z− − − (17)

 Q ~ ( )i
k k kX q X Z

      1 1 1~ ( )i
k k kX q X Z− − −

       1~ ( , )i
k k k kx q x X Z−

이제 시간 k에서 업데이트 식을 얻기 해, 이  시

간의 확률 도 1 1( )k kq X Z− − 와 재 시간의 측정값 kz

을 이용하고, 베이지안 이론에 근거하여 ( )k kq X Z 를 계

산하면, 다음과 같이 표  된다.

1

1

( , ) ( )
( )

( )
k k k k k

k k
k k

p z X Z p X Z
p X Z

p z Z
−

−

=  

  
1 1 1 1

1

( , ) ( , ) ( )
( )

k k k k k k k k

k k

p z X Z p x X Z p X Z
p z Z

− − − −

−

=

1
1 1

1

( ) ( )
( )

( )
k k k k

k k
k k

p z x p x x
p X Z

p z Z
−

− −
−

= (18)

1 1 1( ) ( ) ( )k k k k k kp z x p x x p X Z− − −∝  (19)

식 (18)에서 사후분포에서 정규화 된 상수  

을 제거함으로써 식 (19)을 얻을 수 있다. 식 (17)과 식 

(19)을 식 (16)에 입하면, 가 치 업데이트 방정식은 

다음과 같이 표  된다.

1 1 1

1 1 1

( ) ( ) ( )

( , ) ( )

i i i i
k k k k k ki

k i i i
k k k k k

p z x p x x p X Z

q x X Z q X Z
ω − − −

− − −

∝       

  
1

1
1

( ) ( )

( , )

i i i
k k k ki

k i i
k k k

p z x p x x

q x X Z
ω −

−
−

=                  (20)

한 1 1( , ) ( , )i i
k k k k k kq x X Z q x x z− −= 가 만족한다면 요

도 도는 단지 1kx − 과 kz 에 의해 향을 받게 된다. 이

러한 특성은 ( )k kp x Z 를 유도하기 해 용되고, 수정

된 가 치 식은 다음과 같다.

1
1

1

( ) ( )

( , )

i i i
k k k ki i

k k i i
k k k

p z x p x x

q x x z
ω ω −

−
−

∝ (21)

그리고 사후 도 함수 ( )k kp x Z 는 가 치를 이용하

여 아래와 같이 티클 집합으로 표 할 수 있다. 

1
( ) ( )

N
i i

k k k k k
i

p x Z x xω δ
=

≈ −∑ (22)

N →∞로 증가함에 따라 식 (22)는 정확한 사후 도 

함수 ( )k kp x Z 에 근 하게 된다.

단, SIS(Sequential Importance Sampling)는 반복단

계를 거치면 하나의 티클을 제외한 티클들의 가

치가 없어지는 퇴보 상(degeneracy phenomenon)의 문

제가 발생한다. Degeneracy의 문제 을 해결하기 해 

Liu 와 Chen 은 ‘Resampling’의 개념을 도입하 다[15～

16]
. 리샘 링의 기본 아이디어는 가 치가 낮은 티클

은 제거하고 가 치가 큰 티클은 확장하는 것이다. 

리샘 링은 사후 도 함수 ( )k kp x Z 의 이산 근사 표

으로부터 새로운 샘  집합 
*

1{ } sNi
k ix = 을 sN 번 리샘 링함
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으로 일반화하는 것이다.

1:
1

( ) ( )
sN

i i
k k k k k

i

P x z x xω δ
=

≈ −∑ (23)

따라서 
*Pr( )i j j
k k kx x ω= = 이고, 결과는 이산 도 (20)으

로부터 독립 이고 동인한 분포를 보인다. 그러므로 가

치는 다음과 같이 재조정 된다.

1j
k

sN
ω =  (24)

다음은 라미터 추정에 한 티클 필터 알고리즘

을 나타낸다.

그림 2. 티클 필터 알고리즘 

Fig. 2. Particle filter algorithm.

Ⅳ. 시뮬레이션 

이 장에서는 티클 필터를 이용하여 진자 시스템에 

한 상태와 라미터 추정하는 시뮬 이션을 실시하

다.

진자의 상태 기 값은 [0.001 0 90 0]로 설정하 고 

기입력은 10N을 가했다. 그림 3은 시스템의 응답을 

나타내며, 순서 로 수 의 치, 수 의 속도, 진자의 

각도, 진자의 각속도를 나타낸다. 기 값에서 0.01  

간격으로 3 간 시뮬 이션 하 고 측정 데이터에는 비

선형 잡음을 추가하 다.

그림 3의 측정 데이터를 이용하여 상태와 라미터

그림 3. 진자 시스템의 상태 궤

Fig. 3. State trajectory of pendulum.

그림 4. 진자 시스템의 상태 추정 궤

Fig. 4. State estimation trajectory of pendulum.

그림 5. 스 링 계수 k 추정 곡선과 오차 곡선

Fig. 5. Estimation trajectory of spring coefficient k and 

error trajectory.

를 추정하 으며, 

그림 4는 상태추정 결과를 그림 5는 라미터 추정 

결과를 나타낸 그림이다. 라미터 추정은 스 링 상수 

k에 하여 실시하 으며 기 값을 0으로 티클 수는 
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그림 6. 마찰 계수 µ 추정 곡선과 오차 곡선

Fig. 6. Estimation trajectory of friction coefficient µ and 

error trajectory.

1000으로 설정하 다.

그림 5의 라미터 추정 결과를 보면 스 링 계수 k

에 한 추정 곡선이 0.3  이후에 오차범  5 % 이내

의 오차를 가지고 기 치에 수렴하는 것을 확인할 수 

있다. 상태 추정 곡선 역시 기에 라미터가 결정되

기 에는 오차가 크지만 라미터 값이 결정된 이후에

는 실제 값에 수렴하는 것을 확인할 수 있다.

다음 그림 6은 같은 조건에서 마찰 계수 μ에 한 

라미터 추정을 실시하 으며 기 값은 0으로 설정

하 다.

이 때, 라미터 추정 결과는 마찰 계수 μ에 한 추

정 곡선이 1.4  이후에 오차범  5% 이내의 오차를 가

지고 기 치에 수렴하는 것을 확인할 수 있다. 

V. 결  론 

본 논문에서는 비가우시안 잡음 분포를 가지는 비선

형 시스템에서 시스템의 상태 추정에 리 이용되고 있

는 티클 필터 알고리즘을 이용하여 2 자유도 진자 시

스템에 하여 시스템의 상태 추정과 함께 미지의 라

미터를 동시에 추정하는 알고리즘을 제안 하 다. 

제안된 방법을 통해 상태  라미터를 추정한 결

과, 기에 시스템의 라미터 값을 모르고 있음에도 

불구하고 시스템의 라미터 값을 정확히 추정할 수 있

음을 확인하 다. 한 시뮬 이션 기에는 라미터

의 추정치가 결정되지 않아 상태추정에 오차가 있지만, 

라미터 추정치가 기 치에 수렴한 이후에는 그에 따

라 상태추정 역시 우수한 결과를 나타냄을 확인하 다. 

따라서 제안된 방법을 활용할 경우 입출력 데이터만을 

가지고 모델상의 미지의 라미터를 추정 가능하고 

라미터 값을 얻기 하여 시스템을 분해하는 번거로움

의 감소  보다 정확한 동역학 시스템 구축 가능하다

는 장 이 있다.

향후 제안된 방법을 실제 시스템에 용하여 성능을 

확인 하는 것과 동시에 여러 가지 미지의 라미터들을 

추정하는 것이 연구과제로 남아있다.
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