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초    록: Kirchhoff 적분식을 이용하여 외부 음향 문제의 시간 영역 응답을 계산하는 경우, 주파수영역 해석과 마찬가

지로 가상적인 내부 음향 모드에 기인한 비유일성 문제가 발생한다. 이를 해결하는 방법들 중의 하나로서 CHIEF 
(Combined Helmholtz Integral Equation Formulation) 방법이 쓰이는데, 이는 몇몇 내부 수음점의 응답을 0으로 추

가하여 구속하는 조건을 부가하는 기법이다. 이 기법은 주파수 영역 경계요소법에서는 간편한 수식 때문에 많이 사용

되고 있지만, 시간 영역에서는 사용된 예가 없다. 본 연구에서는 대상체 내부의 가상 수음점과 경계 표면의 절점들간의 

최소 거리에 대한 지연시간을 고려하여, 계산하고자 하는 미지수인 현재 시간의 경계 표면 음장을 구속함으로써, 시간 

영역 해석에 적합하도록 CHIEF 방법을 수식화하였다. 예제로서, 반지름 방향으로 진동하는 구의 음향 방사 문제를 

다루었다. CHIEF 방법을 적용함에 따라 저차의 내부 음향 모드에 기인한 비유일성 문제를 해결할 수 있었고, 비요동 

모드에 의한 수치적 불안정성을 피할 수 있었다. 그러나, 유효주파수 밖에 남은 내부 음향의 고차모드들에 의한 수치적 

불안정성은 증가하였다.
핵심용어: 시간 영역 음향 경계요소법, 비유일성, 수치적 불안정성, CHIEF 방법

투고분야: 구조음향 및 진동 분야 (11.1)

ABSTRACT: The time-domain solution from the Kirchhoff integral equation for an exterior problem is not 
unique at certain eigen-frequencies associated with the fictitious internal modes as happening in frequency- 
domain analysis. One of the solution methods is the CHIEF (Combined Helmholtz Integral Equation Formulation) 
approach, which is based on employing additional zero-pressure constraints at some interior points inside the 
body. Although this method has been widely used in frequency-domain boundary element method due to its 
simplicity, it was not used in time-domain analysis. In this work, the CHIEF approach is formulated appropriately 
for time-domain acoustic boundary element method by constraining the unknown surface pressure distribution at 
the current time, which was obtained by setting the pressure at the interior point to be zero considering the shortest 
retarded time between boundary nodes and interior point. Sound radiation of a pulsating sphere was used as a test 
example. By applying the CHIEF method, the low-order fictitious modes could be damped down satisfactorily, 
thus solving the non-uniqueness problem. However, it was observed that the instability due to high-order fictitious 
modes, which were beyond the effective frequency, was increased.
Key words: Time-domain acoustic boundary element method, Non-uniqueness, Numerical instability, CHIEF 

method
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I. 서  론

음향 방사를 모사하는 Kirchhoff 적분식을 풀 때 시

간에 대해 순차적으로 응답을 계산하는 방식인 시

간 진행 기법 (time marching scheme)을 사용하는 시

간 영역 음향 경계요소법 (Transient acoustic Boundary 
Element Method, TBEM)은 다양한 음향 문제를 시간 

영역에서 다룰 수 있는 방법이다 
[1-4]. TBEM 방법은 

중/저 주파수를 포함하는 과도적 음향 문제들을 다

룰 수 있는 장점이 있지만, 해가 지수함수적으로 발

산하는 수치적 불안정성으로 인해 널리 사용되지 못

하여 왔다. 특히 외부 방사 문제를 다루는 경우, 비유

일성 (non-uniqueness) 문제에 따라 내부 영역의 음향 

모드의 영향을 받는 수치적 불안정성이 발생하는 문

제가 있다 
[5-7].

주파수 영역에서 Helmholtz 적분식을 이용할 때

도 마찬가지이지만, Kirchhoff 적분식을 이용하여 외

부 방사 문제를 계산할 때에는 대상 방사체의 내부 

영역에서의 공명 주파수와 그 근방에서 정확한 해

를 구할 수 없는 비유일성 문제가 발생한다. 이는 외

부 문제와 Dirichlet 경계 조건이 주어진 내부 문제가 

동일한 고유 방정식을 소유하기 때문에 발생하며, 
Kirchhoff-Helmholtz 적분식의 일반화된 형태인 Fredholm 
적분식의 고유한 수학적인 문제이다 

[8]. 따라서 TBEM 
계산에서는 가상적인 내부 공명에 기인한 비유일성 

문제와 수치적 불안정성 문제를 동시에 해결하여야 

한다. 주파수 영역 경계요소법의 경우에는 비유일성 

문제의 원인과 해결 방안에 대해 이미 많은 연구가 

수행되었다. 특히, 경계 적분식과 그 공간 미분된 적

분식을 선형 조합한 Burton-Miller 방법을 이용하는 

경우에는 비유일성 문제를 해결할 수 있음이 수학

적으로 증명된 바 있다 
[9]. TBEM 방법에서도 Burton- 

Miller 방법을 적용하여 모든 가상적인 음향 모드들

에 대한 영향을 제거함으로써 비유일성 문제를 해결

할 수 있었고, 수치적 안정성을 크게 향상시킬 수 있

었다 
[10]. 그러나 이 방법에서는 공간 미분된 적분 방

정식을 사용하기 때문에 수식이 복잡하여 추가적인 

계산량이 발생하며, 수음점이 경계 표면 절점과 가

까워짐에 따라 피 적분 함수가 거리 제곱의 역수에 

비례하는 초강 특이성 (hyper-singularity) 문제를 해결

해야 했고 
[11], 수치 오차가 주 원인인 수치적 불안

정성을 완벽히 제거할 수 없었다 
[12]. 수식의 복잡

함이나 초강 특이성 문제를 피하면서 비유일성 문제

를 해결하는 간단한 방법으로서, 내부의 가상적인 

수음점에서의 응답을 0으로 구속하는 조건을 이용

한 CHIEF (Combined Helmholtz Integral Equation 
Formulation) 방법이 주파수 영역 해석에서 잘 사용

되어 왔으나 
[13], 이 방법이 시간 영역 해석에 적용된 

예는 아직 없었다. 
본 연구에서는 내부의 가상적인 수음점과 경계 표

면의 절점들간의 최소 거리에 대한 음파의 지연 시

간을 고려하여 미지수인 계산하고자 하는 현재 시간

의 경계 표면 음장을 구속함으로써, 순차적인 계산

을 하는 시간 영역 음향 경계요소법에 적합한 CHIEF 
방법을 수식화하였다. 예제로서 반지름 방향으로 진

동하는 구의 음향 방사 문제를 다루었으며, CHIEF 
방법의 효과를 높이기 위해 유효 주파수 범위 내에

서 발생하는 가상적인 저차 음향 모드들의 비절점 

(anti-node)에 근접하도록 가상 수음점들을 내부에 위

치시켰다 
[14]. 단일 등비 행렬식을 이용한 고유 모드 

해석 기법 
[5]
을 이용하여 가상적인 내부 모드들의 특

성을 관찰함으로써, 비유일성 문제 해결 여부와 수

치적 안정화의 가능성을 검토하고자 하였으며, 저차

의 가상 음향 모드 성분들이 크게 감쇠되는 것을 관

찰하였다. 

II. CHIEF 방법이 적용된 TBEM 수식

2.1 이산화된 Kirchhoff 적분식

시간 영역 음향 경계요소법은 다음의 Kirchhoff 적
분식을 기초로 한다 

[3].

(1)

여기서, c(r0)는 입체각 (solid angle),  p(r, t)는 위치 벡

터 r과 시간 t에서의 음압, Rs는 경계 표면 위의 지점

인 rs와 수음점 r0간의 거리 (Rs=|r0–rs|), t0는 계산하고

자 하는 현재 시간, tret는 거리 Rs에 대한 음향 전파의 

지연 시간을 고려한 경계 표면 지점 rs에서의 과거 시
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간 (tret=t0–Rs/c)을 나타낸다. c0는 균일한 매질 내 자

유 음장에서의 음속, S는 방사체 표면, n은 경계 표면

에서 해석 영역 쪽으로 향하는 단위 법선 벡터, (∂/
∂n)는 법선 방향으로의 공간 미분을 나타낸다. 

Kirchhoff 적분식을 수치적으로 계산하기 위해서

는 이산화된 시간의 경계 절점에서의 응답을 이용하

여 임의의 위치와 시간에서의 응답을 나타낼 수 있

는 보간법과 경계 요소 상에서 정밀하고 효율적으로 

계산할 수 있는 적분 방법이 필요하다. 본 연구에서

는 2차의 삼각 요소와 7점의 Gaussian 구적법을 이용

하여 경계 적분을 계산하였으며, 3차의 Lagrange 시
간 형상 함수를 이용하여 시간 이산화 오차를 줄이

고자 하였다. 이와 같은 수치적 처리 기법을 사용하

고, 모든 경계 표면의 절점들이 수음점으로 고려된 

경우, 다음과 같이 이산화된 Kirchhoff 적분식을 얻

을 수 있다.

       (2)

위 식에서, C는 입체각을 나타내는 대각 행렬 (diagonal 
matrix)이며, Pk와 [∂P/∂n]k는 각각 시간 k∆t에서의 
음압과 그의 법선 방향 공간 미분 벡터, αi와 βi는 
(k–i)∆t에서의 경계 표면 변수들에 의한 쌍극 (dipole) 
성분을 나타내는 상수 행렬, γi는 단극 (monopole) 성
분을 나타내는 상수 행렬, W는 경계 모델 형상에 따

른 최대 지연 시간 간격 수이다. 

2.2 CHIEF 방법의 적용

이미 언급된 바와 같이 CHIEF 방법은 내부의 임의 

수음점에서의 응답을 0으로 만드는 구속 조건을 지

배 적분식에 부가하여 이를 과결정 (over-determination)
시킴으로써 비유일성 문제를 해결하는 방법이다. 본 

TBEM 해석의 경우에는 아래의 구속 조건 식을 이용

하였다.

(3)

여기서, rC는 내부에 존재하는 임의의 CHIEF 점을 나

타내며, m∆t는 CHIEF 점과 경계 절점간의 최소 거

리에 대한 지연 시간이다. 이 식에서 (k+m)∆t에서의 
음압을 계산하는 이유는 제한 조건 식에 미지수인 

계산하고자 하는 현재 시간 k∆t에서의 응답을 구속

시키기 위함이다. 앞선 절과 동일한 이산화 방법을 

적용하면 식 (3)은 다음과 같이 변환된다.

        (4)

위 식에서, αi
C, βi

C
는 CHIEF 점들에 대한 (k–i)∆t에

서의 경계 표면 변수들의 쌍극 성분을 내포하는 상

수 행렬, γi
C
는 단극 성분에 대한 상수행렬이다. 식 

(4)와 식 (2)를 결합시키면 다음과 같이 과결정된 수

식을 얻을 수 있다:

(5)

식 (2)와 식 (5)의 시간 미분항은 효율성과 정확성 

그리고 수치적 안정성 측면에서 다양한 방법으로 이

산화할 수 있으며 
[15,16], 본 연구에서는 3차의 중앙 차

분 기법 (central difference scheme)을 이용하였다. 또
한, 인과 관계를 성립시키기 위해서 k∆t, (k−1)∆t, 
(k−2)∆t에서의 시간 미분항들은 각각 1차 후방 차

분 기법 (backward difference scheme), 1차와 2차 중앙 

차분 기법을 사용하였다. 이에 따라 식 (5)는 다음과 

같이 다시 표현된다.

                                          (6)

여기서, ψ i와 φ i는 재배열된 상수 행렬로서, CHIEF 
제한 조건 식들로 인해 비정방 (non-square) 구조를 가

진다. 
본 연구에서는 외부 음향 문제 해석의 대부분을 

이루는 과도적 음향 방사나 산란 문제를 다룬다. 이 

경우 식 (6)을 이용하여 미지수인 경계 표면에서의 

음압 벡터 Pk를 시간의 흐름에 따라 순차적으로 계

산할 수 있다. 실제 계산에 있어서, 현재 시간에서의 

음압 벡터 Pk는 최대 지연 시간 이전의 과거 시간에

서의 음압 벡터들과 현재 및 과거 시간의 음압의 공
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그림1. 음향 반사 및 산란의 외부 문제에 대한 TBEM 계산

의 블록 다이아그램 (block diagram). z-1는 단일 

시간 간격의 지연을 나타낸다

Fig. 1. Block diagram of the TBEM algorithm for 

exterior problems of acoustic radiation or 

scattering. The z-1 block represents the unit 

delay.

간 미분 벡터들로부터 다음과 같이 계산된다.

                     (7)

여기서, (  )+
는 Moore-Penrose 유사 역행렬 (pseudo- 

inverse)을 나타낸다 
[17]. 현재 시간 k∆t에서의 계산이 

완료되면, 최대 지연 시간 이전의 음압 벡터들과 이

의 공간 미분 벡터들이 시간 (k+1)∆t를 기준으로 갱

신되어 Pk+1가 계산되게 된다. 식 (6) 및 (7)의 순환 계

산 구조는 다중 입력 다중 출력 (multi-input, multi- 
output; MIMO) 무한 임펄스 응답함수 (infinite impulse 
response; IIR) 구조의 이산화된 컨볼루션 (convolution) 
과정을 표현하고 있다. 그림 1은 이러한 MIMO IIR 계
산 구조를 도식화 해주고 있다. 임피던스 (impedance) 
경계 조건을 포함한 혼합 경계 조건이 주어지는 경

우, 경계 표면의 변수 벡터들과 그와 관련된 상수 행

렬들은 경계 조건에 따라 재배열되어야 하며, 이 때 

시간의 함수로 표현된 임피던스 데이터가 필요하

다 
[18]. 어떤 경우에도, 최종적인 TBEM 수식은 식 (7)

과 마찬가지로 MIMO의 IIR 형식의 순환 연산 구조

를 가진다. 
CHIEF 방법의 제한 조건 식들로 인해 식 (6)의 상

수 행렬들인 ψ i와 φ i가 비정방 구조를 갖는다. 그러

나 최종 식 (7)에서 ψ0
+
가 곱해짐에 따라 최종 상수 행

렬들인 (ψ0
+ψ i)와 (ψ0

+φ i)는 다시 정방 구조의 형태

를 취한다. 이와 같은 변환은 임피던스가 주어진 혼

합 경계 조건의 TBEM 계산에 있어서도 마찬가지이

다. 결국, 최종 수식의 상수 행렬들이 정방 행렬로 변

환이 되므로 CHIEF 방법 적용 전과 후의 TBEM 계산 

방식에는 차이가 없게 된다. 따라서, 이러한 간편한 

수식 전개를 통해 저차의 내부 공명 모드들에 관련

된 비유일성 문제를 효율적으로 해결할 수 있게 된

다. 그러나 주파수 영역 계산과 마찬가지로, CHIEF 
방법을 효과적으로 적용하기 위해서는 내부에 두는 

가상 수음점들의 위치가 관련된 내부 음향 모드의 

비절점에 근접해야 하며 
[14], 빠른 시간 변화를 보이

는 고주파수 대역의 음향 모드들에 관련된 비유일성 

문제 해결에는 효과적이지 않다. 

III. 고유 모드 해석의 통한 내부 공명 

모드 특성 분석

3.1 고유 모드 해석

식 (7)은 계산의 편의를 위해 다음과 같은 표준형 

(canonical form)으로 다시 표현할 수 있다 
[5].

(8)

또는,

                                        (9)

여기서, 〈∂  P /∂ n〉 k는 경계 조건으로부터 주어지며, 
순차 (sequential) 음압 벡터〈P〉k는 음압 벡터 Pk의 최
대 지연 시간 동안의 시간 변화를 나타낸다. 행렬 M은 

TBEM 계산의 특성을 나타내는 단일 반복 행렬 (single 
iterative matrix)이다. 고유 방정식 (eigen equation)의 형

식으로 수식화하기 위해, 아래와 같이 출력 변수인 

음압 벡터 Pk가 시간에 대한 지수함수 λk
와 임의의 

공간 벡터 u의 곱으로 주어진다고 가정한다.

                      (10a,b)

위 식의 λ는 단위 시간 간격에 대한 응답의 변화율을 표
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현하며, α와 ω는 각각 감쇠 계수 (attenuation constant)
와 주파수를 나타내고, u는 응답의 방사 모드 형상이

다. 위의 가정에 따라 순차 음압 벡터〈P〉k도 동일한 

방법으로 아래와 같이 표현할 수 있다.

(11a,b)

여기서, 위 첨자 T는 전치 (transpose) 행렬을 나타내

기 위한 표현이다. 식 (11a)를 식 (9)에 대입하고 입력 

변수〈∂  P /∂ n〉 k를 0으로 가정하면, 다음과 같은 고

유 방정식을 얻을 수 있다.

                                                           (12)

식 (12)의 고유 해는 TBEM 계산에서 의미 있는 해 

(non-trivial solution)로서, 해당 음향 문제의 내부 공명 

모드와 관련된다.
고유해는 TBEM 계산의 모드 변수들인 모드 형상, 

감쇠율, 모드 주파수에 대한 물리적인 정보를 가지

고 있다. 고유 벡터의 실수 및 허수부는 고유 모드 형

상의 시간 영역에서의 변화를 나타내며, 이를 시간 

영역 파동 벡터 (time-domain wave vector)라고 정의한

다 
[18]. 고유치의 크기는 해당 모드의 단위 시간당 변

화율을 나타내므로, 감쇠율 Di는 다음 식과 같이 계

산할 수 있다.

                                         (13)

또, 고유치의 위상을 이용하면 모드 주파수 fi를 다음

과 같이 계산할 수 있다 
[7].

                                         (14)

여기서, arg(λi)는 고유치 λi의 위상을 나타낸다.

3.2 비유일성 문제에 의한 수치적 불안정성

TBEM 계산의 수치적 불안정성은 고유치의 크기

가 1보다 큰 특정 고유 모드에 의해 결정되며, 지수 

함수적으로 발산하는 특성을 갖는다 
[5]. TBEM 계산 

응답은 그와 같은 파동 벡터 성분을 포함하고 있을 때 

불안정해지게 되며, 다음과 같이 수식화 할 수 있다.

                                            (15)

위 식의 q i는 시간 영역 파동 벡터이다. 
수치적 불안정성의 직접적인 원인은 수치오차이

며, 이로 인해 TBEM 계산의 극점 (pole)인 특정 모드

의 고유치의 크기가 단위 원 바깥에 위치하게 되고, 
응답은 지수 함수적으로 발산하게 된다. 해당 모드

의 선형 변화율을 나타내는 고유치의 크기는 이론적

으로 1에 가까운 것이 일반적이기 때문에, 매우 작은 

수치 오차에도 불안정해질 수 있다. 즉, 해당 모드의 

감쇠가 거의 없거나 혹은 수치 오차가 증가한 경우 

불안정성의 발생확률이 높아지게 된다. 외부 음향 

문제를 다루는 경우, TBEM 계산의 극점은 비유일성 

문제와 관련된 내부 공명 모드들에 의해 결정이 되

며, 이들에 의해 수치적 불안정성이 발생하게 된다. 
특히, 음향 산란이나 방사 문제의 경우, 가상적인 내

부 모드의 물리적인 감쇠가 없기 때문에, 이론적인 

고유치의 크기는 1이며 수치적 불안정성의 확률이 

매우 높아지게 된다. 본 연구에서는 고유 모드 해석

을 통해 CHIEF 방법의 적용 전과 후의 가상적인 내

부 모드들의 거동을 관찰하고, 이를 통해 비유일성 

해결과 수치적 안정화의 가능성을 검토하였다.

IV. 수치 예제

수치 예제로서 반지름 방향으로 진동하는 구에

서의 음향 방사 문제를 해석하였다. 구의 반지름은 

0.25 m이었으며, 주어진 경계 모델은 136개의 2차 삼

각 요소와 274개의 절점으로 구성되었다. 요소의 최

대 크기는 0.155 m이어서 λ/3 조건에 의한 유효 주파

수 범위가 740 Hz 미만이었다. 시간 간격 크기는 0.08 
ms으로 결정하였고, 그에 따라 다음 수식과 같이 최

소 절점간 거리 ∆hmin에 대한 시간 간격 크기의 비인 

무차원수 ν는 0.87이었다.

                                                       (16)

위 수식의 무차원수 ν는 시간 영역 유한 차분 계산의 

수치적 안정성과 관련하여 잘 알려진 CFL (Courant- 
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표 1. 10개의 저차 내부 음향 모드의 특성. 여기서   

은 모드 차수 및 형상을 나타내며, 는 구면 Bessel 

함수 의 차 영점이다

Table 1. Characteristics of the lowest 10 fictitious 

interior modes. The index    represents 

the order of mode and its shape, and  is 

the th zero of spherical Bessel function  .

   
Freq. 


Anti-node

(1,0,0) 3.142 687.0 |r| = 0 m
(2,0,0) 6.283 1374.0 |r| = 0,0.179 m

(1,1,-1), (1,1,0), (1,1,1) 4.493 982.5 |r| = 0.116 m
(1,2,-2), (1,2,-1), (1,2,-1),

(1,2,-1), (1,2,2) 5.763 1260.2 |r| = 0.145 m

그림2. 경계 모델 과 내부 CHIEF 수음점들

Fig. 2. Boundary element model and interior CHIEF 

points.

Friedrichs-Lewy) 조건에서 사용된 바 있다 
[19]. 또, 모

델의 형상에 의한 최대 지연 시간은 18･∆t이었다. 
구의 표면 진동 속도는 모든 경계 절점에 대해 동일

하게 옥타브 대역의 충격 응답 형태로 주어지며, 이
는 아래 식과 같다.

                      (17)

여기서, h(ω)는 옥타브 대역 필터이며, 진동 속도 u0

는 0.001 m/s이다. 반지름 방향으로 조화 진동하는 

구의 방사 음압에 대한 주파수 영역의 해석해가 존

재하기 때문에 
[20], 이를 역 Fourier 변환함으로써 옥

타브 대역의 충격 가진에 의한 경계 표면의 방사 음

압의 시간 이력에 대한 해석해는 다음과 같이 계산

할 수 있다.

(18)

위 수식에서, k와 a는 각각 파수 (wave number)와 구

의 반지름이다. 본 연구에서는 500 Hz의 옥타브 대역 

충격 응답을 계산하였다. 
음향 산란이나 방사 문제와 같이 Neumann 경계 조

건이 주어지는 외부 음향 문제를 해석하는 경우에는 

Dirichlet 경계 조건이 주어진 내부 음향 문제에 대한 

얇은 물체의 간접적 경계 적분식 (thin-body indirect 
boundary integral)의 해가 실제 해와 공유되면서 비유

일성 문제가 발생하게 된다 
[8]. 얇은 물체라 함은 대

상체의 외부 경계면과 내부 경계면의 속도는 같지

만, 음압은 서로 구분되는 경우를 의미한다. 가상적

인 내부 음향 모드에 대한 해석해는 구면 좌표계 

(r, θ, ψ)에서의 파동 방정식의 해를 이용하여 다음과 

같이 표현할 수 있다 
[20].

(19)

여기서, jn과 Pn
m
은 각각 구면 Bessel 함수 (spherical 

Bessel function)와 Legendre 연관 다항 함수 (associated 
Legendre polynomials)를 나타내며, Legendre 연관 다

항 함수는 m의 절대값이 n 이하일 경우에만 의미 있

다고 정의된다. 가상적인 내부 음향 모드들은 Dirichlet 
경계 조건이 주어진 문제의 의미 있는 해이기 때문

에, 대상체의 내부 경계면에서의 음압이 0이 되는 

jn(ka)=0의 조건을 만족해야 한다. 한편 얇은 경계면

의 내부와 외부 사이의 음압 변화 정리 (Jump theorem)
에 따라 외부 경계면은 비절면을 형성하게 되며 

[8], 
3.1절의 고유 모드 해석을 통해 얻은 방사 모드는 이

러한 외부 경계면의 음압 분포를 나타낸다.
표 1은 1.5 kHz 이내에 있는 저차의 가상적인 내부 

음향 모드들에 대한 해석해를 요약한 것이며, 본 연

구에서는 이들 모드의 비절점 주위에 총 77개의 CHIEF 
수음점들을 위치시켰다. 그림 2는 이들 CHIEF 점들

의 위치와 경계 요소 모델을 보여준다. n = 0인 모드
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     (a)

     (b)

그림3. (a) CHIEF 방법 적용 전과 (b) CHIEF 방법 적용 

후의 TBEM 계산의 고유 모드의 고유치의 크기 및 

주파수: ●, 표 I에서 정리한 저차 모드; ○, 그 외의 

모드

Fig. 3. Calculated magnitudes of eigenvalues and 

frequencies of the eigen-modes: (a) without 

CHIEF method, (b) with CHIEF method. ●, the 

lowest 10 modes in Table I; ○, the other modes.

에 대응하여 |r|<0.050 m 이내에 18개의 CHIEF 점들

을 고르게 분포시켰고, n = 1과 n = 2인 모드들에 대

응하여서는 |r|=0.116 m와 |r|=0.145 m의 거리에 각

각 20개와 39개의 CHIEF 점들을 위치시켰다. 
본 시험 예제의 TBEM 계산 모델은 6302개의 고유 

모드를 가지며, 이는 경계 절점의 총 개수 np와 최대 

지연 시간 간격 수 (W+5)∆t의 곱으로 주어진다. 그
림 3는 CHIEF 방법의 적용 전과 후에 있어서 고유 모

드들의 고유치 및 모드 주파수를 서로 비교해서 보

여준다. 이 그림에서는 CHIEF 방법의 적용 여부에 

따른 변화를 뚜렷하게 보여주기 위해서 TBEM 응답

에 대한 기여도를 나타내는 고유치의 크기가 0.9보
다 큰 모드들을 도시하였다. 그림 3 (a)와 같은 CHIEF 
방법이 적용되기 전의 경우에는 jn(ka) = 0의 조건을 

만족하는 주파수에서 고유치의 크기가 거의 1인 내

부 모드들이 관찰되었으며, 이들은 식 (17)를 통해 얻

은 해석해와 거의 일치하였다. 또한 주파수가 높아

짐에 따라 이산화에 따른 수치 감쇠로 인해 고유치

의 크기가 점차 작아지는 경향을 보였다. 총 20개의 

불안정 모드들은 1.3 ~ 2.4 kHz 범위에서 존재하였으

며, 최대 고유치의 크기는 1.0001이고, 이에 따른 감

쇠율은 –9.40 dB/s이었다. 
그림 3 (b)에서 보듯이 CHIEF 방법을 적용한 경우, 

저차의 가상적인 내부 음향 모드들에 대한 감쇠율

이 크게 증가하였다. 특히, 표 1에서 정리한 10개의 

저차의 가상 음향 모드들의 고유치 크기는 0.90336 ~ 
0.97188의 범위에서 관찰되었으며, 이에 따른 감쇠

율의 범위는 3096 ~ 11035 dB/s이었다. 이는 제안된 

방법에 의해 저차 모드들에 의한 비유일성 문제를 

해결할 수 있음을 분명히 보여준다. 한편 가상 모드

들의 주파수는 해석해와 비교하여 최소 70 Hz 이상 

저주파수 측으로 이동하였고, 총 64개의 불안정 고

유 모드들이 경계 요소 크기에 의한 고주파수 한계

인 740 Hz를 넘어선 1.7 ~ 2.6 kHz에서 관찰되었다. 최
대 고유치의 크기는 1.0187이며 이에 해당하는 감쇠

율은 –2008 dB/s이었다. 
그림 4는 CHIEF 방법 적용 전과 후의 (1,0,0) 모드

의 시간에 따른 모드 형상 변화를 나타내는 파동 벡

터를 보여주며, 모드 형상이 왜곡되었음을 알 수 있

다. 모드 형상의 변화 정도를 파악하기 위해 CHIEF 
방법 적용 전과 후의 모드 형상 ua와 ub에 대한 MAC 
(Modal Assurance Criterion) 값을 아래 식과 같이 계

산하였는데, MAC값은 모드 해석 과정에서 모드 형

상의 상관 관계를 파악하기 위해 널리 쓰이는 인자

이다 
[21].

                             (20)

예로서, (1,0,0) 모드의 경우에는 MAC 값이 0.470이
었다. 이와 같이 모드 형상이 왜곡됨에도 해당 모드
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(a)

(b)

그림4. (a) CHIEF 방법 적용 전과 (b) CHIEF 방법 적용 

후의 (1,0,0) 모드의 시간 영역 파동 벡터

Fig. 4. A time-varying wave vector of (1,0,0) mode: 

(a) without CHIEF method, (b) with CHIEF 

method.

       (a)

      (b)

그림5. (a) CHIEF 방법 적용 전과 (b) CHIEF 방법 적용 

후의 경계 표면 상의 (-0.0788, 0.2202, -0.0884) 

m에서의 음압 이력 비교. ——, TBEM; ------, 

해석해

Fig. 5. A comparison of the calculated surface pressure 

at (-0.0788, 0.2202, -0.0884) m excited by 

octave-band impulse at 500 Hz: (a) without 

CHIEF method, (b) with CHIEF method. ——, 

TBEM; ------, analytic solution.

는 해석해의 고유치 크기 및 모드 주파수와 근접한 

범위에서 해석해의 모드 형상과 가장 높은 상관 관

계를 보였고, 표 1에 보인 다른 저차 모드들에서도 이

와 비슷한 경향이 관찰되었다. 
비유일성 문제를 해결하는 또 다른 방법인 Burton- 

Miller 기법을 적용하는 경우 공간 미분된 경계 적분

식에서 기인한 정적인 내부 모드와 관련하여 단조 

변화하는 비요동 (non-oscillatory) 모드들이 단조 증

가하는 불안정성을 초래하게 된다 
[22]. 대부분의 불

안정 모드들은 유효 주파수 범위를 넘어서는 영역에

서 발생하는데 반해, 비요동 모드에 의한 불안정성

은 유효 주파수 범위 내에서 발생하기 때문에 해의 

정확도에 크게 영향을 주게 된다. CHIEF 방법의 적

용 전과 후에 있어서의 고유모드들에서는 비요동 모

드가 관찰되지 않았는데, 이는 경계면의 음장이 0으
로 제한된 조건하에서 내부 음장이 일정하게 분포된 

정적인 내부 모드가 존재할 수 없었기 때문이다.
그림 5에서는 500 Hz 옥타브 대역 충격 응답으로 

가진된 구의 표면 음압에 대한 계산 결과를 해석해

와 비교하였다. TBEM 계산의 정확도를 파악하기 위

해서 해석해에 대한 상대 오차 (relative error norm)를 

다음 식과 같이 계산하였다.

                 
(21)

여기서, pA와 pT는 방사 음압에 대한 해석해와 TBEM 
계산 결과를 나타낸다. CHIEF 방법이 적용되기 전의 

대한 계산 결과인 그림 5 (a)에서는 (1,0,0)의 가상적

인 내부 음향 모드의 성분으로 인한 비유일성 문제

가 발생하였음을 알 수 있다. 또한 비록 불안정한 고
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유 모드들을 포함하고 있지만, 최대 고유치에 의한 

감쇠율이 –9.4 dB/s로 매우 작기 때문에 수치적 불안

정성은 관찰되지 않았다. 그림 5 (b)에서는 CHIEF 방
법이 적용됨에 따라 (1,0,0) 모드 성분이 크게 감쇠되

었고, 해석해와 TBEM 계산 결과가 거의 일치함을 볼 

수 있다. 수치적 불안정성이 관찰되기 되기 시작한 

0.05 s 이전에 대한 TBEM 계산 결과의 상대오차는 

CHIEF 방법이 적용되기 전의 경우에는 14.8 %이었

지만, 적용 후에 1.7 %로 크게 줄었다. 그러나 유효 주

파수 범위를 넘어서 존재하는 불안정 고유 모드들의 

개수와 최대 고유치의 크기가 증가하였기 때문에, 
지수함수적인 발산이 관찰되었다. 

이와 같이, CHIEF 방법을 사용함으로써 가상의 내

부 저차 음향 모드들에 기인한 TBEM 계산의 비유일

성 문제를 해결할 수 있었고, Burton-Miller 방법을 사

용함에 따른 비요동 모드에 의한 불안정성을 피할 

수 있음을 관찰하였다. 그러나, 유효 주파수보다 높

은 고주파수 대역의 고차 내부 음향 모드들에 의한 

비유일성 문제는 여전히 존재하였고, 이들에 의한 

수치적 불안정성이 증가하였다.

V. 결  론

본 연구에서는 비유일성 문제를 해결하기 위해 쉽

게 사용할 수 있는 CHIEF 방법을 TBEM 해석에 적합

하게 수식화하였고, 비유일성 문제 해결 여부 및 수

치적 안정성을 검토하였다. 본 연구에서 수식화된 

CHIEF 방법을 통해 저차의 내부 음향 모드들에 기인

한 비유일성 문제를 해결할 수 있었으며, Burton- 
Miller 기법의 고질인 비요동 모드에 의한 수치적 불

안정성 문제를 피할 수 있었다. 그러나 유효 주파수

를 넘어선 고주파수 대역에서의 고차 내부 음향 모

드들에 관련된 비유일성 문제가 남았으며, 수치적 

불안정성은 CHIEF 방법의 적용 전과 비교하여 오히

려 증가하였다. 따라서, 본 연구에서 수식화된 CHIEF 
방법과 함께, 모든 고유 모드에 인위적인 감쇠를 적

용하는 방법 
[12]

이나 불안정한 모드들만을 필터링하

는 방법 
[18] 등을 이용하여 고주파수 대역의 불안정

성을 해결할 수 있다면, TBEM 계산에 있어서의 비유

일성 문제를 완벽히 해결할 수 있으리라 생각된다.
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