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요 약

Huh (2002)는 확률밀도함수가 하나의 불연속점을 가질 때, 한쪽방향커널함수를 이용하여 확률

밀도함수의 오른쪽과 왼쪽 커널추정량을 제시하여 그 차를 최대로 하는 점을 불연속점의 위치추정량

으로 제안하였다. 커널추정량의 평활모수인 띠폭의 선택의 중요함은 익히 알려져 있다. 최대가능도

교차타당성은 확률밀도함수의 커널추정량에서 띠폭 선택의 기준으로 널리 쓰여지고 있다. 본 연구에

서는 한쪽방향커널함수를 이용한 확률밀도함수의 오른쪽과 왼쪽 커널추정량들의 띠폭의 선택 방법을

Hart와 Yi (1998)의 한쪽방향교차타당성의 방법론을 최대가능도교차타당성에 적용하여 제안하고자

한다. 소표본모의실험을통하여연구결과를제시하고자한다.

주요용어: 최대가능도교차타당성, 평활모수, 한쪽방향커널함수.

1. 서론

표본 {Xi : i = 1, · · · , n}를 독립이고 동일한 확률밀도함수 f로부터의 표본이라고 하자. 확률밀도함

수의 비모수적 추정을 위하여 일반적으로 f의 부드러움의 정도를 최소한 두 번 미분 가능하다고 가정

한다. 하지만 실제 구현에서는 확률밀도함수가 불연속점 (discontinuity point)을 가질 수 있으며, 이

러한 불연속점을 고려하지 않고 추정할 경우에는 그 불연속점 주변에서 비모수적 추정량의 정도 (pre-

cision)가 떨어지게 된다. 이는 확률밀도함수가 불연속점에서 미분이 존재하지 않아 추정량의 편의가

발생하게 되고 이로 인해 일치추정량 (consistent estimator)이 되지 않기 때문에 생기는 현상이다.

Müller (1992)와 Huh와 Park (2004)이 이러한 문제점을 회귀모형에서 회귀함수가 불연속점을 가지

는 경우에 언급하였고, Huh (2010b)는 일반화선형모형에서 회귀함수가 불연속점을 가지는 경우에 대해

설명하였다.

Cline과 Hart (1991)는 확률밀도함수 혹은 그 미분된 함수가 불연속점을 가질 때 그 함수의 커널추정

량을제시하였다. 그들의연구는 Schuster (1985)의대칭화한데이터 (data symmetrized)를이용한확

률밀도함수의 경계점 (boundary point) 연구 방법을 일반화 한 것이다. Cline과 Hart는 그들이 제시한

추정량의 평균적분제곱오차 (mean integrated squared error)를 구하였다. Huh (2002)는 확률밀도함

수 혹은 그 미분된 함수가 알려져 있지 않은 한 점에서 불연속일 때, 그 불연속점의 위치 (location)와

점프크기 (jump size)를 한쪽방향 (one-sided)커널함수를 이용한 커널추정량으로 추정하였다. 또한 추

정된 불연속점의 위치와 점프크기의 수렴속도와 극한분포를 구하였다. Otsu와 Xu (2010)는 알려져 있

는 불연속점의 위치에서 점프크기 추정량을 회귀모형에서 흔히 쓰이는 비모수적 방법인 국소선형추정
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량을 이용하여 제시하였다. 확률밀도함수의 토대 (support)를 일정한 간격으로 구간 (bin)을 나누어 각

구간의 빈도를 이용하여 커널함수가중을 이용한 국소선형적합으로 불연속점의 위치의 오른쪽 추정량과

왼쪽 추정량의 차이를 점프크기 추정량으로 제시하였다. 생존분석에서 쓰이는 확률밀도함수 혹은 그 미

분된 함수의 불연속점의 커널형 추정에 대해서는 Müller와 Wang (1990)에 의해 연구되었다. Lee 등

(2010)은균등분포의척도모수 (scale parameter)의변화에대한추정을연구하였다.

비모수적 추정에서 평활모수의 역할은익히 알려져 있듯이 매우 중요하다. 회귀함수가 불연속점을 가

질 때, 커널함수를 이용한 불연속점의 추정에서의 평활모수인 띠폭 (bandwidth) 선택의 연구는 Gij-

bels와 Goderniaux (2004a, 2004b, 2005)에 의하여 연구되었다. Huh (2010b, 2011)는 회귀모형의 분

산함수가 불연속점을 가질 때 로그분산함수를 이용한 불연속점의 추정과 일반화선형모형의 회귀함수의

불연속점 추정에 쓰이는 띠폭 선택에 대한 방법을 Hart와 Yi (1998)의 한쪽방향교차타당성 (one-sided

cross-validation)을 이용하여 제시하였다. 확률밀도함수가 불연속점을 가질 때 커널추정량의 띠폭 선택

에관한연구는현재까지이루어지지않았다.

이 논문에서는 확률밀도함수가 불연속점을 가질 때 그 불연속점의 위치와 점프크기의 커널추정량에

쓰이는 띠폭 선택에 대한 연구를 하고자 한다. 연속인 확률밀도함수의 커널추정량의 띠폭 선택에 흔히

쓰이는 최대가능도교차타당성 (maximum likelihood cross-validation)을 Hart와 Yi (1998)가 연구한

한쪽방향교차타당성의 방법에 적용하여 띠폭 선택 방법을 제시하고자 한다. 2절에서는 Huh (2002)가

제안한 확률밀도함수의 불연속점 추정에 대한 소개와 띠폭 선택 방법을 제시한다. 3절에서는 2절에서

소개한띠폭선택방법에대한모의실험결과를소개하고자한다.

2. 띠폭 선택

토대 [0,1]을 가지는 확률밀도함수 f가 미지의 점 τ ∈ Q에서 다음과 같이 불연속점을 가진다고 가정

하자. 여기서 Q는토대 [0, 1]에포함되는닫힌구간이다. 이때불연속점을가지는 f는다음의가정을만

족한다고하자.

(A.1) 확률밀도함수 f는 (x − τ)(y − τ) > 0를 만족하는 모든 x, y에 대하여 다음을 만족하는 양의

상수 L이존재한다.

|f(x)− f(y)| ≤ L|x− y|.

불연속점 τ에서점프크기는 τ에서의확률밀도함수의우극한과좌극한의차이로다음과같이표현된다.

∆ = f+(τ)− f−(τ), (2.1)

여기서 f+(τ) = lim y→τ+f(y)와 f−(τ) = lim y→τ−f(y)이다. 불연속점이 존재한다면 식 (2.1)에서

|∆| > 0이고, 그렇지않다면 ∆ = 0이다.

Huh (2002)는위가정 (A.1)하에미지의불연속점의위치와점프크기를추정하기위하여한쪽방향커

널함수를 이용하여 확률밀도함수의 오른쪽 추정량과 왼쪽 추정량을 정의한 후, 그 차이를 최대로 하는

점을 위치추정량이라고 제안하고, 그 위치추정량에서 추정된 점프크기를 불연속점의 점프크기로 추정량

을 제시하였다. Huh (2002)가 제안한 임의의 점 x에서의 확률밀도함수의 오른쪽과 왼쪽 커널추정량은

각각

f̂+(x) =
1

nh

n∑
i=1

K

(
Xi − x

h

)
와 f̂−(x) =

1

nh

n∑
i=1

K

(
x−Xi

h

)
(2.2)
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로 정의된다. 여기서 사용된 h는 평활모수인 띠폭이며, 한쪽방향커널함수 K는 다음의 성질을 만족한

다.

(A.2) 토대 [0, 1]을 가지는 커널함수 K는
∫ 1

0
K(u)du = 1, K(0) > 0 그리고 임의의 0 < u ≤ 1에

대하여 K(u) ≥ 0를만족한다.

위 (2.2)식의 추정량들은 x를 기준으로 각각 오른쪽과 왼쪽의 데이터만을 사용하여 확률밀도함수의 커

널추정량을정의한것이다. 이두추정량을이용하여임의의점 x에서점프크기추정량은다음과같이

∆̂(x) = f̂+(x)− f̂−(x)

로 정의할 수 있고, 이들 점프크기추정량들 중 그 절대값의 크기가 가장 큰 점프크기추정량의 위치를 불

연속점의위치추정량으로다음과같이제시할수있다.

τ̂ = inf{z ∈ Q : ∆̂(z) = supx∈Q∆̂(x)}. (2.3)

한편추정된위치 τ̂에서의점프크기추정량인

∆̂(τ̂) = f̂+(τ̂)− f̂−(τ̂) (2.4)

을 점프크기 ∆의 추정량으로 정의할 수 있다. Huh (2002)는 제안한 위치추정량과 점프크기추정량의

수렴속도와 극한분포를 보였고, 점프크기추정량의 극한분포를 이용하여 불연속점의 존재유무에 대한 가

설검정의검정통계량을제시하였다.

본 연구에서는 위 Huh (2002)의 불연속점 추정량들 (2.3)과 (2.4)를 구하기 위한 띠폭 h의 선택에 대

해 연구하고자 한다. 먼저 연속 가정 하의 확률밀도함수의 커널추정량에 쓰이는 대칭함수이고 토대가

[−1, 1]인커널함수를 L이라하고띠폭을 hc라고하자. 커널확률밀도함수추정량

f̂hc(x) =
1

nhc

n∑
i=1

L

(
Xi − x

hc

)

에서띠폭 hc의선택에흔히쓰이는최대가능도교차타당성은

CVML(hc) =
1

n

n∑
i=1

log f̂hc,i(Xi) (2.5)

로정의되고, 이를최대로하는 hc를선택하게된다. 여기서

f̂hc,i(Xi) =
1

(n− 1)hc

∑
j ̸=i

L

(
Xj −Xi

h
c

)

이고, Xi를제거한 f(Xi)의커널추정량이다. 식 (2.5)는비모수적함수추정에흔히쓰이는거리의척도

인쿨백-라이블러정보 (Kullback Leibler information) dKL(f, f̂hc)와다음과같은

E[CVML(hc)] ≈ −E[dKL(f, f̂hc)] +

∫
(log f(x))f(x)dx

관계를가진다. 여기서

dKL(f, f̂hc) =

∫
log(f/f̂hc)(x)f(x)dx
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이다. Hart와 Yi (1998)는 연속인 회귀함수의 커널추정량의 띠폭 선택을 위해 한쪽방향교차타당성을

제안하였다. Huh (2010b)는 Hart와 Yi의방법을사용하여회귀함수의불연속점의추정량들을위한띠

폭을 오른쪽과 왼쪽 한쪽방향교차타당성들의 합을 최소로 하는 것으로 선택하였다. 본 연구에서는 확률

밀도함수의 불연속점의 추정량들을 위한 띠폭을 회귀함수의 불연속점 추정을 위한 Huh의 띠폭 선택 방

법과같이 (2.5)의최대가능도교차타당성에한쪽방향교차타당성방법을적용하여선택하고자한다.

먼저 Xi를제거한 f(Xi)의오른쪽과왼쪽한쪽방향커널추정량을각각다음과같이

f̂h,i,+(Xi) =
1

(n− 1)h

∑
j ̸=i

K

(
Xj −Xi

h

)
, f̂h,i,−(Xi) =

1

(n− 1)h

∑
j ̸=i

K

(
Xi −Xj

h

)

정의하고, 다음의교차타당성

CV (h) = CV +
ML(h) + CV −

ML(h) (2.6)

을생각하자. 여기서

CV ±
ML(h) =

1

nh

∑
i∈Ih

log f̂h,i,±(Xi)

이고 Ih = {i : Xi ∈ [h, 1− h]}이며 nh는 Ih의 원소의 수이다. Müller (1992)는 회귀함수의 불연속점

추정을 위한 띠폭은 연속인 회귀함수의 추정을 위한 띠폭보다 상대적으로 작은 것을 추천하였다. Huh

(2010b)는 Müller의 주장처럼 일반화선형모형의 회귀함수가 불연속점을 가질 때 불연속점 추정을 위한

띠폭을 오른쪽과 왼쪽 한쪽방향교차타당성의 합의 국소최소점 (local minimizer) 중 최소의 값으로 제

안하였다. Müller (1992)와 Huh (2010b)가 제안한 방법처럼 확률밀도함수의 불연속점 추정을 위한 띠

폭을식 (2.6)의국소최대점 (local maximizer) 중가장작은값으로제안하고자한다.

하나이상의불연속점을가지는경우에, 한불연속점의점프크기추정치들이인접해있는점의점프크

기에 영향을 주기 때문에 하나의 불연속점 주변의 점들에서도 불연속점으로 판정될 가능성이 있다. 따

라서, Jose와 Ismail (1999)이 언급하였던 것처럼 근접해 있는 두 개의 불연속점들 사이의 거리들은 2

h보다 크다는 가정이 필요하게 된다. 이러한 가정을 바탕으로 Kim 등 (2003)과 Huh (2007, 2010a)는

각각 선형모형, 분산함수와 일반화선형모형에서 불연속점 수의 추정 알고리즘을 제안하였다. 확률밀도

함수가 하나 이상의 불연속점을 가지는 경우에 본 연구에서 제안한 방법으로 띠폭을 선택한 후, Kim 등

과 Huh가제안한알고리즘을이용하여불연속점의수와그위치를추정할수있을것이다.

3. 모의실험

확률밀도함수의 불연속점 추정을 위한 제안된 띠폭 선택에 대한 모의실험 결과를 알아보고자 한다.

모의실험을위하여토대 [0, 1]을가지는다음의확률밀도함수

f(x) = p

{
λ1

2
exp(−λ1|x− 0.5|)1[0≤x<0.5] +

λ2

2
exp(−λ2|x− 0.5|)1[0.5≤x≤1]

}

을생각하자. 여기서 λ1 = 1이고 λ2는각각 3, 6, 9인세가지경우를고려하자. 상수 p는확률밀도함수

의조건을만족하게하는값으로, λ2가각각 3, 6, 9인경우에 p는각각 1.708906, 1.488447, 1.446801이

된다. 이 세 가지 경우에 확률밀도함수 f는 모두 τ = 0.5에서 불연속을 가지며, 이 점에서 각각의 불연
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속점의점프크기는

∆ = p(λ2 − λ1)/2 =


1.708906, λ2 = 3

3.721118, λ2 = 6

5.787203, λ2 = 9

이 된다. 불연속점을 가지는 확률밀도함수의 형태를 알아보기 위해 ∆ = 3.721118 (λ2 = 6)인 경우의

확률밀도함수 f를아래의그림 3.1에제시하였다.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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1
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x
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ity

그림 3.1 점프크기 ∆=3.721118인 경우의 확률밀도함수 f

조건 (A.2)를 만족하는 한쪽방향커널함수는 토대 [0, 1]을 기반으로 Epanechnikov 커널을 이용하여

만든

K(x) =
3

2
(1− x2)1[0≤x≤1]

을 선택하였고, 불연속점의 위치를 추정하기 위하여 xk = k/100, (k = 1, · · · , 100)에서 점프크기
∆̂(xk)를 계산하여 구간 Q내에서 |∆̂(xk)|를 최대로 하는 점을 불연속점의 위치로 추정하였다. Müller

(1992)와 Huh (2010b)가 제안한 것처럼 구간 Q를 [h, 1 − h]로 선택하였다. 세 가지 경우에 대한 불연

속점의 추정의 정도를 보기 위하여 각 경우에서 표본의 수 n을 100, 200, 400으로 하여 각각 1000번 반

복하였다.

각 표본에서 선택된 ĥ들을 이용하여 추정된 τ̂와 ∆̂(τ̂)의 평균제곱오차의 몬테카를로 추정치 (Monte

Carlo estimates of the mean squared error, MSE)들이 표 3.1에 제시되었다. 불연속점 위치추정량의

수렴속도는 Müller (1992), Loader (1996), Huh와 Carrière (2002), Huh와 Park (2004), Huh (2002,

2010b)에 의해 n−1이 됨이 밝혀졌고, 점프크기가 클수록 불연속점 추정량의 점근분산이 작아져서 추정

의 정도가 좋음이 알려졌다. 이 결과에 따라 표 3.1의 위치추정량 τ̂의 MSE는 표본의 수가 증가함으로

써 급속히 작아지고 있다. 또한 점프크기가 커짐으로써 τ̂의 MSE가 작아지는 경향이 있음을 알 수 있

다. 점프크기추정량 ∆̂(τ̂)의 MSE 또한 각 경우에서 표본의 수가 증가함에 따라 작아지고 있음을 알 수

있다. 선택된 ĥ과 추정된 τ̂와 ∆̂(τ̂)의 평균들이 표 3.1에 제시되어있고, 괄호 안은 추정치들의 평균 혹

은 MSE들의 표준오차들이다. 선택된 띠폭이 ∆ = 1.708960 (λ2 = 3)인 경우에 표본의 수가 증가함에

따라 선택된 띠폭의 평균이 커지고 있다. 이는 일반적으로 표본의 수가 증가함에 따라 교차타당성 등에

의해 선택된 띠폭이 작아지는 경향과 다른 현상이 일어나고 있다. 본 연구에서는 제안한 식 (2.6)의 국

소최소점 중 최소로 하는 것을 띠폭으로 선택하였고, 이로 인해 교차타당성을 최소로 하는 것으로 선택
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된띠폭값보다는불안정한값을나타낼수도있어모의실험의모형에따라서표본의수가증가하더라도

선택된띠폭의평균이커지는경향이있을수있다.

표 3.1 불연속점 추정치들의 모의실험 결과

∆ n ĥ의 평균 τ̂의 평균 τ̂의 MSE ∆̂(τ̂)의 평균 ∆̂(τ̂)의 MSE

1.708960

100 0.150870
0.536230 0.010886 1.005524 2.267489

(0.003094) (0.000778) (0.042104) (0.137054)

200 0.154160
0.510950 0.004038 1.258034 0.828893

(0.001979) (0.000491) (0.025012) (0.072993)

400 0.177150
0.497700 0.000445 1.340802 0.249216

(0.000663) (0.000128) (0.010664) (0.019992)

3.721118

100 0.112130
0.506460 0.001176 2.645269 3.090531

(0.001065) (0.000177) (0.043967) (0.274441)

200 0.101500
0.500770 0.000194 2.875881 1.306066

(0.000440) (0.000071) (0.024324) (0.114815)

400 0.097250
0.499880 0.000002 2.940343 0.851983

(0.000047) (0.0000005) (0.015568) (0.024360)

5.787203

100 0.092030
0.501200 0.000183 4.148902 4.112465

(0.000426) (0.000056) (0.037795) (0.282572)

200 0.076650
0.500070 0.000014 4.401838 2.434765

(0.000120) (0.000012) (0.022705) (0.097462)

400 0.069070
0.499990 0.0000003 4.535279 1.847470

(0.000017) (0.0000002) (0.016738) (0.043110)

제안된 방법에 의해 선택된 띠폭 ĥ의 분포를 알아보고자 ∆ = 3.721118 (λ2 = 6)인 경우의 ĥ의 히스

토그램을그림 3.2에나타내었다. 그림 3.2의 (a), (b), (c)는각각표본의수가 100, 200, 400일때의선

택된띠폭 ĥ의히스토그램이다. 표본의수가증가함에따라선택된띠폭 ĥ는작아지며표준오차도작아

지는경향을보이고있다.

표 3.2는 선택된 ĥ를 이용하여 추정된 불연속점의 위치추정량 τ̂의 분포를 보기 위하여, 점프크기

∆ = 3.721118 (λ2 = 6)인 경우에 추정된 불연속점의 위치 xk의 지표 k와 해당되는 빈도를 표 3.2에 나

열하였다. 불연속점 τ = 0.5에해당되는 k는 50이며, 표본의수가 100, 200, 400에따라서 k = 50의경

우 각각 722, 888, 978회로 나타났다. 또한 표본의 수가 증가함에 따라서 추정된 불연속점의 위치에 대

한산포가현저히줄고있다는것을알수있다. 지금까지확률밀도함수가불연속점을가질때불연속점

의 추정을 위한 띠폭 선택에 대한 연구가 없었기에 모의실험의 결과를 비교할 수 없었지만, 선택된 띠폭

을사용한불연속점추정결과들의추정정도는좋다고할수있다.
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그림 3.2 ∆=3.721118인 경우 선택된 ĥ의 히스토그램

표 3.2 ∆=3.721118인 경우 불연속점의 위치추정치 τ̂의 xk에서의 빈도

n�k 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 58 59 60 61 62 63 64 65 66 >66

100 3 4 14 20 91 722 70 19 3 2 1 2 2 1 4 5 8 5 5 1 5 13

200 - 1 5 6 53 888 33 5 - - - 1 1 1 - - - 1 1 3 - 1

400 - - - - 17 978 5 - - - - - - - - - - - - - - -
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Abstract

In the case that the probability density function has a discontinuity point, Huh

(2002) estimated the location and jump size of the discontinuity point based on the

difference between the right and left kernel density estimators using the one-sided kernel

function. In this paper, we consider the cross-validation, made by the right and left

maximum likelihood cross-validations, for the bandwidth selection in order to estimate

the location and jump size of the discontinuity point. This method is motivated by

the one-sided cross-validation of Hart and Yi (1998). The finite sample performance is

illustrated by simulated example.
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