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Abstract  - This paper considers the synchronization problem of chaotic systems. For this problem, the sampled-data 

control approach is used to achieve asymptotic synchronization of two identical chaotic systems. Based on Lyapunov 

stability theory, a new stability condition is obtained via linear matrix inequality formulation to find the sampled-data 

feedback controller which achieves the synchronization between chaotic systems. Finally, the proposed method is applied 

to a numerical example in order to show the effectiveness of our results.
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1. 서  론  

Carroll 과 Pecorra [1]의 동종 카오스 시스템의 동기화에 

한 첫 연구 이후로, 오늘날 카오스 시스템의 동기화에 

한 연구는 여러 분야의 학자들로부터 큰 심을 받고 있는 

분야 에 하나이다. 지난 수년간, 카오스 시스템의 동기화

를 하여 다양한 종류의 제어 기법들이 채택되어져 왔다. 

[2]에서는 카오스 시스템의 동기화를 한 상태 궤환 제어기

가 제안되어졌으며, 이를 기반으로 [3]에서는 단일 상태 궤

환 제어기가 카오스 시스템의 동기화를 하여 제안되어졌

다. [4]에서는 응제어 이득을 가지는 제어기가 카오스 시

스템의 동기화를 하여 설계되어졌으며, 아울러 [5]에서는 

변수 불일치 문제를 가지는 카오스 시스템의 동기화 문제를 

해결하기 하여 응 제어 기법이 용되어졌다. 한, [6]

에서는 카오스 시스템의 동기화를 하여 슬라이딩 모드 제

어기법이 고려되어졌으며, 더 나아가 [7]에서는 응 슬라이

딩 모드 제어 기법을 알려지지 않은 변수를 가진 카오스 시

스템의 동기화를 하여 활용되어졌다. 한, [8]에서는 선형 

오차 피드백과 병렬 분산 보상 방법에 따라 TS 퍼지 모델

을 기반으로한 카오스 시스템의 퍼지 동기화를 제안하 다. 

반면, 디지털 하드웨어  통신 기술의 격한 발달로 인

해 부분의 제어 시스템들은 제어기가 랜트에 네트웍으

로 연결된 시스템, 디지털 제어기를 가지는 연속시간 랜트 

등 과 같은 형태의 시스템들로 구 되어 질수 있게 되었다.  

와 같은 형태의 시스템에서, 샘 치 제어기를 활용한 방법

은 다른 제어기법들 보다 더 요한 치를 차지하게 된다. 

여기서 샘 치 제어기란, 샘 링 주기동안 제어 신호가 상수

로 존재하며, 오직 샘 링 순간에만 제어 신호가 변동되는 

제어 신호를 가지는 제어기를 말한다. 이러한 계단형태의 

불연속 제어 신호를 고려한 안정한 제어기의 설계는 일반

인 연속신호를 고려한 제어기의 설계보다 좀 더 까다로운 

차를 요구한다. 이 문제를 해결하기 하여, Mikheev와 

Sobolev, Fridman [9] 과 Astrom, Wittenmark [10] 은 

불연속인 제어 입력 신호를 시변 지연된 연속 신호로 생각

하여 샘 치 제어기의 설계  안정성 해석을 수행하는 방

법을 제안하 다. 이 연구 이후로, 의 방법을 이용한  샘

치 제어기법에 한 많은 연구가 수행되어 지고 있다. 

[11]에서는 강인한 ∞   샘 치 제어기법이 제안되어졌고, 

한, [12]에서는 샘 치 퍼지 제어기가 제안되어졌다. 게다

가 많은 연구자들이 이 시변 시간지연된 연속 신호 방법을 

이용한 샘 치 제어기법을 뉴랄 네트웍, 퍼지 시스템, 복잡

계망 등과 같은 다양한 분야에 용하고 있다. 하지만 카오

스 시스템의 동기화를 한 샘 치 제어기의 설계는 아직까

지 연구되어지지 않고 있다. 

지 까지 언 된 내용들을 토 로, 본 논문에서는 샘 치 

제어기법을 이용한 카오스 시스템의 동기화에 한 연구를 

수행 할 것이다. 이를 해 샘 치 제어 신호를 [9], [10]에

서 제안한 시변 시간지연된 연속 신호로 고려하여 이론을 

진행 할 것이다. 리아푸노  안정성 이론을 바탕으로, 설계

된 제어기의 존재 조건은 선형행렬부등식으로 유도되어 진

다. 선형행렬부등식을 이용한 근법은 주어진 문제의 해결

에 있어 수학 인 이 과 명료성 때문에 매우 각 받고 있

는 기법이다. 이 선형행렬부등식 항은 다양한 볼록최 화 

알고리듬에 의해서 쉽게 해를 찾을 수 있다. 마지막으로 수

치 제를 통해 제안된 제어기의 우수성을 보이겠다.
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2. 문제설정

다음의 마스터 시스템과 슬래이  시스템을 고려하자 

  (1)

   (2)

여기서    … ∈와    

… ∈은 상태 벡터이며,    →  
은 비선형 함수, 는 제어입력, 는 한 차원을 

가지는 상수 행렬이다.

가정 1. 본 논문에서 다룰 카오스 시스템(1), (2)의 벡터함수 

∙는 다음의 섹터, 슬로  조건을 만족한다.

  

 ≤

  
≤ 

 ≤

  
≤    …

여기서 는 마스터와 슬래이  시스템의 상태이고, 는 

각각 상한, 하한 섹터 조건이며, 는 각각 상한, 하한 슬

로  조건이다. 

동기화를 달성하기 하여, 다음과 같이 오차벡터를 정의 

하자.

   (3)

오차 시스템 (3)의 동특성 식은 다음과 같다. 

 (4)

여기서     이다.

샘 치 신호를 이용한 제어기의 설계를 하여, [9], [10]

에서 제안된 시변 시간지연된 연속시간 신호형태의 제어 입

력신호를 고려한다. 이를 해 다음의 상태 궤환 제어기를 

고려하자.

   ≤   (5)

여기서 는 제어 이득 행렬이고, 는 Zero-Order-Hold 

(ZOH)의 갱신 시간이다. 샘 링 간격은 어떠한 ≥ 인 정

수에 하여 다음을 만족한다고 가정한다.

    ≤  (6)

여기서 는 양의 상수로 최  샘 링 간격이다.

따라서,     ≤  라고 정의 하면, 제어기 

(5)는 다음과 같이 표 될 수 있다.

 
  ≤  

(7)

제어기 (7)을 시스템 (4)에 입하면 다음의 식을 얻는다.

  ≤   (8)

주요 결과를 유도하기 에 다음의 사실과 보조 정리를 제

시한다.

사실 1. (Schur complement) 일정한 값의 칭행렬 

이 주어지고, 

  이면 다음을 만족

한다.




 


 



 
 , 는 




 





 

 .

보조 정리 1. [13] 섹터 조건 []와 슬로  조건 []를 

갖는 비선형 함수 ∙의 오차함수   

는 다음의 섹터 바운드를 가진다.

 ≤

 
≤ 

보조 정리 2. [14] 임의의 상수 행렬 ∈× ,  
 , 그리고 상수  가 주어지면 벡터 함수 

  →는 다음과 같이 정의되는 분 계를 가진다.














≤ 




 .

3. 주요결과

본 장에서는 카오스 시스템의 동기화를 한 샘 치 제어

기의 설계를 수행할 것이다. 앞 장의 문제 설정을 토 로 

안정한 샘 치 제어기의 존재 조건을 선형행렬부등식 형태

로 유도되어 질 것이다. 

정리 1. 만약 변수 가 주어지고, 다음의 선형행렬부등식 

(9)을 만족하는 양한정 행렬  와 행렬  가 존

재하면, 마스터 시스템과 슬래이  시스템은 근 으로 동

기화된다.

 











    
⋆    

⋆ ⋆   

⋆ ⋆ ⋆ 
  

⋆ ⋆ ⋆ ⋆ 

  (9)

여기서,
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이며, 제어 이득은  으로 구해진다.

증명. 다음의 리아푸노  함수를 정의하자.

  (10)

여기서 

  


 












 


와 의 미분을 구하면 다음과 같다.

 



 


 

 

(11)

  








 


 




 




 


그림 1 Chua 회로의 상태 궤

Fig. 1 The dynamic behavior of Chua’s circuit

≤ 




 








 


 

⋆ 


 









 








 


 

⋆ 


 







(12)

보조정리 2에서 정의된  의 섹터 조건은 컨벡스 

헐의 성질에 의해 다음의 식으로 표 된다.

    (13)

여기서 는 컨벡스 헐 를 구성하는 성분이다. 따

라서 식 (12)를 이용하면, 비선형 함수 는 다음과 같

이 표 될 수 있다.

  (14)

여기서 … 이다.
식 (14)와 행렬 를 고려하면 다음의 식은 항상 성립

한다.

  



 









 





  




 





 (15)

수식의 명료성을 해, 다음을 정의하고,

      




,

식 (11)과 (12), (15)를 이용하면, 다음의 리아푸노  함수

(10)의 미분의 상한유계를 얻게된다.

 ≤   (16)

여기서













   
⋆   
⋆ ⋆  

⋆ ⋆ ⋆ 




       

이고 는 식(8)에서 정의되었다. 

식 (16)에 사실 1을 용하면 다음의 식을 얻게된다.

  ≤



 


  

⋆ 
  (17)

식(17)의 오른쪽에     를 앞뒤로 곱하고, 부

등식 

≤를 이용하면 식 (17)의 행렬은 식 

(9)의 행렬과 등가이므로, 선형행렬부등식 (9)을 만족한다면, 

제어이득 를 가지는 샘 치 제어기 (5)는 카오스 시스템 

(1)과 (2)를 근 으로 동기화시킨다. 이로써 증명을 마친다.  

그림 2 제어 입력이 없는 경우의 오차 궤

Fig. 2 The uncontrolled error signals
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3. 수치 제

본 장에서는 수치 제를 통해 본 논문에서 제안된 제어기

의 유효성을 보이겠다.

다음의 카오스 추아 회로의 변수들을 고려하자.












  
  
  

 










   
  
  



   


   

여기서          


  


 이다. 그림 

1은 Chua 회로의 카오틱한 동특성을 나타낸 것이다. 잘 알

려진데로 Chua 회로의 비선형 함수 ∙은 섹터 조건 

  와 슬로  조건   를 가진다.  변수값과 샘 링 

간격,  , 를  로 주어지면, 정리 1에서 제안된 선형행렬

부등식 (8)는 다음의 값으로 계산되어 진다.












  
  
  














  
  
  



본 제를 하여, 마스터 시스템과 슬래이  시스템의 

기치는 각각     과  

  으로 설정하 다. 제안된 제어기의 효과를 

보여주기 하여 먼 , 제어 입력이 인가되지 않은 상태에서

의 마스터와 슬래이 간의 오차 신호를 그림 2에 명시하

다. 그림 2에서 알 수 있듯이 제어 입력이 인가되지 않은 

상태에서는 두 시스템은 서로 동기화 되지 않음을 알 수 있

다. 그림 3과 그림 4는 본 논문에서 설계된 제어기의 입력

신호와 이 제어 입력을 인가하 을 경우의 마스터 시스템과 

슬래이  시스템간의 오차 신호의 궤 을 각각 나타낸 그림

이다. 그림 4으로 부터 본 논문에서 제안된 제어기가 서로 

다른 기치를 지니는 동종의 카오스 시스템간의 동기화를 

달성하 음을 알 수 있다.

그림 3 제어 입력 신호

Fig. 3 The control inputs

그림 4 제어 입력이 인가된 경우의 오차 궤

Fig. 4 The controlled error signals

4. 결  론

본 논문에서는 샘 치 제어기법을 통한 동종의 카오스 시

스템간의 동기화에 한 연구를 수행하 다. 이를 하여 

불연속의 샘 치 제어 신호를 시변 시간지연된 연속 시간신

호로 고려하는 방법을 사용 으며 제안된 제어기의 안정성

을 리아푸노  안정성 이론을 바탕으로 증명하 다. 한, 

안정한 제어기의 존재 조건을 선형행렬부등식의 형태로 제

시하 으며, Matlab의 LMI toolbox를 이용하여 제안된 선형

행렬부등식의 조건을 만족하는 해를 계산하 다. 마지막으

로 한 수치 제를 통하여 제안된 제어기의 효용성을 도

시하 다.
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