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요약

다중변환점(multiple change-point)추론에있어소량자료에관한연구는많지않다. 본논문에서는소량
자료의다중변환점추정을위해베이지안비중심(noncentral) t 분포변환점모형을제안하고, 제안된모형
추론을위해메트로폴리스-해스팅스를포함한깁스샘플링(Metropolis-Hastings-Within-Gibbs sampling) 알
고리즘을이용하였다. 모의실험및태풍발생수의실증분석결과는제안된모형과알고리즘의우수성을보
여준다.

주요용어: 소량자료,변환점,비중심 t분포,메트로폴리스-해스팅스를포함한깁스샘플링,태풍발생
수.

1. 서론

온난화현상을일으키는원인중에서온실효과를일으키는온실기체가가장중요한원인으로꼽힌

다. 온실기체로는이산화탄소가가장대표적이며인류의산업화와함께그양은계속증가하고있다.
이외에도메텐, 수증기가대표적인온실기체이다. 또한자연적요인인극심한가뭄과장기간에걸친
건조화현상그리고인위적인요인인과도한경작및관개, 산림벌채, 환경오염으로인한기후변화등
의원인으로지구의온난화가빠른속도로진행되고있다. 이와같은지구온난화의상황이지속되면
서이상기상현상들이지구상각지에서빈발함에따라이러한현상을보다정확히파악하기위해지구
온난화와태풍과의관계에대하여 Sugi 등 (2002)이수치실험을통해태풍발생의변환점을찾는연구
를진행하여왔다. 하지만자료가소량자료이고통계적방법을통한분석도또한미진한것을보여본
논문에서베이지안모형을이용하여이를해결하고자한다.
변환점추론문제는경제학, 금융학, 기상학등여러분야에서관심이증가되어오고있는분야로

변환점의 개수 및 위치를 찾기 위한 여러 통계방법들이 오래 전부터 연구되어 왔다. 하나의 변환점
인 경우에, Hinkley (1970)는 최대우도추정치(maximum likelihood estimate)를 이용하여 변환점을 찾
는 연구를 하였고, Smith (1975)는 이항분포와 정규분포에서의 변환점 추론을 위해 베이지안 방법을
제안하였다. Carlin등 (1992)은마코브연쇄몬테카를로(Markov Chain Monte Carlo; MCMC)알고리
즘 (Metropolis 등, 1953; Hastings, 1970)을 이용하여 Smith (1975)의 방법을 확장하였다. 다중 변환
점 모형인 경우에, Venter와 Steel(1996)는 가설검정을 통하여 순차적으로 배열된 관측치들에 대하여
다중변환점을발견하였고, Barry와 Hartigan (1993)는곱분할모형(product partition model)에서모수
들의평균변화를통해변환점을찾았으며, Chib (1998)는전이확률에관한마코프과정을통하여잠
재(latent) 이산상태변수에관한다중변환점모형에대해베이지안방법을이용한연구를진행하였다.
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또한최근에 Kim과 Cheon (2010)과 Cheon과 Kim (2010)은일변량과이변량의다양한분포에서베이
지안다중변환점모형을제안하였다.
변환점추론을위한여러통계방법들중베이지안방법이최근에많이이용되고있다. 베이지안

방법은 여러 부분공간에서 모수들 사이의 관계를 유연성 있게 허용하고 또한 분포 계산에서도 잇점
이있는것으로알려져있다. 베이지안방법은일반적으로마코브연쇄몬테카를로방법을이용한다.
MCMC 방법에서 널리 사용되는 알고리즘으로는 메트로폴리스-해스팅스(Metropolis-Hastings; MH)
알고리즘 (Metropolis 등, 1953; Hastings, 1970)과 깁스 샘플링(Gibbs sampling) 방법 (Geman과 Ge-
man, 1984)이 있다. 깁스 샘플링은 고차원의 경우에 사용하는 기법으로 완전 조건부 확률분포(full
conditional distribution)를이용하여두개이상의확률변수의일련의표본을생성하는매우효율적인
알고리즘이다.
일반적으로대부분의자료는대량자료로근사적으로정규분포를따르므로쉽게추론할수있는장

점이있다. 하지만자료가소량자료일때정규분포의가정은잘못된추론을할가능성이많다. 일반적
으로소량자료는정규분포를따르기보다비중심 t 분포를따르는경향이있다. 본논문에서는소량자
료에대해베이지안비중심 t분포다중변환점모형을제안하고자한다. 또한제안된모형에메트로폴
리스-해스팅스를포함한깁스샘플링(Metropolis-Hastings-Within-Gibbs sampling) 알고리즘을이용하
여복잡한베이지안추론을해결하고자한다. 본논문에서다루는실증분석자료는지구온난화로인
해발생하는 1951년부터 2008년까지총 58년간의태풍발생수의연도별소량자료이다. 이자료에본
논문에서제안한새로운모형을적합하여태풍발생의변환점개수및그위치를찾아서태풍발생수
의변화경향을분석하고자한다.
본논문은 2장에서비중심 t분포를이용한베이지안다중변환점모형을소개하고, 3장에서메트로

폴리스-해스팅스를포함한깁스샘플링알고리즘을소개한다. 4장에서모의실험자료의분석및그결
과를소개하고, 5장에서태풍의발생수에관한자료의실증분석및그결과를살펴본다. 마지막 6장에
서본논문의결론을정리한다.

2. 베이지안다중변환점모형

2.1. 다중변환점모형

XXX = (x1, x2, . . . , xn)를순서에따라독립적으로관측된자료라고하고, 전체영역 S = {1, 2, . . . , n}가
순서에따라서로다른분포를가지는여러부분영역으로나누어진다고하자. 이때각각의부분영역
들은변환점들에의해분할된다;즉, T = (t1, t2, . . . , tn)를 tc1 = tc2 = · · · = tck = 1이고그외는 0인이항
벡터라하자. 여기서 0 = c0 < c1 < · · · < ck < ck+1 = n이다. 다중변환점모형을다음과같이정의한
다.

f (x⃗) =
n∏

i=1

f (xi), where xi ∼ fr(·|ϕr), cr−1 < i ≤ cr, (2.1)

여기서 r = 1, 2, . . . , k + 1이고 fr은모수 ϕr ∈ Φ에의존한다. 각자료들은 c1 + 1, c2 + 1, . . . , ck + 1에서
변화하므로 c1, c2, . . . , ck를 k + 1개의부분공간으로분할하는변환점(change-points)이라고부른다.

2.2. 베이지안비중심 t분포(noncentral t distribution)다중변환점모형

N을 평균이 0이고 분산이 1인 정규분포의 확률변수라고 하고, V는 N과 독립이고 자유도가 p인
카이제곱분포의 확률변수라고 하자. 이때 X = (N − u)/

√
V/p는 자유도가 p이고 비중심 모수가 u인

비중심 t 분포의 확률변수이다. 즉 ϕ⃗ = (p, u)라 하면 X ∼ t(ϕ⃗)이다. 비중심 t 분포의 확률밀도함
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수(probability density function)는다음과같다.

f
(
x|ϕ⃗

)
=

p
p
2 exp

(
− pu2

2(x2 + p)

)
√
π Γ

( p
2

)
2

(p−1)
2 (x2 + p)

(p+1)
2

∫ ∞

0
yp

−1
2

y − ux√
x2 + p

2 dy. (2.2)

식 (2.1)에서 fr은모수가 ϕ⃗ = ϕ⃗r = (pr, ur)인비중심 t 분포를따르는함수라고하고, T (k)는 k 변환
점의형태라고하며 η(k) = (T (k), p1, u1, . . . , pk+1, uk+1)라고하자. 이때, η(k)의우도함수는다음과같이

구할수있다.

L
(
η(k)|XXX

)
=

c1∏
j=c0+1

f1(x j|p1, u1) × · · · ×
ck+1∏

j=ck+1

fk+1

(
x j|pk+1, uk+1

)
. (2.3)

베이지안추론을위해 ui (i = 1, . . . , k + 1)의사전분포(prior distribution)로균일분포(uniform distri-
bution)를사용하였다. pi는자유도이므로 pi = ni − 1즉 pi = ci − ci−1 − 1이다. 따라서, 자유도 pi 대

신변환점위치 ci를이용하면 ci의사전확률분포로이산균일분포(discrete uniform distribution)를선택
하여자유도 pi를구할수있다.
η(k)의사후분포(posterior distribution) π(η(k)|XXX)는 η(k)의우도함수 L(η(k)|XXX)와 η(k)의사전분포 π(η(k))

의곱으로표현된다. 예로변환점이 2개로주어졌을때,변환점위치는 c1, c2 등 2개이고,비중심모수
는 u1, u2, u3 등 3개이다. XXX의우도함수(likelihood function)는

L
(
η(2)|XXX

)
=

c1∏
1

f1
(
x j|p1, u1

)
×

c2∏
j=c1+1

f2
(
x j|p2, u2

)
×

n∏
j=c2+1

f3
(
x j|p3, u3

)
(2.4)

이고, η(2)의사전확률밀도함수는다음과같다.

π
(
η(2)

)
=

1
(b − a)3 ×

1
n − 5

× I(a,b)(u1, u2, u3) × I[3,4,...,n−3](c1, c2). (2.5)

식 (2.4)와 (2.5)를이용하여 η(2)의사후분포를구하면다음과같다.

π
(
η(2)|XXX

)
∝ L

(
η(2)|XXX

)
× π

(
η(2)

)
=

c1∏
1

f1
(
x j|p1, u1

)
×

c2∏
j=c1+1

f2
(
x j|p2, u2

)
×

n∏
j=c2+1

f3
(
x j|p3, u3

)
× 1

(b − a)3 ×
1

n − 5
× I(a,b) (u1, u2, u3) × I[3,4,...,n−3](c1, c2). (2.6)

본논문에서는사후확률과 Bayesian Information Criterion(BIC)를동시에고려하여최적의모형을
선택하였다.

BIC = −2(log(최대우도값)) + (log(자료의수))(모수의수).

3. 메트로폴리스-해스팅스를포함한깁스샘플링

베이지안모형선택문제로서다중변환점추론을위해메트로폴리스-해스팅스를포함한깁스샘플
링(Metropolis-Hastings-Within-Gibbs sampling)알고리즘을식 (2.6)의사후분포 π(η(k)|XXX)에적용한다.
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일반적으로결합분포(joint distribution)에서자료를추출하기위해서완전조건부분포를이용한깁
스샘플링방법을사용한다. 하지만완전조건부분포를구하기어려운경우가종종있다. 이를해결하
기위한하나의방법으로 Müller (1991, 1992)가제안한절충깁스알고리즘(compromised Gibbs algo-
rithm), 즉메트로폴리스-해스팅스를포함한깁스샘플링(Metropolis-Hastings-Within-Gibbs sampling)
알고리즘이있다.
비중심 모수는 u1, u2, . . . , uk+1이고 변환점 위치는 c1, c2, . . . , ck인 k개의 변환점이 주어진 경우

를 고려 해 보자. 이때 이 두 변수들을 통합하여 새로운 변수 zzz = (z1, . . . , zk+1, zk+2, . . . , z2k+1) =
(u1, . . . , uk+1, c1, . . . , ck)를설정한다.
다음으로자료생성절차를알아보자. 먼저 t+1번째반복에서 2k+1자료중 i−1번째자료까지갱

신되었다고하자. 즉, (z(t+1)
1 , z(t+1)

2 , . . . , z(t+1)
i−1 , z

(t)
i , . . . , z

(t)
2k+1)가주어졌다고하자. 이때 i = 1, . . . , 2k + 1에

대하여,한번의알고리즘반복은다음과같은단계로구성되어진다.

메트로폴리스-해스팅스를포함한깁스샘플링알고리즘

(a) Proposal분포 qi(zi|z(t+1)
1 , . . . , z(t+1)

i−1 , z
(t)
i , . . . , z

(t)
2k+1)에서 z∗i를생성한다.

(b) 비율 r를계산한다.

r =
πi

(
z∗i

∣∣∣ z(t+1)
1 , . . . , z(t+1)

i−1 , z
(t)
i+1, . . . , z

(t)
2k+1

)
πi

(
z(t)

i

∣∣∣ z(t+1)
1 , . . . , z(t+1)

i−1 , z
(t)
i+1, . . . , z

(t)
2k+1

) × qi

(
z(t)

i

∣∣∣ z(t+1)
1 , . . . , z(t+1)

i−1 , z
∗
i , z

(t)
i+1, . . . , z

(t)
2k+1

)
qi

(
z∗i

∣∣∣ z(t+1)
1 , . . . , z(t+1)

i−1 , z
(t)
i , z

(t)
i+1, · · · , z

(t)
2k+1

) . (3.1)

(c) 채택확률 min(1, r)에의해 (a)로부터생성된자료의채택여부를결정한다. 즉,만일 min(1, r)에의
해채택이되면 z(t+1)

i = z∗i이고,아니면 z(t+1)
i = z(t)

i 이다.

알고리즘에서메트로폴리스-해스팅스절차는각각의반복에서오직한번만시행한다. 만약메트로폴
리스-해스팅스 절차를 각각의 반복에서 여러번 시행한다면 πi(·)는 더 정확한 근사치를 얻을 것이다.
하지만오직한번의반복만으로도 π(·)의수렴에큰영향을미치지않으며더구나한번의반복은알고
리즘속도면에서큰이점을준다 (Chen과 Schmeiser, 1998).

4. 모의실험

4.1. 모의실험자료

본모의실험을위해세개의서로다른분포로부터각각 20개씩총 60개자료를생성시켰다(그림
1);즉, x1, . . . , x20 ∼ T (p1 = 19, u1 = 4); x21, . . . , x40 ∼ T (p1 = 19, u1 = 7); x41, . . . , x60 ∼ T (p1 = 19, u1 =

2). 모의실험을위한통계패키지로는 R-software(version 2.10.1)를사용하였다.

4.2. 모의실험결과

본모의실험은변환점이각각 1개, 2개, 3개인경우만을고려하였다. 표 1은메트로폴리스-해스팅
스를포함한깁스샘플링알고리즘을이용하여변환점이 1개, 2개, 3개인경우에대해각각 10000번씩
시행하여로그사후확률이가장큰 5개값으로부터얻은결과이다. 표 1로부터 2개의변환점에서의
사후확률이다른변환점수에서의사후확률보다전반적으로크며, 또한변환점이 2개인경우중에서
도비모수값에따라사후확률이달라지는데,비모수 (u1, u2, u3)가 (3.9406, 7.1919, 2.1164)일때로그사
후확률값은 −105.6310으로가장크고 BIC값도 223.5450으로가장작게얻어졌다. 따라서사후확률과
BIC에의해최적의모형은변환점위치 (20, 40)과비모수 (3.9406, 7.1919, 2.1164)일때얻어진다.
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그림 1: 모의실험자료의그래프

표 1: 모의실험결과

CP = 1
NO change-patterns noncentral parameters Log-posterior BIC
1 (40) (5.3725, 2.1198) −140.7706 289.7300
2 (40) (5.3605, 2.1096) −140.7715 289.7318
3 (40) (5.3546, 2.1184) −140.7723 289.7333
4 (40) (5.3626, 2.1041) −140.7724 289.7335
5 (40) (5.3769, 2.1066) −140.7730 289.7347

CP = 2
NO change-patterns noncentral parameters Log-posterior BIC
1 (20, 40) (3.9406, 7.1919, 2.1164) −105.6310 223.5450
2 (20, 40) (3.9333, 7.1344, 2.0980) −105.6450 223.5729
3 (20, 40) (3.9717, 7.1591, 2.1402) −105.6510 223.5850
4 (20, 40) (3.9024, 7.2333, 2.0868) −105.6522 223.5874
5 (20, 40) (3.9815, 7.1633, 2.1164) −105.6533 223.5896

CP = 3
NO change-patterns noncentral parameters Log-posterior BIC
1 (3, 20, 40) (3.0559, 4.0387, 7.2331, 2.0125) −108.0118 232.4010
2 (3, 20, 40) (2.8027, 4.0387, 7.2331, 2.0125) −108.0381 232.4536
3 (3, 20, 40) (3.1860, 4.0523, 7.0899, 2.2244) −108.0475 232.4723
4 (3, 20, 40) (2.8015, 4.0523, 7.0899, 2.2244) −108.0621 232.5017
5 (3, 20, 40) (3.2764, 4.0523, 7.0899, 2.2244) −108.0656 232.5085

변환점위치의상대빈도히스토그램으로부터최적의모형이 (20, 40)임을알수있고,또한최적의
모형이정확히세개의서로다른이질적인영역으로분리하고있음을알수있다(그림 2). 따라서제안
된베이지안모형에메트로폴리스-해스팅스를포함한깁스샘플링알고리즘을이용하면정확히변환
점개수및위치를찾아낼수있음을알수있다.

5. 실증분석

5.1. 실증분석자료

변환점을검출하는방법은기상학에서체제적변화를찾는데서아주유용하게쓰인다. 특히,강수
량, 기압, 습도, 온도등여러방면에서자주쓰인다. 기상학의체제적변화는주로측정하는과정에서
또는계절요인으로하여생긴다. 이러한특징을바탕으로기상학자료에서변환점의개수와위치를추
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그림 2: (a)변환점위치상대빈도; (b)최대로그사후확률값에관한변환점위치및각부분의평균값
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그림 3: 1951–2008년태풍발생수의시계열자료의그래프

정하고자한다. 본논문에서분석하고자하는기상학자료는 1951년부터 2008년까지총 58년간세계
에서매년일어나는태풍발생수에대한자료이다. 이자료를이용하여태풍횟수에대한변화경향을
분석하고자한다. 본연구를위하여사용한자료는한국기상청에서제공하고있는기상연보에서의자
료이다.
그림 3은 1951년부터 2008년까지총 58년간의자료에대하여태풍의연별발생수를시간에따라

그래프로나타낸것이다. 그림에서알수있는것처럼태풍의연별발생수는시간의흐름에따라서서
히감소하고있는경향이보인다. 그변화시점이대략 1969년(19시점)과 1997년(47시점)으로추정되
며본논문에서는제안된모형을이용하여변환점을정확히찾으려한다.

5.2. 실증분석결과

표 2는모의실험과마찬가지로메트로폴리스-해스팅스를포함한깁스샘플링알고리즘을이용하
여변환점이 1개, 2개, 3개인경우에각각 10000번씩시행하여로그사후확률이가장큰 5개값을찾아
서그값에해당되는변환점위치와로그사후확률(log-posterior) 및 BIC를구한결과를보여준다. 로
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표 2: 실증분석결과

CP = 1
NO change-patterns noncentral parameters Log-posterior BIC
1 (24) (26.1189, 24.8816) −182.1526 372.4262
2 (24) (26.0884, 24.9193) −182.1530 372.4270
3 (24) (26.0795, 24.8924) −182.1539 372.4287
4 (24) (26.2014, 24.9157) −182.1551 372.4311
5 (24) (26.0640, 24.9591) −182.1592 372.4393

CP = 2
NO change-patterns noncentral parameters Log-posterior BIC
1 (19, 47) (25.5302, 26.3424, 22.6523) −179.4510 371.0833
2 (19, 47) (26.0828, 26.3424, 22.6523) −179.4872 371.1557
3 (19, 47) (25.4457, 26.7655, 22.1363) −179.4872 371.1558
4 (19, 47) (25.4910, 26.7655, 22.9298) −179.4930 371.1674
5 (19, 47) (26.0667, 26.7655, 22.1363) −179.4972 371.1758

CP = 3
NO change-patterns noncentral parameters Log-posterior BIC
1 (13, 24, 47) (24.3419, 27.6084, 26.5967, 22.3339) −180.4592 377.1602
2 (13, 24, 47) (24.3419, 28.6207, 26.5967, 22.3339) −180.4629 377.1676
3 (13, 24, 47) (23.9560, 28.1323, 26.2934, 22.5597) −180.4732 377.1882
4 (13, 24, 47) (24.6189, 27.6926, 26.2109, 23.2338) −180.4832 377.2082
5 (13, 24, 47) (24.8298, 27.8013, 26.8417, 22.9895) −180.5980 377.4378

그사후확률과 BIC값을보면변환점이 2개이며비모수 (u1, u2, u3)가 (25.5302, 26.3424, 22.6523)일때,
로그사후확률값이 −179.4510으로가장크게얻어지고 BIC값도 371.0833으로가장작게얻어짐을알
수있다. 따라서변환점위치 (19, 47)인변환점 2개의모형이최적의모형으로선택되었다.

그림 4(a)에서 변환점이 2개인 경우 변환점 위치의 상대빈도 히스토그램을 보여주며, 또한 그림
4(b)에서로그사후확률이가장크고 BIC가가장작을때의최적의모형인변환점위치 (19, 47)를보여
주고있다.

변환점의 위치가 (19, 47)인 시점은 각각 1969년과 1997년이다. 설동일 (2010)은 연구기간의 전
기 20년간(1951년–1970년)의연평균태풍발생이 27.2건인데비하여, 후기 20년간(1989년–2008년)
의연평균발생은 25.9건으로 1.3건의감소를보임을보였다. 본논문에서제안한베이지안모형을이
용하여첫번째변환점위치는정확히찾았지만두번째변환점위치는약간의차이를보인다. 이는아
마도 1951년부터 2008년전체자료를사용한것이아니고앞부분과뒷부분각각 20년자료만사용한것
으로판단된다. 만약전체자료를모두사용하면그림 4에서와같이두번째변환점위치는 1989년보다
1997년이더욱적합하다고본다.

조사자료에의하면사하라사막의주변에는매년적어도 25만에이커의토지가사막으로변하고
있고, 남미칠레북부의사막에서는최근 10년간사막이 100km 남쪽으로확장되었으며, 미국의애리
조나주뉴멕시코의사막에서도이와같은규모의사막화현상이일어나고있다. 1969년에는사막화가
점차증가되어사하라사막에서모래바람으로잃어버린토지의양이최고 6천만톤에달하고있다. 이
와같이지구온난화현상은점점심각해지고있으며태풍의발생수도 1970년부터상승하는추세를보
이고있다. 이러한현상을줄이기위해온실효과방지를위한국제간의공동노력의일환으로 “기후변
화에관한교토의정서”가 1997년 12월에채택되었다. 이후지구온난화현상이조금씩완화되어태풍
의발생수가 1998년부터하강하는추세를보이고있다. 이러한결과는변환점의개수및그시점을볼
때본논문에서제시한모형에적합하여얻은결과와거의비슷하게보여주고있음을알수있다.
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그림 4: (a)변환점위치상대빈도; (b)최대로그사후확률값에관한변환점위치및각부분의평균값

6. 결론

소량자료에관한다중변환점추정은베이지안통계학에서모형선택문제로서중요한부분을차지
하고있다. 본논문에서는베이지안비중심 t분포다중변환점모형을제안하였고, Müller (1991,1992)
가제안한메트로폴리스-해스팅스를포함한깁스샘플링알고리즘을변환점추정에적용하였다. 모의
실험과태풍발생수자료의실증분석에적용한결과는본논문에서제안한모형이변환점개수와그위
치를정확히찾아주고있음을보여주고있다.
결론적으로소량자료에관한변환점개수및변환점추론에본논문에서제안한베이지안모형을

적용하는것이좋을것으로보이며,또한결합분포에서표본을추출하기어려울때에메트로폴리스-해
스팅스를포함한깁스샘플링알고리즘이적용가능함을제안하고자한다.
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Abstract
Bayesian methods have been recently used to identify multiple change-points. However, the studies for

small data are limited. This paper suggests the Bayesian noncentral t distribution change-point model for small
data, and applies the Metropolis-Hastings-within-Gibbs Sampling algorithm to the proposed model. Numerical
results of simulation and real data show the performance of the new model in terms of the quality of the resulting
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