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 요약

축대칭 함몰지형 위를 통과하는 파의 변형에 관한 확장형 완경사 방정식의 해석해를 유도하였다. 함몰지

형내의 수심은 함몰지형의 중심으로부터의 거리의 멱에 비례하여 변화된다. 지배방정식은 변수분리법을 

이용하여 상미분방정식으로 변환되었으며 Hunt(1979)의 근사식을 이용하여 계수들을 파속과 군속도의 항

으로 이뤄진 양함수의 형태로 나타냈다. 확장형 완경사 방정식의 바닥의 곡률과 경사의 제곱으로 이뤄진 

항은 멱급수형태로 변환하였다. 마지막으로 Frobenius 급수를 사용하여 확장형 완경사 방정식의 해석해를 

유도하였다. 유도된 해석해는 FEM으로 도출된 수치해와 기존의 완경사 방정식의 해석해와 비교하여 검증

하였다. 

 
■ 중심어 :∣확장형 완경사 방정식∣함몰지형∣해석해∣

Abstract

An analytic solution to the extended mild-slope equation was derived for waves propagating 

over an axi-symmetric pit. The water depth inside the pit was in proportion to a power of radial 

distance from the center of pit. The equation was transformed into the ordinary differential 

equation using the method of separation of variables. The coefficients of differential terms were 

expressed as an explicit form composing of the phase and group velocities. The bottom 

curvature and the square of bottom slope terms, which were added to the extended mild-slope 

equation, were expressed as power series. Finally, using the Frobenius series, the analytic 

solution to the extended mild-slope equation was derived. The present analytic solution was 

validated by comparing with the numerical solution obtained from FEM.
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I. 서 론 

해안에서의 파랑의 전파는 연안의 생태계와 지형의 

변화에 영향을 주며 해안의 방파제와 같은 인공구조물

에도 직․간접적인 영향을 끼친다. 따라서 파랑의 변형

을 정확하게 예측하는 것은 매우 중요하다. 대부분의 

파랑은 심해에서 바람에 의해 만들어지며, 해안으로 전

파되면서 굴절, 회절, 반사, 천수 및 쇄파 등의 현상을 

통해 변형이 된다. 이러한 변형을 모의하는 방법으로는 

수치모의, 수리모형실험 또는 해석해를 이용하는 경우
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가 있다. 수치모델은 현재 가장 활발하게 이용되는 방

법으로 다양한 지형 및 파랑의 조건에 대해서 해석이 

가능하다는 장점이 있다. 그러나 수치해석적인 방법은 

오차의 위험성 때문에 수치모델을 검증해야 하는 번거

로움이 있으며 파랑문제의 경우, 경계조건을 처리하기

가 쉽지 않다. 현재까지 경계조건 설정 방법에 관하여 

많은 기법이 제시되었으나 경계면에 도달하는 다방향

의 파를 적절하게 처리할 수 있는 기법은 제시되지 않

고 있다. 두 번째 방법인 수리모형실험은 실제의 자연

현상을 그대로 재현하여 해석하기 때문에 신뢰도가 높

지만 축척에 의한 오차나 계측장비에 의한 오차가 발생

할 수 있다. 또한 다른 방법들에 비해 비용과 시간이 많

이 소요된다는 단점도 있다. 마지막 방법인 해석해를 

이용하는 방법은 복잡한 지형을 단순화시켜서 해석하

며 지배방정식 또한 단순화시키기 위해 많은 가정사항

을 적용시킨다. 따라서 단순하고 제한된 경우에만 적용

할 수 있다는 단점이 있다. 그러나 지배방정식으로부터 

수학적으로 직접 해를 구하기 때문에 수치오차나 계측

오차가 발생하지 않으며 다른 방법에 비해 빠르고 간편

하게 해를 구할 수 있다는 장점이 있어 현재까지 활발

히 연구가 되고 있다. 

본 연구에서는 앞서 언급한 세 가지 방법 중에서 해

석해와 관련된 연구를 수행하였다. 해석해와 관련된 연

구는 Homma(1950)에 의해 포물선형 천퇴위를 지나가

는 장파의 해석해가 제시되면서 본격적으로 시작되었

다[3]. 이후, Vastano and Reid(1967)[10], Jonsson et 

al.(1976)[5]은 Homma가 제시한 동일한 지형에 대한 

장파의 해석해를 제시하였다. Yu and Zhang(2003)[11]

은 기존에 고려되었던 지형을 모두 포함하면서 기울기

의 변화가 고려된 해석해를 유도하였다. 최근에 Liu et 

al.(2004)[8]은 Hunt(1979)[4]가 제안한 파수에 관한 근

사식을 사용하여 Homma가 제시한 지형에서 심해까지 

적용이 가능한 해석해를 유도하여 해석해의 활용성을 

높였다. 

반면, Suh et al. (2005)[9]은 기존의 돌출 지형에 대한 

연구와는 달리 함몰 지형에 대한 연구를 수행하여 함몰 

지형의 중심으로부터 거리의 제곱에 비례하여 감소하

는 경우 그 위를 통과하는 장파의 해석해를 제시하였으

며 Jung and Suh (2007)[6]는 동일한 지형에 대하여 깊

은 수심까지 적용이 가능한 해석해를 유도하였다. 또한 

기존의 연구에서 해석해를 유도하기 위하여 사용하였

던 지배 방정식에 바닥 곡률과 바닥 경사의 제곱항을 

추가하여 급변하는 수심에서도 적용이 가능한 장파의 

해석해(Jung and Suh, 2008)[7]를 유도하였다. 본 연구

에서는 Jung and Suh (2008)[7]가 제안한 해석해를 확

장하여 심해까지도 적용이 가능하도록 확장형 완경사 

방정식의 해석해를 유도하였다. 유도된 해석해는 동일

한 지배방정식을 유한요소법으로 구한 수치해 및 기존

의 완경사 방정식의 해석해와 비교하여 타당성을 검증

하였다. 

Ⅱ. 기본이론

1. 지형의 형상
해석해를 유도하기 위하여 본 연구에서 고려하는 축

대칭 함몰지형은 [그림 1]과 같으며 함몰지형 주변에서

의 수심은 식 (1)과 같이 된다. 

그림 1. 함몰지형의 형상
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여기서, 는 원점에서의 수심이며, 는 함몰지형의 

반지름을 자유수면까지 연장했을 때 가상의 반지름, 
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는 함몰지형의 반지름이다. 또한 는 함몰지형 내부의 

수심변화율을 결정하는 차수를 의미하는 양의 정수이

다. 값에 따른 지형의 형상은 [그림 2]에 도시하였으

며 본 연구에서는 가 2일 경우에 대해서 파랑의 변형

을 연구하였다. 

그림 2. 값에 따른 함몰지형의 형상

2. 수학적 이론
기존의 완경사 방정식은 급변하는 수심에서는 적용

이 어렵다는 단점이 있었다. 이러한 단점을 극복하기 

위하여 기존의 완경사 방정식에 바닥의 기울기와 곡률 

항을 추가한  확장형 완경사 방정식이 여러 연구자에 

의해 다양한 형태로 유도되었다. 각각의 확장형 완경사 

방정식은 개발한 연구자에 의해 제시된 형태가 각각 다

르다. 하지만 소멸파 성분을 고려하지 않으면서 단주기

를 갖는 선형파의 경우 모두 동일항 형태로 귀결이 된

다. 본 연구에서는 이 중에서 식 전개가 용이한 

Chandrasekera and Cheung(1997)[2]에 의해 제시된 확

장형 완경사 방정식을 지배방정식으로 사용하였다(식

(2) 참조). 
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여기서, 은 복소수로 표현되는 표면 수위이며,   는 

파속, 는 군속도, 는 각주파수를 의미한다. 는 파

수, 는 수심, 는 중력가속도이며 과 는 식(3), 식

(4)와 같이 표현된다. 
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해석해 유도를 용이하게 하기 위하여 원형좌표계를 

사용하였으며 그 결과 식 (2)는 다음과 같이 변형된다.
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식(5)를 해석적으로 풀기 위해서는 파속과 군속도를 

포함하는 미분항의 계수들을 양함수의 형태로 변환해

야 한다. 파속 및 군속은 식(6)과 같다. 
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파속 및 군속도가 값의 음함수로 표현되므로 이를 

양함수의 형태로 바꾸기 위하여 Hunt(1979)[4]가 제안

한 근사식을 사용하였다. Hunt의 근사식은 식(7)과 식

(8)의 형태로 정리된다. 
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여기서,   이며 다항식 를 사용할 때 2차 

이상의 항을 사용하면 식(7)은 →인 경우와 →∞인 

경우의 선형 분산관계식의 근사식인   와 

  를 모두 만족한다. [그림 3]은 Hunt 의 근사식을 

이용하여 구한 파속 와 선형 분산관계식으로부터 구

한 파속 을 비교한 것이다. 의 차수가 증가할

수록 선형 분산관계식의 결과와의 오차가 감소하였다. 

본 연구에서 해의 수렴성을 해석적으로 판단할 수 있는 

최대차수인 4차 다항식까지만 사용하였다. 4차항까지

만 사용하였을 때의 최대상대오차는 중간수심영역에서 

발생하였으며 그 값은 약 0.8% 정도 되었다. 

그림 3. 선형분산관계식과 Hunt 근사식의 비교

식(7)을 식(6)에 대입해서 정리하면 미분항들의 계수

로 사용된  , ,    값이 양함수의 형태

로 나타난다(식(9)～(11) 참조). 
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


(11)

마지막으로 바닥 곡률 및 바닥의 경사와 관련 있는 

과 가 포함된 항을 멱급수를 이용하여 근사하였다

(식(12), 식(13) 참조).  

   
  

∞




  
 

 
 

 ⋯

(12)

  
  

∞




  
 

 
 

 ⋯

(13)

식(12) 및 (13)의 계수 값들은 식(14)와 식(15)와 같이 

최소자승법을 이용하여 구할 수 있다. 








 

  

∞









  (14)








 

  

∞









  (15)

앞에서 식(9)～(15)까지 계산된 계수들을 식(5)에 대

입하고 정리하면 식(16)과 같다. 
























































  

∞






∇






  

∞






∇





 

(16)

변수 분리법을 사용하면 식(16)의 해는 식(17)과 같이 

나타낼 수 있다. 

    
  

∞

   (17)

여기서 아래첨자 1은 함몰 지형 내부를 의미하며  

은 식(18)과 같이 정의되는 Frobenius 급수를 의미한다. 

   
  

∞


   (18)
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식(1)과 식(17)을 식(16)에 대입하여 정리하면 다음과 

같은 이차상미분 방정식을 얻을 수 있다. 

  




× 



  


   




















×




  

∞








  






×




  

∞








  









 

(19)

여기서,   
  그리고  이며, c값을 구

하기 위해 결정방정식(indicial equation)을 사용하면 식

(18)에서 ±값을 구할 수 있으며, 따라서 해의 형태

는 식(20)과 같이 된다. 

  
  

∞


  (20)

   
  

∞


   (21)

원점(=0)에서 자유수면 변위가 유한하다는 조건을 

사용하면 식(21)은 해의 형태로 적합하지 않다. 따라서 

본 연구에서는 식(20)을 해의 형태로 사용하였다. 식

(20)을 식(19)에 대입하여 에 관한 동차항들을 정리하

면 을 구할 수 있으며 이 값들을 정리하면 최종적

으로 함몰 지형 내부에서의 해를 다음과 같이 나타낼 

수 있다. 

  
  

∞

   (22)

여기서, 은 경계 조건에 의해 결정되는 미지상수

이다. 함몰 지형을 둘러싸고 있는 일정 수심영역에서의 

해는 다음과 같이 표현될 수 있다.

  
  

∞


 

   (23)

여기서, 는 입사파의 파고, 는 단위 허수, 은 제 

1종 차 Bessel 함수, 
은 제 1종 차 Hankel 함수, 

은 미지 상수이다. 은 Jacobian symbol을 의미하

며 다음과 같이 정의된다. 

    ≥
(24)

 식(22)와 식(23)에 있는 미지 상수, 과 을 구하

기 위하여     인 지점에서 다음과 같은 정합조건을 

사용한다. 

   (25)







(26)

여기서, 식(25)와 식(26)은 각각 자유 수면에서의 압

력과 유속이 연속임을 의미한다. 식(22)와 식(23)을 식

(25) 및 식(26)에 대입하면 이원일차 연립방정식 2개를 

얻을 수 있으며 이 식을 풀면 다음과 같이 미지 상수값

을 계산 할 수 있다. 

 


′′
 

′′
  (27)

 


′′ 
′  ′

  (28)

Ⅲ. 결과분석

본 연구에서 유도한 해석해의 타당성을 검토하기 위

하여 동일한 지배방정식을 사용하는 유한요소법을 사

용한 수치해와 비교를 하였다. 유한요소의 격자는 6-절
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점 삼각형 요소와 3-절점 무한 요소를 사용하였으며, 

유한요소모델의 자세한 사항은 박우선 등(1994)[13] 또

는 정원무(1998)[12]의 논문에 기술되어있다. 먼저 멱급

수 형태로 표현되어 있는  와     값의 정확

해와 근사식을 비교하였다(그림 4 참조). 근사식은 식

(12) 및 (13)에서 처음 6개의 항만을 사용하였으며 계산

에 사용된 조건은 ,    ,    , 

  ,     이다. 결과는 [그림 4]에 도시하

였으며 정확해와 근사해가 거의 일치 하는 것으로 나타

났다. 따라서 이후의 계산의 결과는 모두 근사 해를 이

용하여 해석해의 값을 구하였다.

(a)  

(b)  

그림 4.   및  에 대한 정확해와 근사해의 비교

앞의 계산과 동일한 조건에 대해서 해석해와 수치해

를 비교하였으며     이므로 중간수심영역의 

조건을 갖는다. 그 결과 입사파의 파장이 짧아지면서 

함몰지형에 의한 파장 변화가 크게 나타났으며 본 연구

에서 유도한 해석해와 수치해는 동일한 위상변화를 보

였다. 또한 기존의 완경사 방정식과 비교하였을 때 본 

연구에서 계산된 해석해가 수치해와 더 일치하는 결과

를 나타냈다. 

(a) x 방향 

(b) y 방향
그림 5. 중간수심영역에서 해석해와 수치해의 비교

또한, 동일한 지형조건에서 천해영역(  )을 

만족하는 경우의 해석해와 수치해를 비교하였다. 해석

해와 수치해는 함몰지형에 의해 비슷한 파고 분포를 나

타냈다. 함몰지형의 전면에서는 입사파와 반사파의 중

첩으로 인해 정상파가 형성되었으며 함몰지형 양 옆으

로도 입사파와 굴절파가 만나 정상파가 형성되는 것을 

확인하였다[그림 6]. 중간수심영역과 마찬가지로 기존

의 완경사 방정식보다 본 연구에서 계산된 해석해가 수

치해와 더 일치하는 결과를 나타냈다. 

(a) x 방향 
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(b) y 방향 
그림 6. 천해영역에서 해석해와 수치해의 비교

중간수심역역과 천해영역에서의 해석해와 수치해의 

비교 결과 중간수심영역에서 해석해와 수치해가 상대

적으로 오차가 크게 나타났다. 이는 확장형 완경사 방

정식의 해석해를 유도하는 과정에서 천해 가정을 사용

하였고 또한 Hunt(1979)[4]의 근사식이 중간수심영역

에서의 오차가 천해영역에서의 오차보다 상대적으로 

크게 나타났기 때문인 것으로 판단된다. 

Ⅳ. 결 론

본 연구에서는 축대칭 함몰 지형 위를 통과하는 파의 

변형에 대해서 확장형 완경사 방정식의 해석해를 유도

하였다. 확장형 완경사 방정식의 기본 형태인 편미분 

방정식을 상미분 방정식으로 변환하기 위해 변수분리

법을 사용하였으며 파속과 군속도로 표현되는 계수들

은 Hunt(1979)[4]가 제안한 파수에 관한 근사식을 이용

하여 양함수의 형태로 나타냈다. Hunt(1979)[4]의 근사

식에 들어가는 다항식은 차수가 증가할수록 선형분산

관계식의 결과에 가까워지지만 4차항 이상에서는 그 

영향이 거의 없는 것으로 나타났다. 따라서 해석적으로 

수렴성을 판단할 수 있는 4차항 까지만 적용하여도 해

석해는 충분한 신뢰성을 갖는다고 판단된다. 또한 확장

형 완경사 방정식은 기존의 완경사 방정식에 바닥 경사

의 제곱항과 곡률항이 추가된 것인데 이 추가된 항은 

멱급수의 형태로 변화하고 그 계수를 최소자승법을 이

용하여 결정하였다. 실제의 함수값과 근사항들을 비교

한 결과 멱급수 형태의 다항식의 처음 6개항만을 사용

하여도 실제의 함수에 매우 근접한다는 것을 파악하였

고 따라서 해석해를 구하는 과정에서 6개의 항만을 사

용하여 고차항을 근사하였다. 모든 계수들의 형태를 다

항식의 형태로 바꾼 후 해의 형태를 Frobenius 급수로 

가정하여 해를 구하였으며 Frobenius 이론에 의하여 해

석해가 대부분의 파랑과 수심조건에 대해 수렴한다는 

것을 알 수 있었다. 수치해와 해석해의 비교를 통해 천

해역과 중간수심영역에서 파의 거동이 잘 모의되는 것

을 확인하였다. 천해역에 비해 중간수심영역에서 상대

적으로 큰 오차를 나타냈으며 이는 Hunt(1979)[4] 근사

식이 중간수심영역에서 큰 오차를 나타냈기 때문인 것

으로 판단된다. 
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