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간격이 있는 탄성 보 위를 고속 주행하는 바퀴의 

Hertz 접촉을 고려한 동역학적 해석
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on an Elastic Beam Having Gap with the Consideration 

of Hertz Contact
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ABSTRACT

With the local Hertz deformation on the contact point, the dynamic contact between a high-speed 
wheel and an elastic beam having a gap is numerically analyzed by solving the whole equations of 
motion of the wheel and the beam subjected to the contact condition. For the stability of the time 
integration the velocity and acceleration constraints as well as the displacement constraint are im-
posed on the contact point. Especially the acceleration contact condition on the gap is formulated, 
and it is demonstrated that the contact force variation computed by the velocity contact constraint or 
by the acceleration contact constraint agrees well with that computed by the displacement contact 
constraint. The numerical examples show that, when the wheel passes on the gap, the solution is 
governed by the stiffness of the local Hertzian deformation.

* 
1. 서  론

기차 레일에는 일반적으로 레일과 레일 사이에 

간격이 존재하며, 이러한 레일 사이의 간격은 기차

가 고속 주행하는 경우 심한 진동 및 응력을 발생

시키고 구조물 피로 손상의 원인이 된다. 현재까지 

다물체 동역학에서 기차 바퀴와 레일을 강체 바퀴

와 탄성 보로 모델링하여 많은 연구가 이루어졌지

만(1~6) 대부분 레일 사이의 간격을 고려하지 않고 

바퀴가 연속적인 보 위에서 주행하는 경우를 다루
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었다. 더구나 실제로는 바퀴와 레일 사이의 접촉력

은 바퀴가 레일 사이의 간격을 통과할 때에 크게 

발생하므로 이에 대한 추가 연구가 필요하다.
다물체 동역학은 복잡한 기계 및 자동차, 기차 

등에 광범위하게 응용되고 있으며 이를 위하여 많

은 연구가 이루어지고 있다. 다물체 동역학은 기본

적으로 독립된 물체의 운동방정식(미분 방정식)과 

물체 사이의 구속조건(대수방정식)을 연립하여 시간

적분에 의하여 해를 구하는 것이며, 변위 조건뿐 아

니라 속도 및 가속도 조건도 함께 부과하여 수치 

적분의 안정성을 도모하고 있다. 현재까지 이루어진 

연구에 의하여 일반적인 구속조건이 부과되는 경우 

상용 프로그램에 의해서도 대단히 정확한 계산이 

가능하며 차량동역학 등에 광범위하게 응용되고 있
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다. 그러나 두 물체 사이의 동적인 접촉조건이 운동

방정식에 부과되는 경우 그 해법은 아직도 연구 대

상이 되고 있으며 특히 접촉점에서 도입된 국부적 

스프링-댐퍼 강성도가 대단히 커지면 운동방정식 시

간적분의 안정성이 상실되므로 이에 대한 연구는 

현재 중요한 과제이다(7~10). 그런데 기차 바퀴가 간

격이 있는 선로 위를 고속 주행하는 경우에는 본 

논문에서 설명된 것처럼 바퀴와 레일 사이 접촉점

에서 불가피하게 국부적인 미세한 Hertz 변형을 고

려하여야 하며(즉 접촉점 스프링 강성도가 커지며) 
따라서 이의 정확한 해를 위하여는 추가 연구가 필

요하다.
저자는 기존 연구에서 강체 바퀴가 탄성 보 위를 

고속 주행하는 경우에 속도 및 가속도 접촉조건을 

고려하여야 하며 접촉점의 미끄러짐을 고려한 코리

올리스(Coriolis) 가속도 및 구심 가속도를 가속도 

접촉조건에 포함시켜야 정확한 시간적분 수치해가 

가능함을 설명하였다(11). 또한 접촉점의 국부적 

Hertz 변형을 스프링-댐퍼를 이용하여 나타내는 경

우, 스프링-댐퍼의 변형으로 인한 속도 및 가속도 접

촉조건을 추가로 고려하면 스프링-댐퍼의 강성도가 

대단히 큰 경우에도 운동방정식의 안정적 수치적분

이 가능함을 입증하였다(12,13). 그리고 접촉조건과 일

반적인 기구학적 구속조건이 동시에 부과된 다물체 

동역학 모델의 경우 및 마찰력을 고려하는 경우에도 

동일한 수치해석적 해법이 가능함을 설명하였다(14,15). 
한편 보 윗면 간격을 포함한 기존 연구(15)에서는 접

촉력은 항상 보 표면에 수직이라고 간주할 수 있는 

짧은 간격의 경우만 고려하였으며 Hertz 변형을 고

려하지 않았다.
이 논문에서는 강체 바퀴가 탄성 보 위를 고속 

주행하는 동역학적 현상에 대한 위와 같은 저자의 

기존 연구를 연장하여, 보 윗면에 존재하는 간격의 

크기를 정확히 고려하여 바퀴와 보 사이의 접촉조

건을 정확히 부과하고 운동방정식과 연립시켜 동역

학적 해석을 하고자 한다. 그런데 아래의 이 논문 

결과에서 보인 바와 같이 보가 고속으로 간격을 통

과하는 경우에는 충격적인 접촉력이 발생하며 따라

서 접촉점의 국부적 Hertz 변형으로 인한 스프링 

효과가 필수적으로 고려되어야 한다. 따라서 이 논

문에서는 저자의 기존 연구(11)에 보 간격 및 접촉점

의 스프링을 추가하여 동역학적 해석을 수행하고자 

한다. 이 논문에서는 기존 연구(11~15)와 중복되는 부

분은 최소한으로 줄이고, 보 간격 및 접촉점의 스프

링 존재로 인하여 추기되는 사항만 집중 설명한다. 

2. 운동방정식, 구속조건 및 해법

이 논문에서는 강체 바퀴와 탄성 보 사이의 해석

을 위하여 2차원 모델을 생각한다. 특히 계산 결과

를 신뢰성 있는 기존 연구 결과와 비교하여 타당성

을 점검하고 모델의 복잡성을 피하기 위하여, 보의 

윗면에 작은 간격이 존재하며 보의 운동방정식 자

체는 간격의 존재로 인하여 변하지 않는다고 가정

한다. 이 논문에서는 마찰력은 무시하며, Fig. 1에서 

보인 바와 같이 접촉력 p는 보와 바퀴 표면에 수직 

방향으로 작용한다. 이 논문에서 바퀴와 보의 모든 

운동방정식은 x, y절대좌표계를 이용하여 만들어지

고, 모든 접촉조건은 접촉면에 수직 (법선)인 n방향

에 대해서 계산한다. 한편 각도 는 바퀴의 접선방

향과 x축이 이루는 각도를 의미한다.
이 논문에서는 Fig. 2와 같이 보 위에 간격이 존

재하는 경우를 고려하며, 편의상 간격의 모서리 각

도는 직각이라고 가정한다. 이 경우 바퀴가 보 윗면 

간격을 통과하는 경우 바퀴는 보 윗면 간격의 왼쪽 

또는 오른쪽 코너와 접촉하게 된다. 이 논문에서 마

찰력은 고려하지 않으므로 예로써 바퀴가 보 간격

의 왼쪽 코너와 접촉하는 경우 접촉력은 Fig. 2와 

같은 방향으로 발생하게 된다. 바퀴가 보 간격의 오

른쪽 코너와 접촉하는 경우에도 동일한 방법이 적

용된다.

Fig. 1 Contact model for a rigid wheel and an elas-
tic beam
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Fig. 2에서 접촉력 방향을 나타내는 각도를 γ 라

고하면 접촉점에서 바퀴의 접선 방향을 나타내는 

각도 는 다음과 같다.

2/πγθ −= (1)

식 (1)에서 계산된 각도 는 Fig. 1의 접선방향 

각도 와 마찬가지로 아래의 접촉조건을 나타내는 

식들에서 사용된다.
강체 바퀴의 2차원 운동방정식 및 탄성보의 운동

방정식은 뉴톤 제2법칙 및 유한요소법에 의하여 간

단히 유도되며, 2차원 x, y좌표계에서 다음 형식을 

취한다.

bbbbbb pNfuKuM −=+

wwww pNfuM +=
(2)

위에서 상첨자 w와 b는 각각 바퀴와 보를 표시

하고, M은 질량 행렬, K는 보의 강성도 행렬, u는 

바퀴 중심 또는 보 절점 변위, p는 Fig. 1 및 Fig. 2
의 접촉력, N은 접촉력을 바퀴의 운동방정식 좌표 

성분 또는 보의 유한요소 절점 성분으로 변환하는 

열 벡터, f는 중력 등 외력을 나타낸다. 위의 운동

방정식에서 접촉력 p이외의 모든 힘은 해 이전에 

주어진 힘이다. 따라서 바퀴와 보 사이의 접촉력 p
가 주어진다면 바퀴와 보의 운동방정식 (2)는 간단

한 상미분 방정식의 시간적분법에 의하여 그 해가 

구해진다.
바퀴와 보 사이의 Hertz 접촉으로 인한 식은 바

퀴와 보의 기하학적 모양, 재질, 두께 등에 의하여 

탄성학 기본식(예로써 참고문헌 (16))에 의하여 유도 

Fig. 2 Contact force and normal direction on the 
corner point of the gap

가능하며, 간격 모서리와 접촉하는 경우에도 간격 

부위의 자세한 설계 자료가 있으면 정확한 Hertz 
변형에 관한 식을 쓸 수 있다. 그런데 대부분의 경

우 바퀴와 보 사이의 접촉점에서 국부적인 Hertz 
변형으로 인한 침입 거리 와 접촉력 p사이의 관계

를 다음과 같이 표현할 수 있다. 

nkp δ= (3)

위 식의 k는 편의상 스프링 상수라고 부르기로 

한다.
이 논문에서는 바퀴의 중심에서 원칙적으로 탄성 

변형이 된 보에 Fig. 1처럼 수직선을 그어서 접촉점 

위치 및 접촉력 방향을 결정한다. 추가로 만약 바퀴

가 Fig. 2처럼 간격을 통과하는 경우에는 Fig. 2처럼 

바퀴 중심과 간격 모서리를 연결하는 선에 의하여 

접촉력의 방향을 계산하며, 편의상 바퀴는 보와 1점

에서만 접촉한다고 가정한다. 이 경우 바퀴와 보 사

이에서의 접촉력을 p, 그 사이 접촉점 사이의 수직 

간격(Fig. 1및 Fig. 2의 접촉력 방향으로의 접촉점 

사이 거리)을 s, 접촉점의 Hertz 변형으로 인한 침

입 거리를 라고 할 때에 시간 t+t에서의 변위 

접촉조건은 다음과 같다.

0≥+Δttp

0≥+ Δ+Δ+ tttts δ

0  if   0 >+= Δ+Δ+Δ+ tttttt sp δ

(4)

그런데 바퀴 및 보의 운동방정식은 미분방정식

이지만 접촉조건은 대수 부등식으로 이루어지므로, 
다물체 동역학에서 잘 알려진 바와 같이, 시간적분

의 수치 안정성을 위하여 접촉점에서 접촉점의 속

도 구속조건 및 가속도 구속조건을 추가로 부과하

여야 한다. 이러한 접촉점에서의 속도 및 가속도 

구속조건은 저자의 기존 연구 결과(12,13)를 요약하

여 부록에 약술되어 있으며, 아래에서 이에 필요한 

접촉점 사이의 상대 속도와 상대 가속도만 간단히 

설명한다. Fig. 1과 2에서처럼 바퀴의 접선 방향을 

라고 하고(Fig. 1의 경우 는 보의 접촉점에서의 

기울기와 일치함), 바퀴의 접촉점 속도를 vw, 보 접

촉점의 속도를 vb라고 하면 접촉점에서 바퀴와 보 

사이의 상대 속도(즉 접촉력 방향 상대속도)는 다

음과 같다.
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θθ sinvvcosvvs bxwxbywy )()( −+−−= (5)

또한 접촉점에서 바퀴의 접촉점 가속도를 wa , 
보 접촉점의 가속도를 ba , Fig. 1에 보인 것처럼 보

의 중심선에서 보의 상단까지의 거리를 h라고 하면, 
Fig. 1과 같은 접촉의 경우, 접촉점에서 바퀴와 보 

사이의 상대 가속도(변형된 보에서의 법선 방향 상

대 가속도)는 다음과 같다.

θααθ

βθθ

2/-      

/sin)(cos)(
22

2

++

−−+−−=

b

wbxwxbywy

rh

raaaas

(6)

위에서 rw는 바퀴 반경, rb는 접촉점에서 보 윗면

의 곡률반경, α와 β 는 접촉점이 바퀴 및 보에서 

미끄러지는 속도로서 참고문헌 (11)에서 설명된 수

식에 의하여 계산이 가능하다. 특히 식 (6)에서 오른

쪽 3번째 항 이후는 접촉점의 코리올리스 가속도 

및 구심 가속도이다. 
한편 바퀴가 보의 윗면에 있는 간격을 통과하는 

경우 Fig. 2에서 보인 바와 같이 바퀴는 간격의 코

너 점과 접촉하게 되며, 이 경우 바퀴와 보 사이의 

접촉점 상대 가속도(접촉력 방향의 상대 가속도)는 

다음과 같이 계산된다.

( )2

2

( )cos ( )sin

      sin cos sin /

      

wy by wx bx

by wx by w

s a a a a

v v v h r

h

θ θ

θ θ θ ϕ

ϕ

= − − + −

− + − −

−

(7)

위에서 φ 는 접촉점이 있는 보 단면의 회전 각속

도이다(φ 는 Euler 보를 사용한 유한요소의 경우 형

상함수 행벡터와 절점 속도 열벡터의 곱에 의하여 

간단히 계산됨).

한편 속도 및 가속도 접촉오차에 포함된 tt Δ+δ 및 

tt Δ+δ 은, 식 (3)에 의하여 tt Δ+δ 가 계산된 후, 다음

의 Newmark 시간적분법을 사용하여 계산한다.

( )ttttt

t
δδ

Δβ
δ ΔΔ −−= ++ 1

2
1

tt

t
δ

β
δ

Δβ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−− 1

2
11

11

(8)

( ) tttttt tt ΔΔ δΔβδβΔδδ ++ +−+=  221 (9)

위에서  and 는 Newmark 시간적분을 위한 

상수이며, 이 논문에서는 시간적분 안정성을 위하여 

은 0.25, 는 0.5로 하여 계산한다. 
바퀴와 보가 접촉하는 경우(즉 접촉력이 0이 아

닌 경우) 바퀴와 보의 점촉점에서 변위, 속도, 가속

도 구속조건이 만족되려면 δ+s , δ+s , δ+s 가 

각각 0이 되어야 한다. 이 논문에서는 저자의 기존 

논문(12,13)에서와 마찬가지로 이상의 3가지 구속 조

건이 부과된 운동방정식의 해를 구하기 위하여, 부

록에서 요약된 바와 같이 변위 오차, 속도 오차, 가

속도 오차를 사용하여 이들을 각각 반복계산법을 

사용하여 0으로 수렴시키는 방법을 사용하며, 시간 

t+t에서의 기본적인 계산 과정을 다음에 요약한다 

(아래에서 m은 반복횟수임): 
Step 1.1 처음에 m=0으로 하고, 시간 t에서의 해

를 
0,ttp Δ+
으로 하여 step 1,4로 간다.

Step 1.2 m을 m+1로 하고, 1/ ( ( ) / )t ts pα δ +Δ= ∂ + ∂

로 한다.

Step 1.3 반복계산법 (A.3)에 의하여 mttp ,Δ+ 를 

계산한다. 
Step 1.4 Fig. 1과 Fig. 2처럼 바퀴 중심에서 변형

된 보에 수직선을 긋고 또한 보 윗면의 간격 코너 

점을 이용하여 보 위의 접촉점 위치를 결정한다. 접

촉력 mttp ,Δ+ 를 바퀴와 보의 양쪽 접촉점에 가하고, 
바퀴 및 보의 운동방정식 (2)의 해를 상미분 방정식 

수치 적분에 의하여 구한다(예로써 Runge Kutta 
method 등 사용). 이렇게 구한 바퀴 및 보 운동방

정식 해로부터 식 (A.1)에 의하여 변위 접촉 오차 

mtte ,Δ+ 를 계산한다. 만약 
mtte ,Δ+

이 허용 오차보다 

작으면 시간 t+t에서 운동방정식 (2)의 변위 
tt Δ+u

는 여기에서 결정된다. 또한 시간 t에서 접촉이 이

루어지지 않은 경우(즉 0=tp ), 시간 t+t에서의 침

입 거리 tt Δ+δ  역시 여기에서 결정된다. 만약 

mtte ,Δ+
이 허용 오차보다 크면, 

1,, −Δ+Δ+ < mttmtt ee  
또는 m=0이면 to step 1.2로 가고, 그 외의 경우 

= /2로 하여 step 1.3으로 다시 가서 m번째 반복 

계산을 다시 수행한다. 
Step 2. 속도 접촉조건 (A.5)를 운동방정식에 적
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용시키기 위하여, 변위접촉 오차 대신 속도 접촉 오

차 (A.4)를 사용하여, 위의 steps 1.1~1.4 과정에 준

하여 반복계산법 (A.6)을 사용한 계산을 수행한다. 
시간 t+t에서의 속도 tt Δ+u 와 침입 속도 tt Δδ + 는 

여기에서 결정된다. 
Step 3. 가속도 접촉조건 (A.8)을 운동방정식에 

적용시키기 위하여, 변위접촉 오차 대신 가속도 접

촉 오차 (A.7)을 사용하여, 위의 steps 1.1~1.4과정

에 준하여 반복계산법 (A.9)을 사용한 계산을 수행

한다. 시간 t+t에서의 가속도 tt Δ+u 와 침입 가속도 
tt Δδ + 는 여기에서 결정된다. 가속도 조건을 사용한 

계산이 시간적분 오차를 포함하지 않아서 제일 정

확하므로, 시간 t에서 접촉이 이루어진 경우 (즉 

0>tp ),시간 t+t에서의 침입 거리 tt Δ+δ  역시 여

기에서 결정된다. 계속 다음 시간의 해석이 필요한 

경우 시간을 t만큼 증가시켜 step 1.1로 가서 다

음 시간의 계산을 시작한다. 

3. 예제 계산

여기에서는 Fig. 3과 같이 보의 중간 지점 윗면에 

간격이 존재하는 경우에 바퀴가 왼쪽 끝에서 출발

하여 고속 주행하는 문제를 풀려고 한다. 특히 해의 

타당성 및 정확도를 점검하기 위하여 Vu Quoc과 

Olsson(17,18)이 사용한 것과 동일한 보를 사용하며, 
보의 윗면에 작은 간격이 존재하지만 보의 운동방

정식 자체는 작은 간격의 존재로 인하여 변하지 않

는다고 가정한다. 물론 Vu Quoc과 Olsson(17,18)은 

윗면에 간격이 없는 완전한 보를 사용하고 접촉점

에서의 Hertz 변형을 고려하지 않았지만, 이 논문과 

같이 Hertz 변형을 도입한 경우의 수치 해와 그 결

과 및 경향을 비교해 볼 수 있다. 참고로 Vu Quoc
과 Olsson(17,18)은 바퀴가 탄성 보 위에서 주행하는 

예제를 풀기 위하여 보의 운동방정식과 바퀴의 운

동방정식을 직접 연립시킨(즉 접촉조건을 소거시킨) 
복잡한 미분대수 방정식의 수치해를 구하였다. 예제

로 사용하는 보의 전체 길이는 24 m, 보의 중심선

과 윗면 사이의 거리 h는 0.6 m, 단위 길이당 질량

은 1250 kg/m, 그리고 굽힘 강성도 EI는 109 Nm2

이다. 바퀴의 질량은 3000 kg이고 반경은 0.3 m이

다. 바퀴 중심에는 수직 하향 방향 하중 600 kN이 

작용하고 있다. 

Fig. 3 The model for the computation

이 논문에서 보는 Hermitian interpolation을 이용

한 10개의 Bernoulli-Euler보 요소를 사용하고, 보 

윗면에 있는 작은 간격의 존재로 인하여 보 운동방

정식 자체는 영향을 받지 않는다고 가정하며, 시간

적분은 t=0.005 msec인 4차 Runge Kutta method
를 사용한다. 바퀴와 보 사이의 국부적 Hertz 접촉

으로 인하여 유도되는 식 (3)에서 스프링 상수 k와 

지수 n은 바퀴와 보의 재질, 두께 등에 의하여 탄

성학 기본식에 의하여 유도되며, 특히 간격 코너와 

접촉하는 경우 역시 간격 부위의 자세한 설계 자료

에 의하여 Hertz 변형에 관한 식을 쓸 수 있다(예
를 들어 반경 0.3 m인 강철 구가 강철 평면과 접촉

하는 경우 탄성학 이론(16)에 의하여 식 (3)의 k는 

8×1010 N/m3/2, n은 3/2이 되며, 횡방향으로 음의 반

경을 가진 실린더 형태의 바퀴가 평평한 보와 접촉

하는 경우 k는 이보다 훨씬 커지게 된다). 이 논문

의 목적이 바퀴와 보 사이의 접촉점에서 Hertz 접

촉 변위의 동역학적 영향을 검토하는 것이므로, 다

음에서는 식 (3)의 지수 n은 3/2로 하고 스프링 상

수 k 및 바퀴 초기속도를 변경시켜가며 그 결과를 

검토하기로 한다. 그리고 아래에서 계산 결과를 나

타내는 그림에서 접촉력은 정역학 상태의 접촉력 

(즉 바퀴에 작용하는 수직방향 힘 600 kN과 바퀴 

중력)으로 나눈 값(normalized contact force)으로 

표준화시켜 표시한다.
먼저 Hertz 변형을 고려한 이 계산방법의 타당성

을 점검하기 위하여, 보 윗면에 간격이 없는 완전한 

보라고 가정하여, 식 (3)의 스프링 상수 k를 변경시

켜가며 해를 구하였다. 예로써 바퀴의 초기 속도가 

100 m/s인 경우에 k가 1012 N/m3/2 N/m 경우와 1013

N/m3/2인 경우의 해가 각각 Fig. 4와 Fig. 5에 나타

나 있으며, Figs. 4, 5해는 Vu Quoc과 Olsson(17,18)

의 해와 일치한다. 이것은 접촉점의 최대 스프링 변

형이 k가 1013 N/m3/2경우와 1012 N/m3/2인 경우에 

각각 0.0227 mm와 0.106 mm로서, 최대 19.1 cm에 

달하는 접촉점에서의 보 처짐에 비하여 무시될 수 

있는 수준이기 때문이며 이 계산의 타당성이 인정
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된다고 볼 수 있다(즉 접촉점에서 국부적인 Hertz 
변형이 매우 작아서, Hertz 변형은 전체적인 해에 

영향을 주지 못함).
다음으로 보의 왼쪽 끝에서 12 m되는 지점의 윗

면에 길이 2 cm의 간격이 존재하는 보 위에서 바퀴

가 이동하는 경우를 고려한다. 바퀴의 초기 속도가 

100 m/s인 경우에 k가 1013 N/m3/2경우와 k가 1012

N/m3/2인 경우의 해가 각각 Fig. 6과 Fig. 7에 나타

나 있다. k가 1013 N/m3/2인 경우 보 윗면의 간격을 

바퀴가 통과하면서 심한 진동이 발생하지만, k가 

1012 N/m3/2인 경우에는 그 진폭이 크게 줄어들며 전

체적으로 참고문헌(17,18)과 유사한 해가 얻어진다. 바

퀴가 보 간격과 초기 충돌한 이후의 접촉력 변화가 
Fig. 8에 자세히 나타나 있으며 변위, 속도, 가속도 

Fig. 4 Contact force computed without gap(initial 
wheel speed : 100 m/s, k=1013 N/m3/2)

Fig. 5 Contact force computed without gap(initial 
wheel speed : 100 m/s, k=1012 N/m3/2)

접촉 조건 모두 동일한 해가 얻어진다. 그런데 만약 

바퀴가 간격을 통과하는 경우의 가속도 접촉조건

(7)에서 구심 가속도를 제외한다면 그 해는 Fig. 9
처럼 되며, 따라서 바퀴가 간격 코너와 충돌하는 경

우의 식 (7)에서 접촉점의 구심 가속도가 접촉조건

에서 필수적임을 알 수 있다. 
또 바퀴의 초기 속도가 50 m/s인 경우에 k가 

1013 N/m3/2경우와 k가 1012 N/m3/2인 경우의 해가 

각각 Figs. 10~12에 나타나 있다. k가 1013 N/m3/2인 

경우 보 윗면의 간격을 바퀴가 통과하면서 심한 진

동이 발생하지만, k가 1012 N/m3/2인 경우에는 그 진

폭이 크게 줄어들고 있다. 바퀴가 보 간격과 초기 

충돌한 이후의 자세한 접촉력 변화가 Fig. 11에 자

세히 나타나 있으며 변위, 속도, 가속도 접촉 조건 

Fig. 6 Contact force computed with gap(initial wheel 
speed : 100 m/s, k=1013 N/m3/2)

Fig. 7 Contact force computed with gap(initial wheel 
speed : 100 m/s, k=1012 N/m3/2)
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모두 동일한 해가 얻어진다. Figs. 10~12결과는 초

기 주행속도가 100 m/s인 Figs. 6~9보다 높은 접촉

력을 보이고 있는데, 이것은 바퀴가 긴 간격을 통과

하는 시간이 길어져 바퀴가 보 윗면의 간격을 통과

하면서 바퀴가 더 밑으로 내려가게 되어 간격 오른

쪽 모서리와 다시 충돌하는 경우에 접촉력이 커지

기 때문으로 보인다. 추가적인 예로써 Figs. 7 및 12
와 동일한 조건에서 바퀴 초기 속도를 25 m/s로 낮

추면 바퀴에 작용하는 접촉력은 Fig. 13 처럼 증가

한다(이 예제의 경우 하나의 연속된 보 위에 간격

이 존재하지만, 분리된 보가 불완전하게 연결된 기

차 레일의 경우는 앞 레일 탄성변형으로 간격 통과

시 앞/뒤 레일 높이가 다르므로 속도가 크면 충격

Fig. 8 Detail of the contact force of Fig. 6 after im-
pact on the gap(initial wheel speed : 100 m/s, 
k=1013 N/m3/2)

Fig. 9 Contact force computed without considering 
centripetal acceleration in Eq. (7)(initial wheel 
speed : 100 m/s, k=1013 N/m3/2)

Fig. 10 Contact force computed with gap(initial 
wheel speed : 50 m/s, k=1013 N/m3/2)

Fig. 11 Detail of the contact force of Fig. 10 after 
impact on the gap(initial wheel speed : 50 
m/s, k=1013 N/m3/2)

Fig. 12 Contact force computed with gap(initial 
wheel speed : 50 m/s, k=1012 N/m3/2)
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Fig. 13 Contact force computed with gap(initial 
wheel speed : 25 m/s, k=1012 N/m3/2)

Fig. 14 Contact force computed with a short gap 
length of 1 cm(initial wheel speed : 50 m/s, 
k=1013 N/m3/2)

Fig. 15 Contact force computed with a short gap 
length of 0.5 cm(initial wheel speed : 50 m/s, 
k=1012 N/m3/2)

Fig. 16 Contact force computed with a short gap 
length of 0.5 cm(initial wheel speed : 100 
m/s, k=1013 N/m3/2)

현상이 더 커질것임).
물론 보 윗면 간격 길이가 짧아지면 충격적인 접

촉력은 크게 감소하며, 예로써 간격 길이가 1 cm로 

줄어들면 k가 1013 N/m3/2인 경우에 Fig. 14와 같이 

충격적인 접촉력은 Fig. 10에 비하여 크게 감소한다. 
추가적인 예로써 보 윗면 간격이 0.5 cm, 바퀴 초기

속도가 50 m/s, k가 1012 N/m3/2인 경우에는 접촉력

이 Fig. 15처럼 되며, 보 윗면 간격이 0.5 cm, 바퀴 

초기속도가 100 m/s, k가 1013 N/m3/2인 경우에는 접

촉력이 Fig. 16처럼 되어 보 윗면에 간격이 없는 경

우의 Figs. 4, 5 및 참고문헌(17,18)과 거의 비슷한 충

격력이 미미한 결과가 얻어진다(Figs. 15, 16의 경우 

간격 통과시 바퀴가 간격 양쪽 모서리와 동시에 접

촉하는데 여기에서는 하나의 접촉점만 가정하였으

므로 변위 접촉조건을 부과한 결과와 속도 및 가속

도 접촉조건을 부과한 결과는 간격 통과후 약간의 

차이가 남).

4. 결  론

이 논문에서는 간격이 있는 보 위에서 고속 주행

하는 바퀴의 접촉조건을 바퀴 및 보의 운동방정식

에 부과하여 정확한 해를 구할 수 있음을 설명하였

다. 특히 보에 간격이 존재하는 경우에 바퀴와 보 

사이의 접촉점에서의 Hertz 변형이 해에 결정적인 

영향을 주는 것을 입증하였다. 접촉조건에는 변위 

조건뿐 아니라 속도 및 가속도 조건도 함께 부과하

여 대수 부등식이 포함된 미분방정식 수치적분의 
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안정성을 도모하였으며, 특히 고속 이동하는 접촉점

의 가속도 계산시 코리올리스 가속도 및 구심 가속

도를 고려하였다. 이 논문 계산 결과의 정확성을 점

검하기 의하여 Vu Quo과 Olsson(17,18)의 경우와 동

일한 모델을 사용한 계산을 통하여 그 결과를 비교

하고 계산 결과의 타당성을 입증하였다. 또한 접촉

점에서 변위 접촉조건, 속도 접촉조건, 가속도 접촉

조건을 사용하여 얻어진 계산 결과가 모두 동일하

다는 사실도 이 논문 계산 결과의 타당성을 입증한

다(만약 해가 정확하지 못하면 구속조건으로 변위, 
속도, 가속도를 독립적으로 부과하여 얻어진 결과가 

우연히 일치하지는 못할 것임).
이 논문에서는 Vu Quoc과 Olsson(17,18)의 결과와 

비교하기 위하여 연속 보 윗면에 큰 길이의 간격이 

있다고 가정하여 해의 타당성을 점검하였다. 그런데 

실제 기차 레일의 경우 레일과 레일은 그 사이의 

연결판에 의하여 상당히 불완전하게 연결되어 있으

며, 레일 사이의 간격은 대단히 작다. 따라서 이러

한 레일 및 연결부위를 서로 분리된 보를 사용하여 

좀더 정확히 동역학적으로 모델링 하고 바퀴가 좁

은 간격의 양쪽 2점에서 동시에 접촉하는 경우도 

포함하면 현실적인 기차 레일을 모델로 하는 계산

이 가능할 것이다. 그런데 이 논문의 방법은, 기존 

참고문헌(15)에서 설명된 것처럼 일반적인 다물체 동

역학 및 유한요소 모델을 사용하여 다수의 접촉점 

및 구속조건을 가진 복잡한 경우에도 적용 가능하

므로, 레일과 바퀴의 접촉은 물론 현수장치, 차체 

등 복잡한 부분을 정확히 모델링하여 계산하는 것

이 가능하다고 예상되며 이에 대한 연구가 추후 요

망된다. 
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부록: 접촉 오차, 접촉조건 및 반복계산법

이 논문에서는 참고문헌(12,13)에서 정의한 접촉오

차를 이용한 접촉조건을 반복계산법에 의하여 운동

방정식에 부과하고 있으며, 그 요점을 다음에 약술

한다. 시간 t+t에서 반복계산법에 의하여 접촉력 
ttp Δ+ 가 주어지면 운동방정식 (2)의 해에 의하여 물

체의 기하학적 모양이 결정되고, 이를 이용하여 접

촉점 사이의 최소간격 tts Δ+ 이 계산된다. 물론 바퀴

와 보의 접촉점 사이가 분리되면 tts Δ+ 는 양이 되

고, 침입이 발생하는 경우에 tts Δ+ 는 음의 값을 취

한다. 한편 접촉점에 부착된 스프링의 변형 tt Δδ + 는 

방정식 (3)에 의하여 계산되며, 변위 접촉오차 tte Δ+

는 다음과 같이 정의된다.

otherwise  0 

0or    0 if 

=

<+>+=
Δ+

Δ+Δ+Δ+Δ+Δ+Δ+

tt

tttttttttttt

e

spse δδ

(A.1)

변위 접촉조건 (4)는 다음과 같이 표현된다.

0  and  0 =≥ Δ+Δ+ tttt ep (A.2)

이 논문에서는 변위 접촉오차 (A.1)를 운동방정

식 (2)에 부과하기 위하여 다음과 같은 반복계산법

에 의하여 변위 접촉오차 (A.1)을 0으로 수렴시키

는 방법을 사용한다. 

( ),0 max 1,1,, −Δ+−Δ+Δ+ −= mttmttmtt epp α (A.3)

위에서 m은 반복 회수를 표시하고 는 2장에서 

설명된 상수이다. 
속도 접촉조건을 부과하기 위하여 식 (5)에 의하

여 tts Δ+ 를 계산하고, 식 (9)에 의하여 tt Δδ + 를 계산

하며, 이를 이용하여 속도 접촉오차 ttê Δ+ 를 다음과 

같이 정의한다.

{ }
( ){ }

otherwise  0 ˆ

0or  0  and                                          

 0or  0 if  ˆ

=

>>

<+>+=

+

Δ+

Δ+Δ++Δ+Δ++

Δtt

disp
ttt

ttttΔttttttΔtt

e

pp

spse δδ

(A.4)

위에서 disp
ttp )( Δ+

는 변위 접촉조건을 사용하여 

반복계산법 (A.3)에 의하여 계산된 접촉력을 나타내

며, 속도 접촉조건은 다음과 같이 표현된다.

 0  and  0 =≥ Δ+Δ+ tttt ep (A.5)

이 논문에서는 속도 접촉오차 (A.4)를 운동방정

식 (2)에 부과하기 위하여 다음과 같은 반복계산법

에 의하여 속도 접촉오차 (A.5)를 0으로 수렴시키

는 방법을 사용한다.

( ),0ˆ max 1,1,, −Δ+−Δ+Δ+ −= mttmttmtt epp α (A.6)

가속도 접촉조건을 부과하기 위하여 식 (6)과 (7)

에 의하여 
tts Δ+
를 계산하고, 식 (8)에 의하여 tt Δδ +
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를 계산하며, 이를 이용하여 속도 접촉오차 tte~ Δ+

를 다음과 같이 정의한다.

{ }
( ){ }

otherwise   0 ~

0or  0 and                                      

  0 or    0 if  ~

=

>>

<+>+=

Δ+

Δ+

Δ+

Δ+Δ+Δ+Δ+Δ+

tt

tt

e

pp

spse

disp
ttt

tttttttttt δδ

(A.7)

위에서 s 를 계산하기 위하여는 반드시 본문에서 

언급된 Coriolis 가속도 및 원심 가속도가 포함되어

야 하며, 가속도 접촉조건은 다음과 같이 표현된다.

0~  and  0 =≥ Δ+Δ+ tttt ep (A.8)

이 논문에서는 가속도 접촉오차 (A.7)을 운동방

정식 (2)에 부과하기 위하여 다음과 같은 반복계산

법에 의하여 가속도 접촉오차 (A.7)을 0으로 수렴

시키는 방법을 사용한다.

( ),0~ max 1,1,, −Δ+−Δ+Δ+ −= mttmttmtt epp α (A.9)


