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요 약

블랙-숄즈 모형이 실제 기초자산의 움직임을 반영하지 못한다는 사실이 실증연구에 의하여 밝혀진 이후 기초자산의
움직임을 레비확률과정을 이용하여 모형화한 옵션가격결정 모형들이 그 대안 중 하나로 연구되어 왔다. 본 논문에서

는 블랙-숄즈 모형의 대안으로 제시된 레비모형 중 Variance Gamma 모형이 국내 주식시장에서의 기초자산의 움직
임을 블랙-숄즈 모형보다 충실히 재현해내는지 알아보고자 한다. 이를 위하여 Madan 등 (1998)의 연구에서와 같
이 로그수익률의 확률밀도함수와 옵션 가격 결정식을 바탕으로 KOSPI 200자료를 이용하여 모수를 추정하고 우도

비 검정을 실시하였다. 또한, 옵션 가격을 추정한 후 모형 간의 비교를 위하여 다양한 통계량을 계산하고, 회귀분석
을 통하여 변동성 스마일 현상이 교정되는지를 살펴보았다. 연구결과로부터 Variance Gamma 모형 하에서 추정된

옵션 가격이 블랙-숄즈 모형 하에서 추정된 그것보다 더 시장가격과 가까우나, 이 모형도 변동성 스마일 현상을 해결

해주지는못함을확인할수있었다.

주요용어: 블랙-숄즈모형, 레비확률과정, Variance Gamma 확률과정, 옵션가격결정모형.

1. 서론

1973년에 Black과 Scholes에 의해 제안된 블랙-숄즈 모형은 옵션 가격을 결정하는 문제에 있어서 오

랜 기간 이론에서 뿐만 아니라 실무적으로도 많이 활용되어 왔다. 그러나 이 모형이 실제 기초자산의
움직임을 적절히 반영하지 못한다는 사실이 실증 연구에 의하여 밝혀졌다. 블랙-숄즈 모형은 주식가격

의 로그 수익률이 정규분포를 따른다고 가정하였으나, 실제 로그 수익률의 분포는 정규분포보다 큰 첨
도를 가지고 있다. 또한, 블랙- 숄즈 모형에서는 변동성이 상수라고 가정하는데 반하여, 실제 금융자

료에서는 내재변동성이 고정된 만기일에 대해 통화성(moneyness)에 따라 차이를 보이는 변동성 스마

일(volatility smile) 현상이 나타나고 있다. 이러한 현상들이 발견되면서 블랙-숄즈 모형에서 사용되는

브라운 운동을 일반화하는 더 유동적인 분포의 필요성이 제기되었고, 기초자산의 움직임을 브라운 운

동에 점프가 더해진 형태의 확률과정으로 모형화하는 점프확산모형(Jump Diffusion model)이 Merton

(1976)에 의해 제안되었다. 그리고 점프확산모형을 포함하는 더 일반화된 레비모형들이 1990년대 이후

활발히 연구되어져 왔는데 Madan 등 (1998)의 Variance Gamma 모형, Carr 등 (2002)의 CGMY 모

형등이그예이다.

일반적으로 레비모형은 실제 시장에서 주식가격의 움직임을 블랙-숄즈 모형보다 더 충실히 재현해 내

는 것으로 알려져 있다. Maekawa 등 (2008)는 Nikkei 225 지수의 로그 수익률의 분포가 정규분포보다
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Kou (2002)가 제안한 점프확산모형에 더 근접하고, 블랙-숄즈 모형 가격과 Kou의 모형가격을 시장가

격과 비교하여 Kou의 옵션 가격이 시장가격에 더 가까움을 보였다. 또한, Geman (2002)은 SPX 지수

의 로그 수익률의 분포가 정규분포보다 CGMY 모형에 더 근접함을 보였다. 그러나 기초자산의 움직임
을 레비확률과정을 이용하여 모형화 할 경우에는 확률밀도함수와 옵션가격의 결정식이 닫힌 해(closed

form)의 형태로 존재하지 않는 경우가 많다는 단점이 있다. 그래서 레비모형의 경우 이론적인 옵션 가
격을 결정하기 위한 모수 추정과 계산이 어려워지는 경향이 있으나 Variance Gamma 모형에서는 확률

밀도함수와옵션가격의결정식이닫힌해의형태로존재하므로모수의추정과계산이다소쉬워진다.

Madan 등 (1998)은 기초자산의 움직임이 Variance Gamma 모형을 따른다고 가정하고 로그 수익률의
확률밀도함수와콜옵션가격결정식을닫힌해의형태로제시하였다. 또한, S&P500 선물옵션자료를이

용하여 Variance Gamma 모형가격이블랙-숄즈모형가격보다시장가격에더가깝게추정되며, 블랙-숄

즈 모형가격과 시장가격의 잔차가 통화성, 만기일, 그리고 통화성의 제곱과 유의한 상관관계가 있는데
반하여 Variance Gamma 모형은이러한상관관계를감소시킬수있음을보였다.

이에 본 논문에서는 Variance Gamma 모형이 국내 주식시장에서의 기초자산의 움직임을 블랙-숄즈 모

형에 비하여 더 충실히 재현해내는지 알아보기 위해 KOSPI 200 지수 자료와 옵션 자료를 이용하여 분

석해 보고자 한다. 실제확률측도와 위험중립측도 하에서 블랙-숄즈 모형과 Variance Gamma 모형에서

의 최대우도추정량을 구하고 우도비 검정을 실시하였다. 실제확률측도는 시장에서 관측되는 확률측도
를 의미하므로 이 측도에서의 우도비 검정은 주식시장에서 관측되는 기초자산의 움직임이 어떤 모형에
더 잘 적합되는 가를 확인하고자 하는 것이고, 위험중립측도는 실제확률측도와 동치이면서 할인된 기초

자산의 가격을 마팅게일로 만들어 옵션의 가격결정을 위해 사용되는 측도이므로 이 측도에서의 우도비

검정은 관측되는 옵션가격이 어떤 모형가격에 더 가까운지를 확인하고자 하는 것이다. 또한, 최대우도

추정량을 이용하여 Variance Gamma 모형과 블랙-숄즈 모형에서의 옵션가격을 구하고 APE(average

absolute error as a percentage of the mean price), AAE(average absolute error), ARPE(average

relative percentage error) 통계량을계산하여 Variance Gamma 모형이블랙-숄즈모형보다옵션가격

을 더 잘 추정하는지를 확인하였다. 마지막으로 시장가격과 모형가격의 잔차를 종속변수로 하고, 통화

성, 통화성의 제곱 그리고 만기일을 설명변수로 하는 회귀분석을 시행하여 Variance Gamma 모형에서

변동성스마일현상이교정되는지를살펴보았다.

2. Variance Gamma 모형

레비확률과정은 우연속이고 좌극한이 존재하고, 0에서 시작하는 확률과정 중에서 각 증분이 독립이

고 정상적(stationary)이며 확률적으로 연속인 것을 일컫는다. 이러한 레비확률과정은 무한분해가

능(infinitely divisibility)하다는 성질이 있으며, 식 (2.1)에 주어진 Lévy-Khintchine 공식을 만족하는

ψ(u)를레비확률과정의특성지수(characteristic exponent)라고한다.

ψ(u) = logE[exp(iuX)] = iγu− 1

2
σ2u2 +

∫ ∞
−∞

(
exp(iux)− 1− iux1|x|<1

)
k(dx). (2.1)

위식에서 γ ∈ R, σ2 ≥ 0이고, k는 R\{0}에서의측도로서
∫∞
−∞ (1 ∧ x2)k(dx) <∞을만족한다. 이때

(γ, σ2, k(dx))를레비 triplet이라고하며, 측도 k는레비측도라고부른다.

모수가 σ, ν, θ인 Variance Gamma 과정은 레비 triplet (γ, 0, k(dx))을 갖고 있으며, γ와 k(dx)의 형태

는식 (2.2), (2.3)과같다.

γ =
−C(G(exp(−M)− 1)−M(exp(−G)− 1))

MG
. (2.2)
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단, C = 1/ν, G = (
√

1/4 θ2ν2 + 1/2σ2ν − 1/2 θν)−1, M = (
√

1/4 θ2ν2 + 1/2σ2ν + 1/2 θν)−1이다.

kX(x)dx =
exp(θx/σ2)

ν|x| exp

(
−
√

2/ν + θ2/σ2

σ
|x|

)
dx. (2.3)

식 (2.3)에서 θ = 0인경우에는레비측도가 0에대해서대칭이되며, 이는 Madan과 Milne (1991)이언

급한대칭적인 Variance Gamma 과정과동일하다.

또, Variance Gamma 과정 X(t;σ, ν, θ)은 추세가 θ이고 변동성이 σ인 브라운 운동 b(t; θ, σ)과 평균이
1인감마과정 γ(t; 1, ν)에의하여

X(t;σ, ν, θ) = b(γ(t; 1, ν); θ, σ)

와같이표현될수있다. 이때, 평균이 µ이고분산이 ν인감마과정 γ(t;µ, ν)은시간구간 (t, t+ h)에서

의두감마과정의독립증분으로정의되며 g = γ(t+ h;µ, ν)− γ(t;µ, ν)의확률밀도함수는평균이 µh이

고 분산이 νh인 감마 밀도함수와 동일하다. 즉, Variance Gamma 과정은 브라운 운동을 감마과정에

의해주어지는시간에서평가함으로써얻어질수있으며, 브라운운동의변동성 σ, 시간을변형시켜주는

역할을 하는 감마과정의 분산 ν, 브라운 운동의 추세 θ라는 세 모수를 갖게 된다. 이 세 모수 중 θ는 분

포의왜도를조절하고, ν는첨도를결정한다.

시간 t에서 Variance Gamma 과정, X(t)의 확률밀도함수는 시간에 변화를 주는 감마과정 g에서의 조

건부분포인정규분포와감마과정의결합밀도함수를 g에대한적분을통해아래와같이얻을수있다.

fX(t)(x) =

∫ ∞
0

1

σ
√
2πg

exp

(
− (x− θg)2

2σ2g

) g
t
ν
−1 exp

(
− g
ν

)
ν

t
ν Γ

(
t

ν

) dg. (2.4)

이제, 금융시장에서의 기초자산의 모형화를 생각해보자. 기초자산의 움직임이 Variance Gamma 과정

을 따를 때, 그 확률과정은 블랙-숄즈 모형에서 브라운 운동의 역할을 Variance Gamma 과정으로 대체

함으로써다음과같이쓸수있다.

S(t) = S(0) exp (mt+X(t;σs, νs, θs) + wst) , (2.5)

여기서 첨자 s는 실제확률측도에서의 모수를 의미하고, m은 이 확률측도에서의 평균 주식 수익률이다.

또한, ws = 1/νs ln(1− θsνs − σ2
sνs/2)으로이는 E(S(t))를 S(0) exp(mt)로만들어주는역할을한다.

위험중립측도 하에서는 할인된 주가가 마팅게일(martingale)이 되며, 이 측도 하에서는 평균 주가 수익
률이복리이자율 r이된다.

S(t) = S(0) exp(rt+X(t;σRN , νRN , θRN ) + wRN t), (2.6)

여기서첨자 RN은위험중립모수를의미하며, wRN = 1/νRN ln(1− θRNνRN − σ2
RNνRN/2)으로이는

E(S(t))를 S(0) exp(rt)로만들어준다.

기초자산이 Variance Gamma 과정을 따를 때, 로그 수익률의 밀도함수는 식 (2.4)를 계산함으로써 얻

어지며이는다음의정리 2.1에제시되어있다.

정리 2.1 (Madan 등, 1998) 기초자산의 가격이 Variance Gamma 과정을 따를 때, 로그 리턴 z =

ln(S(t)/S(0))에대한밀도함수는다음과같다. 이때, S(t)와 S(0)는식 (2.5)에서정의된바와같다.

h(z) =
2 exp(θx/σ2)

ν
t
ν

√
2πσΓ(t/ν)

(
x2

2σ2/ν + θ2

) t
2ν
− 1

4

×K t
ν
− 1

2

(
1

σ2

√
x2
(
2σ2

ν
+ θ2

))
, (2.7)
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여기서 K는 수정된 제 2종 베셀함수이며, x = z −mt− t/ν ln(1− θν − σ2ν/2)이다. 단, 위의 밀도함

수에서의 Variance Gamma 모수는실제확률측도에서의모수이다.

행사가가 K, 만기일이 T인 유럽형 콜 옵션의 가격은 옵션의 이윤 함수(payoff function) max(S(t) −
K, 0)을 위험중립과정에서 기댓값을 취하고, 연속 복리 이자율 r로 할인을 하여 구해진다. Variance

Gamma 과정하에서의콜옵션의가격결정식은다음의정리 2.2에제시되어져있다.

정리 2.2 (Madan 등, 1998) 기초자산의 움직임이 위험중립측도 하에서 Variance Gamma 과정을

따를 때, 유럽형 콜 옵션의 가격은 다음과 같이 닫힌 해의 형태로 표현된다. 이때, S(t)와 S(0)는 식

(2.6)에서정의된바와같다.

C(S(0);K, t) = S(0)Ψ

(
d

√
1− c1
ν

, (α+ s)

√
ν

1− c1
,
t

ν

)

−K exp(−rt)Ψ

(
d

√
1− c2
ν

, αs

√
ν

1− c2
,
t

ν

)
. (2.8)

단, d = 1/s[ln(S(0)/K) + rt+ t/ν ln((1− c1)/(1− c2))], α = ζs, c1 = ν(α+ s)2/2, c2 = να2/2이며

ζ = −θ/σ2, s = σ/
√

1 + (θ/σ)2 ν/2이다. 또한,

Ψ(a, b, γ) =

cγ+
1
2 exp(sign(a)c)(1 + u)γ√

2πΓ(γ)γ
Kr+ 1

2
(c)Φ

(
γ, 1− γ, 1 + γ;

1 + u

2
,−sign(a)c(1 + u)

)
− sign(a)

cγ+
1
2 exp(sign(a)c)(1 + u)1+γ

√
2πΓ(γ)(1 + γ)

Kr− 1
2
(c)Φ

(
1 + γ, 1− γ, 2 + γ;

1 + u

2
,−sign(a)c(1 + u)

)
+ sign(a)

cγ+
1
2 exp(sign(a)c)(1 + u)γ√

2πΓ(γ)γ
Kr− 1

2
(c)Φ

(
γ, 1− γ, 2 + γ;

1 + u

2
,−sign(a)c(1 + u)

)
,

여기서 Φ(α, β, γ;x, y) = Γ(γ)/{Γ(α)Γ(γ−α)}
∫ 1

0
uα−1(1− u)γ−α−1(1− ux)−β exp(uy)du, sign(a) ={

−1, a < 0,

0, a = 0,

1, a > 0,

c1 = |a|
√
2 + b2 그리고 u = b/

√
2 + b2이다.

3. 실증분석

3.1. Variance Gamma 모형에서의 모수 추정

기초자산의 가격이 어떤 확률과정을 더 잘 따르는지 살펴보기 위하여 로그 정규분포, 대칭적인 Vari-

ance Gamma 그리고 Variance Gamma의 밀도함수를 이용하여 최대우도추정량을 구하고, 우도비 검

정을 실시하였다. 사용된 자료는 2008년 1월부터 2009년 12월까지 총 503일 간의 일별 KOSPI 200지

수의 종가자료이다. 기초자산이 Variance Gamma 과정을 따르는 경우에는 식 (2.7)에 제시된 밀도함

수를 이용하여 모수를 추정하였으며, 대칭적인 Variance Gamma를 따르는 경우에는 동일한 밀도함수

에서 θ를 0으로 놓은 후 추정하였다. 세 가지 모형에서의 모수와 로그 우도는 표 3.1에 제시되어 있다.

각 모수에 대해 t-검정을 하여 p-value가 .01이상이고 .05미만의 값을 갖는 경우에는 ∗표시를 하였고,

p-value가 .01이하인경우에는 ∗∗표시를하였다.
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표 3.1. 블랙-숄즈, 대칭적 Variance Gamma 그리고 Variance Gamma 하에서의 일별 로그 수익률을 이용한 최대우도추정량

블랙-숄즈 대칭적인 Variance Gamma Variance Gamma

m 0.068 0.253 0.272

s 0.335∗ 0.327∗∗ 0.328∗∗

ν 0.0037∗∗ 0.0037∗∗

θ 0.0839

lnL (로그우도) 1221.292 1267.626 1267.47

표 3.1을통해볼수있듯이변동성은대칭적인Variance Gamma와Variance Gamma가 0.327∼0.328로
낮으며, 블랙-숄즈가 0.335로높음을확인할수있다. 첨도에영향을주는모수 ν는대칭적인 Variance

Gamma와 Variance Gamma의 경우 모두 .0037이고 검정결과 0과 유의미하게 다름을 확인할 수 있었

다.

로그 우도를 이용한 우도비 검정결과, 유의확률 < 0.01로 블랙-숄즈 모형보다 대칭적인 Variance

Gamma 모형이 일별 로그 수익률에 더 적합함을 볼 수 있었다. 또한, Variance Gamma의 로그 우
도가 대칭적인 Variance Gamma에 비하여 향상되지 않았으며, 모수 θ가 0과 유의미하게 다르지 않다.

이로부터 KOSPI 200 지수가 통계적으로 블랙-숄즈 모형보다 대칭적 Variance Gamma를 더 잘 따른

다고 할 수 있으나, 대칭적인 Variance Gamma 확률과정보다 Variance Gamma 확률과정을 더 잘 따

른다는결론은내릴수없다.

위험중립측도 하에서는 각 주별로 모수의 최대우도추정량을 구하였다. 실제확률측도에서는 주식의 일

별 종가를 이용하므로 데이터의 양이 많지 않으나, 위험중립측도에서는 식 (3.1)과 같이 옵션가격을 이

용하여 우도를 계산하므로 훨씬 많은 양의 데이터를 사용하게 된다. 그래서 1주일 단위로 보더라도 충

분한 데이터가 존재하게 되어 추정과 검정을 주단위로 실시하였다. 최대우도추정량은 Jacquier와 Jar-

row (1995), Elliott 등 (1995)과 Madan 등 (1998)에서 사용된 wi = ŵi exp(ηϵi − η2/2)의 오차 모형
을 채택하여 구하였으며, 식에서 wi는 i번째 옵션 가격이고, ŵi은 옵션 가격 결정식을 이용하여 구해진
i번째 모형가격이다. 또한, M은 관측치의 개수이고 ϵi는 평균이 0, 분산이 1인 정규분포를 따르며 서로
독립인 확률변수이다. 위의 오차 모형으로부터 최대우도추정량은 다음의 식을 최소화하는 모수가 된다

(자세한계산은 Madan 등 (1998) 참조).

k =

√√√√ 1

M

M∑
i=1

(ln(wi)− ln(ŵi))2.

이때, w1, . . . , wM의로그우도는다음과같다.

lnL = −1

2

M∑
i=1

(
ln(wi)− ln(ŵi)

η
+
η

2

)2

− M ln(2π)

2
−M ln η −

M∑
i=1

ln(wi), (3.1)

여기서 η =
√

2(
√
1 + k2 − 1)이다.

위험중립측도 하에서 모수의 평균과 표준편차는 표 3.2에 제시되어있다. 평균 위험중립 변동성은 로
그 정규분포의 경우에는 0.319이며, 대칭적인 Variance Gamma와 Variance Gamma의 경우에는 각

각 0.307과 0.311이었다. 위험중립측도 하에서 기초자산이 블랙-숄즈, 대칭적인 Variance Gamma 그
리고 Variance Gamma 세 모형 중 어느 모형을 따르는지 살펴보기 위하여 식 (3.1)을 이용하여 우도

비 검정을 실시하였다. 그 결과는 표 3.3에 제시되어 있다. 귀무가설을 블랙-숄즈, 대립가설을 대칭적

인 Variance Gamma로 하는 우도비 검정을 총 105주의 데이터에 대해 실시한 결과 1% 유의수준에서
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표 3.2. 위험중립측도 하에서의 최대우도추정량

모수 평균 표준편차

블랙-숄즈 σ 0.319 0.133

대칭적인 Variance Gamma
σ 0.307 0.125

ν 0.007 0.001

σ 0.311 0.129

Variance Gamma ν 0.040 0.111

θ 0.483 0.280

표 3.3. 위험중립측도 하에서의 우도비 검정 결과

대립가설
귀무가설

블랙-숄즈 대칭적인 Variance Gamma

대칭적인 Variance Gamma 63.54%

Variance Gamma 97.92% 95.83%

표 3.4. 내표본에서 모형의 성능을 비교하기 위한 통계량

ARPE APE AAE

블랙-숄즈 1.263 0.122 1.713

Variance Gamma 0.694 0.098 1.376

63.54%가 기각되었다. 또한, 귀무가설을 블랙-숄즈, 대립가설을 Variance Gamma로 하는 우도비 검

정 결과 1% 유의수준에서 97.92%가 기각되었다. 특히, 귀무가설을 대칭적인 Variance Gamma, 대립

가설을 Variance Gamma로 하는 검정을 한 결과 1% 유의수준에서 95.83%가 기각됨을 확인 할 수 있

다. 즉, 우도비 검정 결과 위험중립측도 하에서 기초자산이 Variance Gamma 과정을 따른다고 결론 내

릴수있다.

3.2. 옵션 가격 추정의 성능 비교

두 모형에서 옵션 가격추정의 성능을 비교하기 위하여 크게 두 가지를 고려하여 보았다. 우선, 앞에서

추정된 모수를 이용하여 세 모형에서 옵션 가격을 추정하고, 모형 비교를 위하여 ARPE, APE, AAE

통계량을계산하였다. 각각의통계량은다음과같이계산된다.

ARPE =
1

옵션의수

∑ |시장가격−모형가격|
시장가격

,

APE =
1

옵션가격의평균

∑ |시장가격−모형가격|
옵션의수

,

AAE =
∑ |시장가격−모형가격|

옵션의수
.

또한, Variance Gamma 모형이 블랙-숄즈 모형의 문제로 꼽히는 변동성 스마일의 문제 등을 교정해주
는지확인하기위하여가격오차를종속변수로하고, 통화성, 통화성의제곱과만기일을설명변수로하는

회귀분석을 실시하였다. 그리고 외표본에서의 성능을 알아보기 위하여, 앞에서 추정된 105개의 모수 중

2009년 12월 마지막 주의 자료에서 추정된 모수를 이용하여 2010년 1월 첫째 주의 옵션 가격을 추정하

고, 모형의비교를위하여앞에서언급한세통계량을계산하였다.

105개의 모수 추정량을 이용하여 105주 동안의 옵션의 모형가격을 계산한 후 얻은 통계량은 표 3.4에

제시되어 있다. ARPE 통계량의 경우 Variance Gamma 모형은 블랙-숄즈 모형에 비하여 45%정도 낮
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그림 3.1. 내표본에서 블랙-숄즈 모형(왼쪽)과 Variance Gamma 모형(오른쪽)의 행사가격에 따른 모형가격(+)과 시장가

격(⃝)의 산점도

그림 3.2. 내표본에서 블랙-숄즈 모형(왼쪽)과 Variance Gamma 모형(오른쪽)에서의 행사가격에 따른 잔차의 산점도

아졌으며, APE와 AAE 통계량 역시 블랙-숄즈 모형에 비하여 Variance Gamma의 경우에 값이 더 작

은경향이있었다. 이로보아블랙-숄즈모형보다 Variance Gamma 모형에서더나은적합이이루어졌

음을알수있다.

그림 3.1은 총 41,929개의 옵션 가격 중 100개를 임의 추출한 후 그려진 산점도이다. x축은 행사가격,

y축은 콜 옵션 가격을 나타내고, 시장가격(⃝)과 계산된 모형 가격(+)이 표시되어 있다. 육안으로 확인

할 수 있듯이 세 모형 가격 모두 시장가격과 근접함을 볼 수 있다. 그러나 블랙-숄즈 모형에서는 행사가

가 200에서 220 사이인 경우에 시장 가격보다 다소 과소추정되는 경향이 있으며, Variance Gamma 모

형가격은블랙-숄즈모형에서의이러한경향이어느정도상쇄되었음을확인할수있다.

그림 3.2는 모형의 잔차(시장가격-모형가격)의 산점도로 x축은 행사가격, y축은 잔차를 나타낸다. 전

반적으로 Variance Gamma 모형의 잔차가 블랙-숄즈 모형의 잔차에 비하여 작은 경향이 있음을 확인

할 수 있다. 또한, 행사가격이 200에서 220 사이에서는 블랙-숄즈 모형의 경우에 양의 잔차가 나타나
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그림 3.3. 내표본에서 블랙-숄즈 모형(왼쪽)과 Variance Gamma 모형(오른쪽)에서의 통화성에 따른 잔차의 산점도

는데, 이는 앞에서 언급한 대로 그 부근에서 모형가격이 실제 시장가격에 비하여 과소추정된 결과이다.

이러한 경향이 Variance Gamma 모형에서 줄어듦을 산점도를 통해 쉽게 확인할 수 있다. 이로부터

Variance Gamma 모형에서블랙-숄즈모형보다더잘적합됨을알수있다.

옵션의 기초자산 KOSPI 200 지수를 행사가격으로 나눈 통화성에 따른 모형의 잔차를 살펴보도록 하겠

다. Buraschi와 Jackwerth (2001)을 참고하여 통화성은 그 값을 기준으로 5가지로 구분하였다. 통화

성이 0.94∼0.97 사이일 때를 외가격, 0.97∼1.03 사이일 때를 등가격, 1.03∼1.06 사이일 때를 내가격,

1.06이상일 때를 심내가격, 0.8∼0.94일 때를 심외가격이라고 정의한다. 그림 3.3은 세 모형의 통화성에

따른 잔차 산점도이다. 그림을 통해서 볼 수 있듯이, 세 모형 모두 심외가격 구간에서 가격이 과소 혹은
과대추정되는 경향이 나타난다. 심외가격 구간에서 통화성이 0.9보다 큰 경우에는 가격이 과대추정 되

는 경향이 많으며, 0.9보다 작은 경우에는 가격이 과소추정되는 경향이 많은데. Variance Gamma 모형

의 경우에 이러한 경향이 다소 줄어듦을 볼 수 있다. 그리고 내가격 구간에서는 블랙-숄즈 모형은 가격

을과소추정하는경향이많은반면에 Variance Gamma 모형은그러한경향을다소줄임을알수있다.

위와같은사실로미루어보아 Variance Gamma 모형을이용하는경우에블랙-숄즈모형에비하여통화

성에 따른 변동성 스마일 현상이 다소 줄어들 것을 기대할 수 있다. 실제 통계적으로 Variance Gamma

모형에서 이와 같은 현상이 줄어드는지 확인하기 위하여 모형의 잔차를 종속변수로 하고, 통화성, 통화

성의 제곱 그리고 만기일을 설명변수로 하는 선형회귀분석을 시행하였다. Bates (1995)는 변동성 스마

일 현상이 통화성과 관련이 있음을 보여주었고, 일반적으로 외가격, 내가격 구간에서 그리고 만기일이
길어질수록 변동성이 커지는 것으로 알려져 있기 때문에 통화성, 통화성의 제곱과 만기일을 설명변수로

선택하였다. 선형회귀분석 결과 각 설명변수의 회귀계수가 유의하지 않다면, 블랙-숄즈 모형에서 문제

가 되었던 변동성 스마일 현상이 Variance Gamma 모형을 도입함으로써 다소 해결이 된다고 할 수 있

다.

회귀분석의 결과는 표 3.5에 제시되어 있으며, 표에서 ∗표시는 회귀계수에 대한 검정결과 p-value가

.01이상이고 .05미만의 값을 갖는 경우를, ∗∗표시는 p-value가 .01이하의 값을 갖는 경우를 나타낸다.

표를 살펴보면, R2 통계량이 14.22%, 13.28%로 두 모형 모두 모형가격과 시장가격의 잔차의 14%정도

가 세 설명변수(통화성, 통화성의 제곱, 만기일)에 의하여 설명됨을 알 수 있다. 또한, 두 모형에서 모
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표 3.5. 회귀분석 결과표

블랙-숄즈 Variance Gamma

상수 −8.999 −4.475
만기일 8.280∗∗ 4.315∗∗

(통화성)2 −0.583∗∗ −0.332∗∗

통화성 0.189∗∗ −0.960∗∗

Adj-R2 0.142 0.133

F 202.3∗ 188.8∗

표 3.6. 2009년 12월 마지막 주 모수 추정 결과

σ ν θ

블랙-숄즈 0.182

Variance Gamma 0.189 0.009 0.510

표 3.7. 외표본에서 모형의 비교를 위한 통계량

ARPE APE AAE

블랙-숄즈 0.081 0.039 0.606

Variance Gamma 0.074 0.031 0.483

두 설명변수가 .01 수준에서 유의함으로써 0과 유의하게 다르다. 이는 모형가격과 시장가격의 잔차가

이들 설명변수와 연관되어 있음을 시사한다. 위와 같은 회귀분석 결과로 보아, 블랙-숄즈 모형의 단점

으로 언급되는 변동성 스마일 현상이 Variance Gamma 모형에서 교정되지 않았음을 확인할 수 있다.

이와 같은 결과는 S&P 500 자료를 이용하여 동일한 회귀분석을 실시한 Madan 등 (1998)에서의 결과

와 상이하다. Madan 등 (1998)은 Variance Gamma 모형으로부터 얻은 모형가격과 시장가격의 잔차

가 블랙-숄즈 모형에서 얻은 그것과 달리 위의 세 설명변수와 연관되지 않음을 보이며 미국 주식시장에
서 Variance Gamma 모형이 블랙-숄즈 모형의 단점 중 하나인 변동성 스마일 현상을 교정할 가능성이
있음을시사하였다.

회귀분석을 실시한 후 잔차의 등분산성과 임의성을 진단하기 위한 회귀진단을 실시하였는데, 잔차의 등

분산성을 검정해주는 Breusch-Pagan 검정에서 두 모형 모두 유의확률이 .05보다 크게 나왔고 Durbin-

Watson 통계량은 두 모형 모두 1과 2사이의 값을 가지므로 잔차의 임의성이 어느 정도 만족됨을 확인

할수있었다. 잔차와적합값의산점도에서도특별한경향성이발견되지않았다.

이제까지는 추정된 모수를 이용하여 세 모형의 옵션 가격을 계산 후, 이를 이용하여 모형의 성능을 비

교하였다. 다음으로는 2009년 12월 마지막 주의 자료를 이용하여 추정된 모수로 2010년 1월 첫째 주의

자료를이용하여모형의적합성을파악해보도록하겠다.

2010년 1월 첫째 주의 옵션 가격 추정을 위해 사용한 모수는 표 3.6과 같다. 이 모수를 이용하여 세 모

형의 옵션 가격을 계산하고 모형의 비교를 위한 통계량 ARPE, APE, AAE를 계산한 결과가 표 3.7에

제시되어 있다. Variance Gamma 모형은 블랙-숄즈 모형보다 세 통계량 모두 낮은 값을 가지고 있는

데, 특히, AAE 통계량의 경우에는 Variance Gamma 모형에서의 그 값이 블랙-숄즈 모형에서의 그것
보다 약 20%정도 낮다. 이로 보아 Variance Gamma 모형이 다른 모형보다 상대적으로 시장가격에 더

잘적합되는경향이있다고할수있다.

그림 3.4는 2010년 1월 첫째 주의 옵션 중에서 만기일이 69일(.1835년), 154일(.4219년)인 경우를 선

택하여 그린 산점도이다. 그림을 통해 시장가격(⃝), 블랙-숄즈 모형가격(♯), Variance Gamma 모
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그림 3.4. 외표본에서블랙-숄즈모형과 Variance Gamma모형의행사가격에따른블랙-숄즈모형가격(♯), Variance Gamma

모형가격(+)과 시장가격(⃝)의 산점도: 왼쪽은 만기일이 69일, 오른쪽은 만기일이 154일

형가격(+)의 차이를 확인 할 수 있다. 만기일이 69일인 경우에는 블랙-숄즈 모형 가격과 Variance

Gamma의 모형 가격 모두 시장가격과 큰 차이가 없음을 볼 수 있다. 그러나 만기일이 상대적으로 긴
154일인 경우에는 블랙-숄즈 모형가격과 Variance Gamma 모형가격이 모두 시장가격보다 과소추정된

경향이 있지만 그 경향성이 Variance Gamma 모형에서 줄어드는 경향이 있음을 확인 할 수 있다. 한

편, 다른 외표본에서의 성능확인을 위해 1월 첫째 주 자료를 가지고 모수를 추정한 다음 1월 둘째 주 자

료에적용해보기도하였는데 ARPE, APE, AAE 통계량의값들이약간낮아졌으나전반적으로위의결

과와비슷한경향을보였다.

이제까지의 결과를 통해 Variance Gamma 모형이 블랙-숄즈 모형보다 시장가격을 더 정확히 적합해주

는 경향이 있다는 것을 확인 할 수 있다. 그러나 회귀분석 결과로 보아, Variance Gamma 모형이 블

랙-숄즈모형의단점으로꼽히는변동성스마일현상을교정해주지는못하는것으로판단된다.

4. 결론

본 논문에서는 블랙-숄즈 모형보다 기초자산의 움직임을 더 충실히 재현해내는 것으로 알려진 레비모형

중에서 Variance Gamma 모형을 KOSPI 200 자료에적합시켜보았다. 자료를적합시키고우도비검

정을 실시한 결과, 위험중립측도가 아닌 실제확률측도에서 KOSPI 200은 블랙-숄즈모형보다 대칭적인

Variance Gamma 과정을 더 잘 따르고, 위험중립측도 하에서는 Variance Gamma 모형을 따름을 확인

할 수 있었다. 또한, 위험중립측도에서 Variance Gamma 모형의 모수를 2008년 1월부터 2009년 12월

까지 총 105주의 자료를 이용하여 최대우도추정법으로 추정하고 모형 가격을 계산한 결과, Variance

Gamma의 모형가격이 블랙-숄즈 모형 가격보다 내표본과 외표본의 경우 모두 실제 시장가격과 더 가까

움을 확인할 수 있었다. 그러나 통화성, 통화성의 제곱, 그리고 만기일을 설명변수로 하고, 모형가격의

잔차를 종속변수로 하는 회귀분석의 결과 Variance Gamma 모형가격이 블랙-숄즈 모형의 단점인 변동

성스마일현상을해결하지는못하고있음을알수있었다.

한국 주식 시장에서 얻은 위의 결과는 Madan 등 (1998)에서 내린 결론과 상이하다. Madan 등
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(1998)에서는 S&P 500 선물 지수 옵션 자료를 블랙-숄즈 모형, 대칭적인 Variance Gamma 모형과

Variance Gamma 모형에 적합 시켜 구한 모형가격과 시장가격의 잔차를 종속변수로 하는 회귀분석
을 실시하고, 설명변수(통화성, 통화성의 제곱, 만기일)가 앞의 두 모형에서는 0과 유의하게 다르나,

Variance Gamma 모형에서는 0과 유의하게 다르지 않음을 보였다. 이는 Variance Gamma 모형은 다

른두모형보다상대적으로변동성스마일현상으로부터자유로움을의미한다.

위의결과에비추어볼때, Variance Gamma 확률과정은블랙-숄즈모형에비하여옵션의가격을더잘

적합 시키지만, 한국 주식시장에서는 변동성 스마일 등 블랙-숄즈 모형의 단점을 완전히 해결하지는 못

한다는 사실을 확인할 수 있었다. 이는 미국 주식시장에서와 달리 한국 주식시장에서 변동성 스마일 현
상을 해결하기 위해서는 Variance Gamma 모형보다는 확률변동성을 포함하는 레비확률과정 등의 다른

대안을찾아야함을시사한다고하겠다.
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Abstract
Option pricing models using Lévy processes are suggested as an alternative to the Black-Scholes model since

empirical studies showed that the Black-Sholes model could not reflect the movement of underlying assets. In

this paper, we investigate whether the Variance Gamma model can reflect the movement of underlying assets

in the Korean stock market better than the Black-Scholes model. For this purpose, we estimate parameters

and perform likelihood ratio tests using KOSPI 200 data based on the density for the log return and the

option pricing formula proposed in Madan et al. (1998). We also calculate some statistics to compare

the models and examine if the volatility smile is corrected through regression analysis. The results show

that the option price estimated under the Variance Gamma process is closer to the market price than the

Black-Scholes price; however, the Variance Gamma model still cannot solve the volatility smile phenomenon.
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