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- 기호설명 - 

 

ijσ   : 응력 

ijε   : 변형률 

iD   : 전기변위 

iE   : 전기장 

u   : 변위 

φ   : 전기포텐셜 

IK   : 모드 I에서의 응력확대계수 

IIK   : 모드 II에서의 응력확대계수 

DK   : 전기변위확대계수 

r   : 정상장 

f   : 기초장 

 

1. 서 론 

압전재료는 외부에서 기계적인 힘을 가해주면 

재료 내부에 전기적인 분극현상이 발생하고 반대

로 외부에서 전기장을 작용시키면 재료가 변형을 

일으키는 전기-기계적인 커플링 특성으로 인해 감

지기(sensor), 변환기(transducer), 작동기(actuator) 등 

첨단산업분야 및 마이크로전자기계시스템(MEMS)

에도 널리 사용되고 있다. 

압전재료의 사용이 늘어나면서 압전재료의 기계

적 특성과 내부에 있는 전위(dislocation), 균열, 공

동(void) 등의 결함이 압전재료의 활용에 많은 영

향을 미친다는 것을 인식하게 되면서 많은 연구자

들에 의해 압전재료의 파괴기구에 대한 연구가 진

행되고 있다. 

Pak(1)이 면외변형에서의 절연균열 문제에 대해, 

Sosa(2,3)가 절연결함을 가진 횡등방성 압전재료의 

평면변형률 상태에 대한 해석을 수행하였다. Xu와 

Rajapakse(4)는 도전균열 문제에 대하여 연구하였다.  

Key Words : Piezoelectric Material(압전재료), Weight Function Theory(가중함수이론), Stress Intensity Factor(응력

확대계수), Electric Displacement Intensity Factor(전기변위확대계수) 

초록: 파괴역학에서 가중함수는 응력확대계수를 계산하기 위하여 사용되어진다. 본 논문에서는 균열을 

가진 횡등방성 압전재료에 대한 전기-기계적 분석을 행하여 평면변형률 상태의 압전문제를 Leknitskii 해

석법으로 풀었고 가중함수이론을 압전재료에 확대 적용하였다. 가중함수이론을 이용하여 응력확대계수

와 전기변위확대계수를 구하였다. 

Abstract: In fracture mechanics, the weight function can be used for calculating stress intensity factors. In this paper, a 

two-dimensional electroelastic analysis is performed on a transversely isotropic piezoelectric material with an open 

crack. A plane strain formulation of the piezoelectric problem is solved within the Leknitskii formalism. Weight 

function theory is extended to piezoelectric materials. The stress intensity factors and electric displacement intensity 

factor are calculated by the weight function theory.  
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이방성 이종 압전재료에 대해서는 Suo 등,(5) 

Beom 과 Atluri,(6) Ma 와 Chen,(7) Govorukha 등(8)에 

의해 연구되었다. 

압전재료에 대한 파괴역학적 연구는 주로 Storh

해석법을 바탕으로 하여 수행되어지는데 본 연구

에서는 직선균열을 가지는 분극방향을 z 축으로 

하고 분극방향에 수직인 xy평면이 등방평면이 되

는 횡등방성 압전재료에 대해 Sosa(2,3)가 수행한 

해석을 바탕으로 하여 Lekhnitskii 해석법을 이용

하여 평면변형률 상태에서의 해석을 수행하고 가

중함수이론을 적용하여 응력확대계수와 전기변위

확대계수를 구하고자 한다. 

2. 균열을 가진 압전재료 

2.1 지배방정식 

압전재료에 대한 구성식은 다음과 같다.(2,3) 
 

kkijklijklij Dgs += σε  

kikklikli DgE βσ +−=         (1) 

 

ijε 는 변형률, ijσ 는 응력, iD 는 전기변위 그리

고 iE 는 전기장을 나타낸다.  ijkls 는 컴플라이언

스 텐서, kijg 는 압전텐서, ikβ 는 유전불투과성 텐

서(dielectric impermeability tensor)를 나타내며 식 

(2)를 만족한다. (2)  

 

klijjiklijkl sss == , kjikij gg = , jiij ββ =    (2) 

 

변형률과 전기장은 식 (3)을 만족하며 u 는 변

위, φ는 전기포텐셜을 나타낸다. (1,2) 
 

( )ijjiij uu ,,
2

1
+=ε  

iiE ,φ−=               (3) 

 

체적력과 자유전하가 없을 때의 평형방정식은 

다음과 같이 주어진다. (1,2) 
 

0, =jijσ  

0, =iiD               (4) 

 

2.2 평면변형률 상태의 압전재료 

횡등방성 압전재료에 대해서 식 (1)을 행렬형태

로 표현하면 다음과 같다. (2) 
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평면변형률 상태에서의 전기-기계적 특성을 알

아보기 위해 다음과 같은 평면변형률 조건을 고려

해 보면  
 

0==== yxyzyyy Eεεε         (6) 

 

yyσ 는 다음과 같이 나타내어진다. 
 

[ ]zzzxxyy Dgss
s

311312

11

1
++−= σσσ     (7) 

 

환산재료상수(reduced material constant)를 다음과 

같이 정의하고 

 

11

2

12
1111

s

s
sa −= ,   

11

1312
1312

s

ss
sa −= , 

11

2

13
3322

s

s
sa −= ,   4433 sa =  

31

11

12
21 1 g

s

s
b 








−= ,  31

11

13
3322 g

s

s
gb −=  

1513 gb = , 1111 βδ = , 

11

2

31
3322

s

g
+= βδ   (8) 

 

좌표계를 1xx→ , 2xz→  로 바꾸면 식 (5)는 

다음과 같이 정리된다. 
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변형률과 전기장은 다음과 같은 적합조건을 만

족하여야 한다. 
 

02
21

12

2

2

1

22

2

2

2

11

2

=
∂∂
∂

−
∂
∂
+

∂
∂

xxxx

εεε
 

0
1

2

2

1 =
∂
∂
−

∂
∂

x

E

x

E
           (10) 

 

응력과 전기변위를 응력함수 ( )21, xxU 와 유도

함수(induction function) ( )21, xxΨ 를 이용해 다음과 

같이 정의하면 평형방정식 (4)를 만족하게 된다. 

 

2

2

2

11
x

U

∂
∂
=σ , 

2

1

2

22
x

U

∂
∂
=σ , 

21

2

12
xx

U

∂∂
∂

−=σ  

2

1
x

D
∂
Ψ∂

= , 

1

2
x

D
∂
Ψ∂

−=         (11) 

 

( )21, xxU 와 ( )21, xxΨ 는 식 (9), (10), (11)을 이

용하여 다음과 같이 구해진다.  

 

( ) ( )∑
=

=
3

1

21 Re2,
k

kk zUxxU  

( ) ( )∑
=

′=Ψ
3

1

21 Re2,
k

kkk zUxx λ  

( ) 22121 xinxmxxxz kkkk ++=+= µ    (12) 

 

kλ 는 다음과 같다. 

 

( ) ( )
( )k

k
kk

b

µδ
µ

µλ −=  

( ) ( ) 22

2

1321 bbbb kk ++= µµ  

( ) 22

2

11 δµδµδ += kk        (13) 

 

복소 포텐셜 함수 ( )kk zϕ 를 다음과 같이 정의

하고 

 

( )
k

k
kkk

dz

dU
Uz =′=ϕ        (14) 

 

식 (11), (12), (14)를 이용하면 응력과 전기변위는 

다음과 같이 구해진다. 

( )∑
=

′=
3

1

2

11 Re2
k

kkk zϕµσ  

( )∑
=

′=
3

1

22 Re2
k

kk zϕσ  

( )∑
=

′−=
3

1

12 Re2
k

kkk zϕµσ  

( )∑
=

′=
3

1

1 Re2
k

kkkk zD ϕµλ  

( )∑
=

′−=
3

1

2 Re2
k

kkk zD ϕλ        (15) 

 

식 (9)와 (15)에 의해 변형률과 전기장은 다음과 

같이 구해진다. 
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133312 Re22
k
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{ } ( )∑
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1

11131 Re2
k

kkkk zbE ϕµλδ  

{ } ( )∑
=

′++−=
3

1

2222

2

212 Re2
k

kkkk zbbE ϕλδµ  (16) 

 

변위와 전기 포텐셜은 식 (3)과 (16)에 의해 다

음과 같이 구해진다. 
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=

=
3

1

1 Re2
k

kkk zpu ϕ  

( )∑
=

=
3

1

2 Re2
k

kkk zqu ϕ  

{ } ( )∑
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3

1

1113Re2
k

kkkk zb ϕµλδφ    (17) 

 

kp 와 kq 는 다음과 같이 주어진다. 
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위의 과정들을 통해 평면변형률 상태의 압전문

제는 복소 포텐셜 함수 ( )kk zϕ 를 구하는 문제로 

축소되었다. ( )kk zϕ 를 구하기 위해서는 다음과 

같은 경계조건을 만족하여야 한다. (2) 
 

( ) ∫∑ −=
=

s

k

kk dstz
0

2

3

1

Re2 ϕ  

( ) ∫∑ =
=

s

k

kkk dstz
0

1

3

1

Re2 ϕµ  

 ( ) ∫∑ −=
=

s

n

k

kkk dsDz
0

3

1

Re2 ϕλ      (19) 

 

1t , 2t 는 표면력 성분을 나타내고, nD 은 표면

전하의 수직방향성분을 나타낸다. 

 

2.3 균열을 가진 무한체의 압전재료 

Fig. 1 과 같은 균열선단을 가진 무한체의 압전

재료에 경계를 따라 표면력과 표면전하가 분포하

고 균열면에서는 표면력과 표면전하가 없다고 가

정하면 균열면에서의 경계조건은 다음과 같다. (2) 

 

t = 0,   D• n = 0             (20) 

 

균열선단에서의 복소 포텐셜 함수는 일반적으로 

다음과 같이 주어지며(9) 

 

( ) kkkk zz αϕ =              (21) 

 

kα 는 복소수 계수이다. 

식 (19), (20), (21)에 의해 다음과 같은 조건을 얻

을 수 있다. 

 

 
Fig. 1 Infinite piezoelectric medium with an open crack 

( ) 0321321 =++−++ αααααα  

( ) 0332211332211 =++−++ αµαµαµαµαµαµ  

( ) 0332211332211 =++−++ αλαλαλαλαλαλ  (22) 

 

식 (22)는 아래와 같은 실수 매개변수 1k , 2k , 

dk 가 존재하면 만족하게 된다. 

2

1
321

k
=++ ααα  

2

2
332211

k
=++ αµαµαµ  

2
332211

dk=++ αλαλαλ        (23) 

 

식 (23)을 연립해서 풀면 다음과 같이 1α , 2α , 

3α 가 구해진다. 

2

13212111
1

dkkk Λ+Λ+Λ
=α  

2

23222121
2

dkkk Λ+Λ+Λ
=α  

2

33232131
3

dkkk Λ+Λ+Λ
=α        (24) 

 

ijΛ 는 다음과 같다. 

 

[ ]
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µµλλλµλµ
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ij  

( ) ( ) ( ) 321213132 µλλµλλµλλ −+−+−=∆  (25) 

 

응력확대계수와 전기변위확대계수를 다음과 같

이 정의하고 

 

1kK I π= , 2kK II π−= , dD kK π=   (26) 

 

식 (26)을 식 (24)에 대입하면 kα 는 다음과 같

이 나타내어진다. 

π
α

2

k
k

C
=   

DkIIkIkk KKKC 321 Λ−Λ−Λ=     (27) 

 

식 (15), (17), (21), (27)과 극좌표계를 사용하여 균열선
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단 부근에서의 응력과 변위는 다음과 같이 구해지고  
 

∑
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전기변위와 전기포텐셜은 다음과 같이 구할 수 있다. 
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1113 sincosRe
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kkkk Cb
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θµθµλδ
π

φ  (31) 

 

2.4 가중함수이론 

식 (21)과 같이 주어진 장(field)을 정상장(regular 

field)이라고 하고 식 (32)와 같이 주어진 ( )kf

k zϕ 를 

이용해 표면력과 표면전하를 계산한 후 방향이 반대

인 표면력과 표면전하를 합해주게 되면 경계에서의 

표면력과 표면전하가 없어지게 되는데 이러한 장을 

기초장(fundamental field)이라고 하고 기초장에서의 

변위와 전기포텐셜을 가중함수라고 한다. (9,10) 

 

 
Fig. 2 Simply connected region which deleted the crack tip 

( )
k

f

k
k

f

k
z

z
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ϕ =  

332211 ρρρα kkk

f

k Λ+Λ+Λ=       (32) 

 

1ρ , 2ρ , 3ρ 는 실수 상수이다.  

Betti 의 상반정리를 체적력과 자유전하가 존재

하지 않는 정상장과 기초장에 적용하기 위해 Fig. 

2 와 같은 균열선단을 제거한 영역 A 에 대해서 

Betti의 상반정리를 적용하면 다음과 같다.(11) 
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+=+
ρρρρ

φφ
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i

r

i

L
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i dsDdsutdsDdsut  (33) 

 

K를 다음과 같이 정의하고 
 

∫∫ +=
L

fr

n

L

f

i

r

i dsDdsutK φ        (34) 

 

식 (33)에 기초장의 특성을 적용하게 되면 다음

과 같이 정리된다. 

 

∫∫∫∫
−−−−

−−+=
ρρρρ

φφ dsDdsutdsDdsutK rf

n

r

i

f

i

fr

n

f

i

r

i
 (35) 

 

nDt =3 라 하고 φ=3u 라 하면 식 (35)는 다음

과 같이 간결하게 나타낼 수 있다. 
 

∫
−

−=
ρ

dsututK r

i

f

i

f

i

r

i )(     =i 1, 2, 3    (36) 

 

1T , 2T , 3T 를 다음과 같이 정의하고 

 

( )∑
=

=
3

1

1 Re2
k

kkk zT ϕµ  

( )∑
=

−=
3

1

2 Re2
k

kk zT ϕ  

( )∑
=

−=
3

1

3 Re2
k

kkk zT ϕλ       (37) 

 

식 (19)를 이용하면 식 (36)은 다음과 같이 나타

낼 수 있다. 
 

∫
−

+=
ρ

)( r

i

f

i

r

i

f

i duTdTuK       (38) 

 

식 (38)의 적분을 계산하고 일반적인 경우에 대해 

고려하기 위하여 0∈→  일 때의 K 는 다음과 

같이 구해진다. 
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1M , 2M , dM 를 다음과 같이 정의하고 
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M ρρρ
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식 (24)와 (32)를 식 (39)에 대입하여 정리한 후 식 

(34)와의 관계를 이용하면 다음과 같이 나타내어진다. 
 

∫∫ +=++
L

fr

n

L

f

i

r

idd dsDdsutkMkMkM φ2211
 (41) 

 

식 (26)과 (41)을 이용하면 응력확대계수와 전기

변위확대계수를 구할 수 있다. 다음과 같은 특별

한 세가지 경우를 생각하고 1k , 2k , dk 를 구하면 

다음과 같다. 
 

Case 1. 02 == dMM  

∫∫ +=
L

fr

n

L

f

i

r

i dsDdsut
M

k φ
1

1

1
     (42) 

Case 2. 01 == dMM  

∫∫ +=
L

fr

n

L

f

i

r

i dsDdsut
M

k φ
2

2

1
     (43) 

Case 3. 021 ==MM  

∫∫ +=
L

fr

n

L

f

i

r

i

d

d dsDdsut
M

k φ
1

     (44) 

 

2.5 수치예제  

Fig. 3과 같은 SEN(Single edge notch)시편에 기계적 

하중과 전기적 하중이 작용하는 상태에서의 응력확대

계수와 전기변위확대계수를 가중함수이론을 이용하여 

구하고자 한다. 먼저 가중함수를 구하기 위하여 식 

(32), (40), (42), (44)를 이용하여 ( )kf

k zϕ 를 구하고 이

를 이용하여 응력, 변위, 전기변위, 전기포텐셜을 해

석적으로 구한 후 계산되어진 응력과 전기변위와 방

향이 반대인 응력과 전기변위를 경계를 따라 작용시

키게 되면 경계에는 표면력과 표면전하가 존재하지 

않는 기초장을 얻을 수 있다. 또한 반대 방향의 응력

과 전기변위를 작용 시킬 때 얻어진 변위와 전기포텐

셜을 ( )kf

k zϕ 를 이용해 구한 변위와 전기포텐셜을 

합해주게 되면 가중함수를 구할 수 있다. 반대 방향

의 응력과 전기변위가 작용 할 경우의 변위와 전기포

텐셜은 유한요소법을 이용하여 구하였다. 유한요소해

석에는 ANSYS 11을 사용하였다.  

해석에 사용된 압전재료는 PZT-5H 이고 물성치

는 Table 1과 같다. 
 

Table 1 Material properties of PZT-5H 
 

PZT-5H 

Compliance coefficients 

( Nm /10 212−
) 

11s  14.05 

12s  -7.27 

13s  -3.05 

33s  8.9 

44s  23.7 

Piezoelectric constant 

( NVm /10 3−
) 

31g  -9.11 

33g  19.7 

15g  26.8 

Dielectric impermeability 

( NV /10 27
) 

11β  3.6084 

33β  3.3219 

 

 
Fig. 3 SEN specimen 
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Table 2 The variation of DK  verse 
∞D  

 

∞D  
( 2310 −− ⋅mC ) 

DK (WF) 

( 2/3310 −− ⋅mC ) 

DK (BEM) 

( 2/3310 −− ⋅mC ) 

DK (Exact) 

( 2/3310 −− ⋅mC ) 

1 0.1766 0.1757 0.1772 

2 0.3531 0.3525 0.3545 

3 0.5297 0.5312 0.5317 

 

 

Table 3 The stress and electric intensity factors 
 

 IK  

( 2/3610 −− ⋅mN ) 
DK  

( 2/3310 −− ⋅mC ) 

WF 0.1755 0.1765 

Exact 0.1772 0.1772 
 

 

 
Fig. 4 Infinite Piezoelectric medium with a Griffith crack 
 

 

Fig. 4 와 같이 Griffith 균열을 가지는 무한체인 

압전재료의 무한대에서 기계적, 전기적 하중을 주

었을 때 그림과 같이 점선을 따라 표면력과 표면

전하를 계산하여 주게 되면 무한체 안에 있을 때

와 같게 되며 균열 끝에서의 응력확대계수와 전기

변위확대계수 또한 같게 된다. 

Griffith 균열을 가진 무한체에서 기계적 하중 

∞σ 와 전기적 하중 
∞D 가 작용할 때 ( )kk zϕ 는 

다음과 같다. ( kc 는 무한대에서의 하중 조건에 따

른 상수) 
 

( ) ( )2231

2
azz

D
zcz kk

kk

kkkk −−
Λ−Λ

−=
∞∞σ

ϕ   (45) 

 

먼저 무한대에서 0=∞σ , 
∞D  주어지는 경우

에서 전기변위확대계수를 가중함수이론을 이용해 

구한 후 Haojiang 등(12)이 BEM 과 엄밀해로 구한 

결과와 같이 나타내면 Table 2와 같다.  

26100.1 −∞ ⋅×= mNσ 와 23100.1 −−∞ ⋅×= mCD 가 

같이 주어질 때의 응력확대계수와 전기변위확대계

수를 가중함수이론을 이용해 구한 후 엄밀해와 같

이 나타내보면 Table 3과 같다.  

3. 결 론 

균열을 가진 횡등방성 압전재료에 대해 응력, 

변형률, 전기변위와 전기장을 구하였고 가중함수

이론을 이용하여 압전재료에서 응력확대계수와 전

기변위확대계수를 구하는 방법을 제시하였다. 수

치예제로 SEN 시편에 대해 가중함수이론을 사용

하여  응력확대계수와 전기변위확대계수를 구하였

다. 구한 결과는 엄밀해와 다른 연구자들의 결과

와 거의 일치함을 보였다. 

가중함수는 기계-전기적 하중이 작용하지 않는 

경우에서의 변위와 전기포텐셜이므로 이를 구하면 

주어진 기하학적 형상에서의 모든 하중에 대한 응

력확대계수와 전기변위확대계수를 균열선단부근에 

대한 특별한 해석 없이도 구할 수 있다. 
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