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Abstract  - In this paper, we present a non-fragile guaranteed cost control design method for uncertain nonlinear 

systems with time varying delays in state and control input, even though the controller gain is perturbed. The uncertain 

nonlinear term in the systems is norm bounded and the linear matrix inequality(LMI) optimization method is employed as 

a stability analysis of the systems. We design a robust controller and show the asymptotical stability of uncertain 

time-varying systems based on Lyapunov method. Also, we guarantee a specific level of performance of the systems. 

The simulations are carried out to demonstrate the effectiveness of the proposed method.
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1. 서  론

동  시스템에서 시간 지연으로 인한 문제는 TCP 통신, 

로  매니퓰 이터, 비행기 모델, 군집 제어 등과 같은 여러 

분야에서 요하게 고려하고 있는 사항이다. 시스템에서의 

시간 지연은 원거리 통신으로 인한 물리  거리, 데이터의 

아날로그/디지털 변환, 는 시스템이 갖는 고유의 특성 등 

다양한 요인으로 인해 발생한다 [1]. 하지만 시간 지연은 시

스템을 불안정하게 하며 시스템의 성능  상태를 측하기 

어렵게 만드는 단 이 있다. 따라서 시간 지연을 갖는 시스

템을 안정하고 강인하게 하는 제어기 설계에 한 많은 연

구가 이루어지고 있다 [2]-[15]. 

시간 지연을 갖는 시스템에 한 안정성 보장  불확실

성에 강인한 제어기를 설계하기 해서는 시스템의 재 상

태변수와 이  상태변수를 모두 고려해야 한다. 선형행렬 

부등식(Linear Matrix Inequality: LMI) 기법은 시간 지연을 

갖는 선형 시스템에 한 안정성 보장  불확실성에 강인

한 제어기 설계 기법  하나이다. 선형행렬 부등식 기법을 

이용하여 제어입력 [2],[3]  상태변수 [4],[5]에 시간 지연

을 갖는 선형 동 시스템의 안정성 보장 증명이 각각 연구

되었으며 제어입력 변수  상태변수에 모두 시변 시간 지

연을 갖는 시스템에 한 안정성 보장 증명도 연구되었다 

[6]-[8]. 

시변 시간 지연을 갖는 시스템에서 고려해야 할 사항은 

강인한 제어기를 설계하는 것뿐만 아니라 시스템의 성능을 

보장하는 것도 요하다. 이를 해 시간 지연을 갖는 시스

템에 한 보장 비용(guaranteed cost) 제어에 한 연구가 

이루어졌다 [9]-[13]. 보장 비용 제어는 시간 지연을 갖는 

시스템을 안정화시키며 시변 시간 지연으로 인해 불확실한 

성능을 보이는 시스템에 해 비용함수의 상한값을 보장한

다. 시간 지연을 갖는 시스템에 한 보장 비용 제어기를 

설계하는 방법은 연속시간 [9]-[11]  이산시간 [12],[13]에

서 연구가 이루어졌다. 

시변 시간 지연을 갖는 시스템에 한 보장비용 제어와 

더불어 비약성 제어(non-fragile control) 문제 한 최근에 

주요한 문제로 떠오르고 있다. 보장 비용 제어를 통해 시변 

시간 지연을 갖는 시스템을 안정화시키는 강인한 제어기 설

계는 가능하지만 제어기 시스템의 불안정성으로 인한 제어

기 이득의 오차로 인해 정확한 제어가 어려울 수 있다. 

Keel은 [16]에서  방법 등을 이용한 최  제어  강인 제

어도 제어기 상수의 변동으로 인해 시스템이 불안정해짐을 

보 다. Lien은 [17]에서 상태변수와 제어입력에 시변 시간 

지연을 갖는 립(neutral) 시스템에 한 비약성 보장 비용 

제어에 한 문제를 다루었으며, Xie는 상태변수에 시변 시

간 지연을 갖는 비선형 시스템에 한 비약성 보장 비용 제

어 방법을 제시하 다 [18]. 하지만 재까지 상태변수와 제

어입력에 시변 시간 지연을 갖는 비선형 시스템에 한 비

약성 보장 비용 제어에 한 연구는 미비한 상태이다. 

본 논문에서는 상태변수와 제어입력에 시변 시간 지연을 

갖는 불확실한 비선형 시스템에 한 비약성 보장 비용 제

어방법을 제시한다. 동  시스템의 불확실한 비선형 함수는 

놈(norm) 경계를 갖으며 선형행렬 부등식을 통해 시변 시간 

지연을 갖는 불확실한 비선형 시스템에 한 안정성을 보인

다. 강인한 제어기뿐만 아니라 선형행렬 부등식 최 화 방

법을 통해 비용함수의 상한값을 보장한다.

 본 논문에서 사용하는 표기법을 정리하면 다음과 같다. 

은 차 유클리드 공간(Euclidean space)이고 은  행렬이다. 
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는 한 차원을 갖는 단 행렬이며 는 칭 정부호 행렬

(symmetric positive definite matrix)이다. 는 블록 각행렬

이며 는 구간 에서 연속시간 함수의 바나흐 공간(Banach 

space)을 나타낸다.

2. 문제 설정

 본 논문에서는 식 (1)과 같은 상태변수와 제어 입력변수

에 시변 시간 지연을 갖는 불확실한 비선형 시스템을 고려

한다.

    
    

   ∈
  (1)

   

여기서 ∈는 상태변수, ∈는 제어 입력변수

이며 ∈× ∈× ∈× ∈× 는 기지의 

시스템 행렬 값들이다. 한 ∈는 상태변수의 기조

건이다. 상태변수와 제어 입력변수의 시변 시간 지연을 나

타내는  와  는 각각 다음 조건을 만족한다.

≤ ≤
∞

≤        (2)

가정 1: 불확실성을 갖는 비선형 함수 ⋅의 제약조건

은 식 (3)과 같이 정의된다.

≤      
   

×      
   




      (3)

여기서 



 이다.

일반 으로 상태 피드백 제어기는  로 표 하

지만 시스템의 불안정성으로 인한 제어기 이득의 오차를 불

확실성으로 나타내면 식 (4)와 같이 나타낼 수 있다.

                    (4)

여기서 는 제어기의 공칭 이득(nominal gain)이고, 

는 이득 변화량(gain variation)이다.

 식 (1)을 이용하여 식 (5)와 같은 비용함수를 고려하자.




∞

  
  

      (5)

여기서 ∈×과 ∈×는 양의 정부호 칭행렬

이다.

 제어기 이득값의 불확실성은 식 (6)과 같다.

  ≤             (6)

여기서 와 는 기지의 행렬이며, 는 불확실한 행렬

이다.

 본 논문에서는 상태 피드백 제어기 설계를 통해 시스템

이 근 으로 안정함을 보이며 비용함수의 상한값을 최소

화할 수 있는 방법을 제시한다.

정의 1: 상태 피드백 제어기 (4)는 불확실한 비선형 시스

템 (1)이 근 으로 안정하며 가 (6)의 조건을 만족하고 

한 ≤를 만족하는 의 상한값이 존재하면, 비약성 보

장 비용 제어기라 하며 는 보장 비용 (guaranteed cost)이

라 한다.

보조정리 1: 행렬   이 존재하고 행렬 은 


 ≤  을 만족한다고 가정하자. 

 
 을 

만족하는 이 존재한다면 식 (7)의 부등식이 성립한다.

 



                 (7)

보조정리 2: 벡터 ∈ ∈와 행렬 ∈×이 존

재하고  


 
⋆


≥을 만족하는 임의의 행렬 ∈× , 

∈× ∈×이 존재하면 식 (8)의 부등식이 성립한

다.

≤









 
⋆ 









              (8)

보조정리 3(Schur 여수정리):  
  

 을 만

족하는 칭 상수 행렬   이 주어지고,  

  

이면 식 (9)의 부등식이 성립한다.




 



 




  는 




 



 




         (9)

 

3. 비약성 보장 제어기 설계

본 에서는 비약성 보장 비용 제어 방법을 통해 상태변

수와 제어입력에 시변 시간 지연을 갖는 불확실한 비선형 

시스템에 한 안정도  제어기 설계 방법을 제시한다. 상

태 피드백 제어기 (4)를 시스템 (1)에 용하면 식 (10)이 

된다.

   
 





 


  

   ∈
(10)

분 구간의 상태변수 미분값 을 식 (1)을 통해 입

하면 식 (11)과 같이 나타낼 수 있다.
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   ∈
(11)

정리 1: 식(12)의 선형행렬 부등식을 만족하는 양의 정부

호 행렬       와 임의의 행렬   , 양수 

이 존재하면, 시변 시간 지연 특성을 갖는 시스템 (10)은 

근 으로 안정하다. 








   
⋆   
⋆ ⋆  
⋆ ⋆ ⋆ 





                 (12)

여기서 각각의 변수는 다음과 같다.

     
     

    
   


 



  
      

  
 

     


  

     


    

     


 

  


 


 
 

 

 
 

 

  


 
 


 

  

  


 
 

  
 
 

 

(13)

한 식 (5)의 비용함수는 식 (14)를 만족한다.

≤ 

  
  




 






 



  








 

 ⋆

   (14)

증명: 시스템의 안정도 별을 해 한 리아푸노

(Lyapunov) 함수를 식 (15)와 같이 설정한다.

    

   
 

   
  




 




 

 



  









  

 




   
  




  



 

      (15)

시스템의 근  안정도를 증명하기 해, 식 (1)을 이용하

여 함수  을 시간에 해 미분하면 식 (16)과 같이 된다.

  
       

            



 

  



    

            

 



    




   

        


           

   



    




  

     

 

(16)

보조정리 2를 이용하여 식 (16)의 분구간에 있는 상태 

방정식은 식 (17), (18)과 같이 개된다.

 
 




 
  



 


≤ 
  



   



 


  




 




 







≤  


 
  

 




  


   


 

(17)

   



 

  




   

≤ 




    



 


 

 




 


  

 


≤  
  

       





    

   
  

  

          


   

(18)

여기서

                  (19)

가정 1을 이용하여 식 (17)과 (18)를 식 (16)에 입하면 

의 미분은 식 (20)과 같이 정리된다.

  ≤ 
         


 


   

          

        

    
 

   

    
   

   


 







    

      

 
    

    
   

×    
    

    

(20)
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와 동일하게 와 의 미분을 계산하면 식 (21)

과 (22)와 같이 된다.

  
  






 
 




  




  

 




 
  



 




  

 




 


  

 




≤ 
  







  




  

 




≤ 
  


 

 
 

  


  




  

 


    (21)

  
  



 
  



 
   

≤ 
  



 
  



 
   

   (22)

식 (16)-(22)을 정리하면 리아푸노  함수의 미분은 식 

(23)과 같다.

≤ 




≤








 

 



















 

 








  




   (23)

    

따라서 부등식 행렬 (12)를 통해 식 (24)의 부등식이 성립

됨을 알 수 된다.

   


   (24)

주어진 행렬  가 칭 정부호 행렬이므로 시스템 

(10)은 근 으로 안정하며 식 (24)로부터 부등식 (25)를 

구할 수 있다.

  


     (25)

식 (25)의 양변을 0부터 ∞까지 분하면, 식 (26)과 같

이 된다.




∞

  


∞

(26)

여기서 와 ∞는 각각 식 (27)과 (28)로 계산된다.

   
  











 



  




 



 

  (27)

∞  ∞∞
  









∞

∞ 



  




∞ 

∞

 

(28)

식 (27)과 (28)을 식 (26)에 입하면 식 (29)과 같은 시

스템의 비용함수를 얻을 수 있다.




∞

 
  

 ≤  ⋆

(29)

■

정리 1에서 시변 시간 지연을 갖는 불확실한 비선형 시스

템의 근  안정성 증명을 보 으며, 다음에서는 비약성 보

장 비용 제어기의 충분조건을 보인다. 

정리 2: 시변 시간 지연 (2)와 비용함수 (5)를 갖는 불확

실한 비선형 시스템에 하여, 식 (30)의 선형행렬 부등식을 

만족하는 양의 정부호 행렬         , 양의 

실수  과 행렬     이 존재한다고 하자. 











      
⋆      

⋆ ⋆




     

⋆ ⋆ ⋆ 
 

    

⋆ ⋆ ⋆ ⋆   

⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆  

⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ 

    (30)

여기서 각각의 변수는 식 (31)과 같다. 

 
  

     
   

     
     



    


     


  
   ⋯  

     

   R Ih Z h Z U


 
 

 
 

 

(31)

그러면 비약성 보장 제어기는 식 (32)와 같게 된다.  

                         (32)

이때 시스템의 비용함수는 ≤⋆를 만족하며, ⋆는 식 

(29)과 같다.   
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증명: 보조정리 1을 이용하여 를 식 (12)에 

입하고 의 양변에   
  

  와     


  

  
를 곱하면 보조정리 3에 의해 식 (30)

과 같은 부등식을 얻을 수 있다.       ■

의 결과를 통해 비용함수의 상한값을 구할 수 있지만 

상한값의 최소값은 알 수 없다. 시스템의 최  비약성 보장 

비용함수는 정리 3을 통해 계산될 수 있다.

정리 3: 시변 시간 지연을 갖는 불확실한 비선형 시스템

에 하여 식 (33)의 선형행렬 부등식을 만족하면 

(a) (30), (b) 



 


  

 


(c) 



 


 



 
 
    (d) 




 


 



 
 
     

                      (33)

비용함수의 상한값은 식 (34)와 같다.

⋆≤               (34)

여기서 


 





 


 














           (35)

증명: 정리 2에 의해 식 (33)의 (a)는 정해지며 Schur 여

수정리를 통해 식 (33)의 (b)-(d)는 식 (36)과 동일한 부등

식이다.

    

  


    

           (36)

한 식 (35)를 이용하여 식 (37)과 (38)을 계산할 수 있

다.


 






 
  

   





 
  

  
  

   (37)


 






 


   


 
  

  

      (38)

식 (36)-(38)을 이용하여 식 (29)의 비용함수 상한값을 계

산하면 식 (39)와 같이 정해진다.

⋆   
  











 





  








 

≤    

(39)

즉, 식 (39)의 최소화는 시스템의 비용함수의 최소화를 의

미한다.                                              ■

4. 모의실험

본 논문에서 제안한 제어기의 타당성을 검증하기 하여 

식 (1)과 같은 시변 시간 지연을 갖는 불확실한 비선형 시

스템을 고려하여 모의실험을 한다. 비선형 시스템의 변수 

값들은 식 (40)과 같다.
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      (40)

비용함수의 가  행렬은 각각      이다. 다양

한 조건에서 제안한 방법의 성능을 확인하기 해 제어기의 

불확실성 행렬 , 시간 지연의 미분값  의 변화에 따

른 상태 변수값을 살펴본다.

먼 , 상태변수  제어 입력변수의 시간 지연 미분값에 

따른 시스템의 안정도를 분석하기 해 서로 다른 크기의 

시간 지연 미분값  와  에 해 제어기 설계  비

용함수를 비교한다. 두가지 조건에 해 선형행렬 부등식 

시뮬 이터를 이용하여 보장 비용 제어기를 설계하고 비용

함수의 상한값을 계산하면 각각 다음과 같다.

조건 1:

  ⇒       ⋆  

조건 2:

  ⇒       ⋆  

제안한 방법의 우수성을 보이기 해 [18]의 실험결과와 

비교하 다. 시간지연 미분값이  일 때 [18]에서는 비

용함수의 상한값 ⋆  이 나왔으나 본 연구에서는 동

일한 조건에서 비용함수의 상한값이 ⋆  으로 보다 

완화된 결과를 얻을 수 있었다. 시간에 따른 상태변수의 궤

은 그림 1과 같으며, 상태변수  과  는 모두 0

으로 수렴함을 볼 수 있다.
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그림 1 시간 지연 미분값의 조건에 따른 상태변수  와 

 의 궤

Fig. 1 Trajectory of the states    and    according to 

the derivative of the time delay 

두 번째 모의실험에서는 제어기의 불확실성 행렬 에 

따른 시스템의 안정도를 분석하기 해 서로 다른 크기의 

행렬 에 하여 제어기 설계  비용함수의 크기를 비교

한다. 두가지 조건에 하여 선형행렬 부등식 시뮬 이터를 

이용하여 보장 비용 제어기를 설계하고 비용함수의 상한값

을 계산하면 각각 다음과 같다.

조건 1:

 ⇒       ⋆  

조건 2:

 ⇒       ⋆  

제어기 이득의 불확실성은 제어 이득  비용함수의 크기

에 직 으로 연 되어 있음을 볼 수 있다. 행렬 일 

때 [18]에서는 비용함수의 상한값 ⋆  이 나왔으나 

본 연구에서는 동일한 조건에서 비용함수의 상한값이 

⋆  으로 보다 완화된 결과를 얻을 수 있었다. 시간

에 따른 상태변수의 궤 은 그림 2와 같으며, 상태변수 

 과  는 모두 0으로 수렴한다.

4. 결  론

 본 논문에서는 상태변수와 제어입력에 시변 시간 지연을 

갖는 불확실한 비선형 시스템에 한 비약성 보장 비용 제

어 방법을 제시하 다. 리아푸노  방정식을 이용하여 시변 

시간 지연을 갖는 불확실한 비선형 시스템의 안정도를 증명

하 으며 선형 행렬 부등식을 통해 최  제어기를 설계하

다. 한 비용함수의 상한값을 구하여 불확실한 비선형 시

스템에 한 성능을 보장하 다. 마지막으로, 본 논문에서 

제안한 방법의 효용성을 해 모의실험 결과를 제시하 으

며, 제안한 제어 시스템의 우수한 성능을 검증하 다.

그림 2 제어기 이득의 불확실성에 따른 상태변수  와 

 의 궤

Fig. 2 Trajectory of the states    and    according to 

the uncertain gain of the controller
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