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Abstract  - This paper addresses the problem that policy iteration (PI) for continuous-time (CT) systems requires 

explorations of the state space which is known as persistency of excitation in adaptive control community, and as a 

result, proposes a PI scheme explorized by an additional probing signal to solve the addressed problem. The proposed PI 

method efficiently finds in online fashion the related CT linear quadratic (LQ) optimal control without knowing the 

system matrix A, and guarantees the stability and convergence to the LQ optimal control, which is proven in this paper 

in the presence of the probing signal. A design method for the probing signal is also presented to balance the 

exploration of the state space and the control performance. Finally, several simulation results are provided to verify the 

effectiveness of the proposed explorized PI method.
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1. 서  론

정책반복법 (policy iteration)은 최적 의사결정 및 최적 

제어문제의 해를 구하기 위한 반복계산 기법이다 [1],[2]. 이

러한 정책반복법은 정책평가 (policy evaluation) 루틴과 정

책향상 (policy improvement) 루틴으로 구성되어 있으며, 이 

두 개의 루틴을 교대로 반복실행하여 최적화 문제를 해결한

다. 여기서, 정책평가 루틴은 현재 에이전트 (agent)의 행동

에 대한 가치함수 (value function)을 정확히 추정하여 에이

전트의 성능을 평가하고, 정책향상 루틴은 추정된 가치함수

를 기반으로 에이전트의 성능을 향상시키는 역할을 한다. 

이러한 정책반복법에 대한 연구는 유한 마르코프 의사결

정 모델 (Markov decision process: MDP) [1],[2]로부터 시

작하여 최근에는 동적 시스템 (dynamical system)을 대상으

로 하는 연구로 확장되었다 [3]-[9]. 하지만, 연속시간 동적 

시스템에 대한 많은 정책반복법들이 그 안정도와 수렴성에 

대한 증명이 이루어지지 않은 채로 사용되었으며, 이는 제어 

시스템의 안정도 및 성능에 좋지 않은 영향을 미칠 수 있음

을 의미한다. 안정성과 수렴성이 보장된 연속시간 동적시스

템의 정책반복법은 Murray와 Cox, Lendaris, Saeks (2002) 

에 의해 처음 제안되었다 [4]. 하지만, 이는 시스템 내부 모

델 정보를 모르는 경우, 상태변수의 미분치를 측정해야만 하

는 단점이 존재한다. 이를 발전시킨 적분구간 강화학습 방

법 (interval reinforcement learning)이라 명명된 Vrabie와 

Pastravanu, Abu-Khalaf, Lewis가 제안한 정책반복법 [5], 

[8],[9]은 시스템의 내부 모델과 상태변수 미분치를 모르는 

상황에서도 적용 가능하며, 제어이론 관점 [10],[11]에서 안

정성과 수렴성이 증명된 정책반복법이다. 이와 같은 시스템 

정보를 완전히 알지 못하는 상황에서도 적용 가능한, 안정도

와 수렴성이 보장된 정책반복법은 제어이론적 관점으로 볼 

때 적응최적 제어기법으로 분류된다 [5],[8].

한편, 정책반복법 및 이와 연관된 강화학습 (reinforce- 

ment learning)등의 학습이론에서는 이용 (exploitation)과 

탐색 (exploration)사이의 균형문제가 존재한다 [1],[2]. 에이

전트는 보상을 얻기 위해 이미 알고 있는 것을 “이용”해야 

하지만 한편, 역시 미래에 더 좋은 행동 선택을 위해서 환경

에 대한 “탐색”도 해야 한다. 동적 시스템을 대상으로 하는 

정책반복법에서의 이러한 균형문제는 프로빙 (probing) 잡음

을 통한 상태공간 탐색과 상태변수의 수렴성 사이의 균형문

제로 나타난다 [5],[6]. 즉, 학습을 위해서는 프로빙 잡음을 

통해 상태공간을 충분히 탐색해야 하지만, 이는 상태변수의 

수렴성을 저해시키는 요인으로 작용하여, 이 둘 사이의 균형

이 필요하다. 하지만, 연속시간 시스템의 내부 모델의 정보

를 모를 때에도 적용 가능한 [5],[8] 등에서 소개된 정책반복

법의 경우에는, 이러한 균형문제가 고려되지 않았고, 상태변

수가 수렴하게 되면, 더 이상 학습이 불가능한 상태에 놓이

게 된다. 이러한 프로빙 잡음을 통한 상태변수 탐색은 적응

제어의 영속여기 조건 (persistent excitation condition)에 해

당한다 [12]. 적응제어에서 영속여기 조건은 시스템 파라미

터의 수렴을 위해 필수적이며, 영속여기 조건을 만족하지 않

을 경우, 더 이상 파라미터 학습이 불가능하게 된다.

본 논문에서는, Vrabie 등에 의해 제안된 연속시간 선형

시스템에 대한 정책반복법 [8]을 기반으로 프로빙 (probing) 
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신호를 도입한 탐색화된 정책반복법을 제안한다. 제안한 알

고리즘은 기존의 방법 [8]에 대해 일반화된 기법으로, 시스

템의 내부 모델정보를 알지 못하는 상황에서도 상태변수 변

화율의 측정 없이 LQ-최적제어의 최적해를 구할 수 있는 

적응형 최적제어 기법이다. 또한, 도입된 프로빙 신호를 효

과적으로 다룰 수 있으며, 프로빙 신호가 존재하는 상황에서 

제안한 알고리즘의 안정도와 수렴성이 보장됨을 본 논문에

서 증명하였다. 이와 함께, 프로빙 신호를 이용한 상태공간 

탐색을 통해 기존방법에 비해 매 단계 수치적 오차가 작은 

가치함수를 얻을 수 있음을 본 논문에서 보이고, 효과적인 

탐색 및 이용의 균형을 달성하기 위한 프로빙 신호의 설계

방법을 제안한다. 마지막으로, 모의실험을 통해 기존 정책반

복법 [8],[9]에 대한 제안된 알고리즘의 유용성과 정확성을 

검증하였다.

2. LQ-최적제어 이론 및 수학적 준비

본 논문에서는, 아래와 같은 선형시스템과 이차 비용함수에 

대한 LQ-최적제어 문제를 다룬다.

시스템:               (1)

이차 비용함수:   


∞

  (2)

여기서 ∈와 ∈는 각각 시스템의 상태변수와 제
어입력이고, 는 준-양확정 (positive semi-definite) 행렬 

≥와 양확정 (positive definite) 행렬 에 의해 

 로 정의되는 이차형식의 함수이다. 또한, 

와 는 각각 ×, ×의 상수행렬이며, 의 계수 값들

은 알려지지 않았다고 가정한다. 비용함수 (2)를 최소화시키는 

제어입력  와 이에 대한 최적 비용함수 는  

와   와 같이 나타낼 수 있으며, 여기서 는

 로 정의되는 행렬, ≥는 아래와 같은 대수 

리카티 방정식 (algebraic Riccati equation: ARE)을 만족시

키는 준-양확정 행렬이다.



이러한 최적해 ≥의 존재성과 유일성을 위해, 아래의 

논의에서는 가 가안정 (stabilizable)하고 가 가

검출 (detectable)하다고 가정한다. 본 논문에서 제안하는 적

응형 최적 제어방법은 탐색신호가 존재하고 행렬 A의 계수 

값들이 알려지지 않은 상황에서, 상태변수 변화율의 측정 없

이, (2)에 대한 최적 입력 를 학습한다. 이를 서술하기 위

해서는 크로넥커곱 (Kronecker product)과 벡터화 연산이 

필요하다. ⊗를 행렬 와 의 크로넥커곱으로 정의하자. 

또한, ×  행렬   에 대하여 vec를 행렬 의 열벡터들
을 일렬로 늘어놓은 ×  열벡터를 돌려주는 연산자로 정

의하자. 이같이 정의된 크로넥터곱 ⊗와 vec연산 사이
에는 다음이 성립한다.

1) ⊗ ⊗ , 

2)  ⊗vec,
3) vec ⊗vec

또한, ×  대칭행렬 에 대한 연산자 vec를 대칭행렬 
로부터 의 대각성분과 상삼각 (upper triangular) 성분에 

해당하는 열벡터들을 일렬로 나열한 차 열벡터에

서, 상삼각 성분에 해당하는 성분들에 다시 2를 곱해주는 연

산자로 정의하자. 이와 같이 정의된 두 연산자 vec(X)와 

vec
+
(X) 는 아래와 같은 성질을 만족시킨다 [4].

4) 임의의 차 대칭행렬 ∈×에 대해 vec 
 vec를 만족시키는 행렬 S가 존재한다.

본 논문에서는 편의를 위해 벡터 ∈와 행렬 ∈×
에 대해 각각∥∥를 x에 대한 유클리드 노름 ∥∥
으로, 를 의 최대 고유값,  를 의 최소 고유

값으로 정의한다. 또한, 행렬 에 대한 행렬노름 ∥∥를 
∥∥와 같이 정의한다.

3. 프로빙 신호가 고려된 정책반복법

본 장에서는 에 대한 정보 없이도 LQ-최적제어 입력 

를 학습할 수 있으며, 프로빙 신호을 통해 상태변수를 여

기시킬 수 있는 정책반복법을 제안한다. 이를 위해 시스템 

(1)에 프로빙 신호 가 추가된 아래와 같은 시스템을 고

려하자.

시스템 II:         (3)

여기서 는 ∥∥≤  인 유계의 신호로서 상태공간 
탐색을 통한 향상된 학습을 위해 인가되는 신호이다. 이후 본 

논문에서는 프로빙 신호 를 탐색 라 칭한다. 4, 5장에

서 볼 수 있듯이, 잘 설계된 탐색 는 상태변수 를 

여기시켜 영속여기 조건을 만족하도록 유지시켜주며, 아래 

제안한 정책반복법의 계산 안정도를 향상시킨다. 서술을 위

해 임의의 제어입력 에 대한 폐루프 시스템 행렬 

을  로 정의하면, (3)에 대한 폐루프 시스

템은 아래와 같이 나타낼 수 있다.

          (4)

이제 탐색 가 고려된 정책반복법의 유도를 위해 먼저 

LQ-최적제어 문제 (1)-(2)를 고려하자. 만일 제어입력 

이 안정하다면, 가치함수 (2)는 유한하며 [10], 이는 

  
와 같이 나타낼 수 있다. 여기서 를  

로 정의하면, 는 다음과 같은 리아프노프

(Lyapunov) 방정식의 해를 나타낸다.


          (5)

[8]에서 제안한 정책반복법에서는 주어진 입력 에 

대해 아래 Bellman 방정식을 통해 유도된 적분식을 기반으

로 (5)를 만족시키는 가치함수 의 를 학습한다 [5],[8], 

[9].

  




        (6)

하지만, 탐색 가 존재하는 경우, (6)를 통해 구해진 는 
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더 이상 (5)를 만족시키지 못한다. 아래 보조정리에서는 탐

색신호가 존재하는 경우에 (6)를 대신할 수 있는 수식을 서

술한다. 서술을 위해 를 아래와 같이 정의한다.

  




 

보조정리 1: 상태변수 가 임의의 탐색 와 안정한 

제어입력 가 인가된 시스템 (4)에 의해 얻어졌다고 

가정하면, 리아프노프 방정식 (5)를 만족시키는 는 식 

(7)에 의해 계산되는 와 일치한다.

   




    

(7)

증명: 가 안정하다고 가정하면,  ≥에 대해 리아프노

프 방정식 (5)을 만족시키는 ≥가 항상 존재한다. 시스템 

(3)과 제어입력 에 대한 리아프노프 함수로  

를 고려하면, (4)에 대한 의 시간에 대한 미분은 
    

 
와 같고, (5)를 이용하면, 






 




  





   

       






  

(8)

와 같은 결과를 얻을 수 있다. 계산된 식 (8)는 (7)과 등가

이므로, 임의의 탐색 과 안정한 에 대해 (5)와 (7)의 

등가성이 증명되었다. □

알고리즘 1. 탐색화된 정책반복법

1:   으로 설정

2:  ← ,  를 임의의 안정한 제어입력으로 설정

3: do {

4: 탐색 를 ≡이 아닌 임의의 신호로 설정

5: 와 탐색 를 시스템 (3)에 인가

6: 정책평가 루틴: 아래 식을 만족시키는 계산

  




 
   

(9)

7: 정책향상 루틴: 계산된 를 기반으로   계산

    ,    
      (10)

8:  ← 

9: } until     

이제 (7)을 기반으로 최적해 와 를 구하기 위한 

탐색 가 고려된 정책반복법을 알고리즘 1과 같이 유도

할 수 있다. 알고리즘 1의 에 대해  를    


와 같이 정의하면, 보조정리 1과 그에 관한 논의에서 알 수 

있듯이,  는 번째 입력  에 대한 가치함수가 된다. 

이와 관련해 알고리즘 1의 정책평가루틴에서는 측정된 상태

변수 , 와 제어입력  , 탐색   등를 이용하여 

입력 에 대한 가치함수  를 계산한다. 이어서 정책향

상루틴에서는 이와 같이 얻어진 에 대한 가치함수  

를 바탕으로 새로운 제어입력   을 도출한다. 이러한 정책

평가 루틴 (9)과 정책향상 루틴 (10)은 행렬 의 정보를 이

용하지 않음을 식을 통해 알 수 있고, 이들의 반복을 통해 

최적의 제어입력 를 도출할 수 있다. 여기서 탐색 는 

상태변수를 여기시키기 위해 사용되며, 상태변수의 수렴집합

에 관여한다. 이에 대한 수학적 분석을 위해 와 를 각

각  
 와  로 정의하면, (3)의 입력 

에 대한 폐루프 시스템을 다음과 같이 나타낼 수 있다.

        (11)

여기서 (11)과 (9)는 일 때의 (4), (5)와 일치하는 수식

이며, 따라서 가 안정하면,  는 보조정리 1에 의해

 
   (12)

를 만족시킴을 알 수 있다. 이를 이용하면, 시스템 (11)의 

안정도에 대한 다음 정리를 얻는다.

정리 1: 가 양한정이라 가정하자. 만일 초기 제어기 

이 안정하고, 모든 ∈에 대해 와  이 알고리
즘 1의 (9)-(10)에 의해 계산되었다면, 모든 에 대해 는 

항상 안정하며, (11)은 균등궁극유계 (uniform ultimate 

boundedness)이다. 여기서, 컴팩트 집합 과 그 반경 를 

  ∈ ∥∥≤,   ∥∥  
와 같이 정의하면, -번째 시스템 (11)은 상태변수 를 로 

유한시간 안에 수렴시킨다.

증명: 본 정리의 증명은 수학적 귀납법에 의해 이루어진

다. 먼저,  가 안정하다고 가정하고, (11)에 대한 리아프

노프 함수로     
  를 고려하자. (11)을 따라 

  를 시간에 대해 미분하면, 다음을 얻는다.

      
   

         


          
   

위 식에 (12)를 대입하고, 완전제곱 형태를 취하면

      
 



          
   

≤  


를 얻는다.   가 양한정이라 가정했으므로,   또한 양한정 

이고, 따라서, 위 식으로부터 다음을 얻는다.

    ≤   ∥∥∥∥∥∥
이 식으로부터, 가 ∥∥∥∥    인 경우에 
 ≤인 것을 알 수 있다. 따라서, 리아프노프 정리 [12]

에 의해,  가 안정한 경우, 폐루프 시스템  

은 유한시간 안에 로 수렴하는 균등궁극유계인 것을 알 
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수 있다. 또한, ≡  ( )이면, 항상 
 ≤이 성립하

는 것을 알 수 있으며, 따라서   이 안정하면,   또한 

안정하다. 위와 같은 논의와 수학적 귀납법을 통해, 이 안

정하면, 모든 ∈에 대해   또한 안정하고, 따라서 
따라서 -번째 시스템 (11)은 수렴집합 에 대한 균등궁극

유계이다.             □

정리 1을 바탕으로, 알고리즘 1의  , 로의 수렴성과 

의 정책 향상성을 아래와 같이 증명할 수 있다.

유도정리 1: 가 양한정 행렬이라 가정하자. 만일 초기 

제어기 가 안정하면, 알고리즘 1에 의해 계산된 -번째 가

치함수    
는 

≤ ≤   를 항상 만

족시키며,  → ∞함에 따라   는 
  로 수렴한다.

증명: 정리 1에 의해 는 항상 안정하며, 따라서 모든 

는 (12)를 만족시킨다. (12)는 클래인만 (Kleinman) 뉴턴 

방법과 등가이며 [8],[9], 따라서 클레인만 뉴턴방법에 의해 

≤ ≤  와 
로의 수렴성이 증명된다. 또

한, 의 수렴성과 (10)을 통해  → 
이 증명된다.     □

참조 1: ≡인 경우, 탐색화된 정책반복법은 기존의 

정책반복법 [8]과 같게 된다. 즉, 알고리즘 1은 탐색 에 

대한 기존방법의 일반화된 알고리즘이다. 여기서  →인 

경우,  →이 되어, 수렴집합 는 집합 으로 수렴하

게 된다. 즉, ≡인 경우, 상태변수 는 평형점 “0”으로 

수렴하게 되어, 4장에서 볼 수 있듯이, 더 이상 영속여기조

건을 만족시키지 못하게 되며, 이는 알고리즘의 수치적 안정

성과 학습능력에 악영향을 미치게 된다.

4. 탐색화된 정책반복법의 구현

본 장에서는 탐색화된 정책반복법 (알고리즘 1)의 최소자승

법 기반 구현방법에 대하여 논하고, 이어 상태공간 탐색과 상

태변수 수렴성 사이의 균형을 고려한 프로빙 신호 의 설

계방법 및 성능에 대해 서술한다.

4.1 최소자승법 기반 알고리즘 구현방법

알고리즘 1의 정책평가 루틴 (9)를 만족시키는 유일한 를 

구하기 위해서는 min  개의 방정식이 있어야 하지
만, (9)는 1차원의 스칼라 방정식이다. 본 절에서는 이를 극복

하기 위한 최소자승법 기반 구현 방법을 소개한다. 먼저 최소

자승법을 유도하기 위해 (9)의 각 요소들을 아래와 같은 형식

으로 변형한다.

  ⊗
 vec  

  








⊗ 




vec 

위 식들은 2장에서 소개한 크로넥커 곱의 4가지 성질을 이용

하면 쉽게 유도할 수 있다. 이제, 를   ⊗와 같

이 정의하고, 변형된 위 식들을 이용하면, 식 (9)은 다음과 

같이 쓸 수 있다.

vec       (13)

여기서 와 는 아래와 같이 정의된다.

   
 





 ⊗ 

 





 

미분방정식    과  ⊗를 고려하

면, , 는 적분이 없는 

  
  , 



와 같은 간단한 형식으로 쓸 수 있다. 이를 통해   를 주기

로 ≥min개의 를 측정하여 개의 ,   를 계산하였다
고 가정하고, 각각을 와 로 정의하자 ( ). 

또한, 이들을 모아놓은 와 를 각각 아래와 같이 정의

하자.

   
   ⋯    

   
   ⋯    

만일 rank  min를 만족시킨다면, (9)의 해 는 최소
자승법 [8],[14]에 의해 (14)와 같이 유일하게 결정된다. 

vec      (14)

여기서 (14)의 
  에 주목해 보자. 탐색 가   

≡이면, 또한 ≡이 되고, 본 최소자승법 기

반 구현방법은 [8]에서 제시한 기존의 정책반복법에 대한 

구현방법과 동일하게 된다. 이 경우, 가 수렴하거나 그 변

화율  
이 일정하게 되면, 의 벡터 

들은 모두 

동일한 값을 가지게 되어 rank  min을 더 이상 만족
시키지 못해 

  를 계산할 수 없게 된다. 

반면, ‘0’이 아닌 탐색 를 통해 를 구성하고 있는 상

태변수 와   벡터를 충분히 여기시키게 되면, 의 열

벡터들의 상호 의존성이 완화되고, 이를 통해 (14)의 


  의 계산이 가능하게 되고, 에 대한 수치적 오차

가 줄어들 수 있다.

이를 알아보기 위해 (14)의 행렬 
와 열벡터 XY가 

각각 ∆와 ∆만큼의 오차가 발생하였을 때 (14)
에 의해 발생된 각각의 전달오차를 ∆vec 라 하면, 각각
에 대한 상대오차는 아래와 같이 나타낼 수 있다 [14]. 

 vec 
∥∆vec ∥

≤∥∥
∥∆∥

                 (15)

 vec ∆vec 
∥∆vec ∥

≤∥∥
∥∆∥

         (16)

여기서 는 
  에 대한 조건수 (condition number)로 
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
  

 와 같이 정의되는 양이다. 조건수는 행

렬의 고유특성을 나타내는 양으로, 그 행렬의 특이성 (sin- 

gularity)이 커질수록 이에 비례하여 증가하는 양이다. 단적

인 예로, 행렬 
가 비정칙 행렬 (singular matrix) 인 

경우, 는 ∞의 값을 갖는다 [14]. 위 식 (15)-(16)를 살

펴보면, 각각의 상대오차가 공통적으로 조건수   에 의존함

을 알 수 있다. 따라서 탐색 를 통해 의 열벡터들의 

상호 의존성을 완화시켜 
의 조건수를 감소시키게 되

면, 그에 따라 위와 같은 계산오차 (15)-(16)도 또한 줄어들

게 된다. 이에 대한 수치적 결과를 기존 정책반복법 [8]과 

비교하여 본 논문의 5장에서 제공한다.

4.2 탐색신호의 설계

LQ-최적제어의 목적은 비용함수 (2)를 최소화 시키면서 

상태변수 를 평형점(equilibrium point) ‘0’으로 유지시키는 

것이다. 프로빙 신호 를 이용하면, 위에서 논의한 바와 

같이 (6)에 대한 수치/계산적 특성이 향상될 수 있다. 하지

만, 의 도입으로 인해 정리 1에서 알 수 있듯이 ≡

가 아닌 경우는 상태변수 가 평형점으로 수렴하지 못하고, 

평형점 ‘0’를 포함하는 유계집합   안에 머물게 되어, 상태

변수 탐색과 수렴성 사이의 균형이 필요하다. 여기서 유계

집합 의 범위가 탬색 의 상한 에 의존한다는 것에 

주목하면, 의 크기를 조절함으로써 상태변수 의 수렴

집합을 평형점 ‘0’에 충분히 가깝게 할 수 있다.

이를 살펴보기 위해 -번째 단계에서의 ∥∥의 정상상태
에서의 최대 허용오차를 로 정의하자. 즉, 정상상태에서 

상태변수 는 ∥∥≤를 만족시켜야 한다. 이는 -번째 
유계집합 의 반경 가 보다 작을 때 즉, ∥∥≤
    일 때 항상 성립한다. 따라서 -번째 시스템에 대

한 정상상태에서 ∥∥≤을 만족시키는 값은 다음과 
같이 구할 수 있다.

 ∥∥
  

       (17)

따라서 각 번째 단계에 대해 (17)을 만족시키도록 탐색 

를 구현하면, 정상상태에서의 상태변수 가 항상 

∥∥≤을 만족하도록 설계할 수 있다. 여기서, 이 
(17)의 오른쪽 항보다 더 작도록 를 설계하여도 

∥∥≤은 만족된다. 하지만, 다음 절에서 볼 수 있듯이, 
  이 ‘0’에 가깝게 되면,   또한 ‘0’에 가까운 신호가 되

어, 상태변수를 충분히 여기시키지 못하게 되고, 이에 따라 

조건수 가 증가하는 결과를 초래한다. 이는 오차 방정식 

(15)-(16)에 의해 (14)의 해 vec 에 영향을 미쳐 수치적 
오차를 증가시키는 요인으로 작용하게 되며, 이에 대한 수치

적 결과가 다음 장에 제시되어 있다.

5. 모의실험

탐색화된 정책반복법 (알고리즘 1)의 탐색 에 따른 

성능을 검증하기 위해 다음과 같은 F-16 비행체의 단주기 

동역학 (short period dynamics) 에 대한 선형모델을 고려하

였다 [15].



 

 






 


 

 


 






 





       (18)

여기서 는 공격각도 (angle of attack), 는 피치율 (pitch 

rate), 는 승강편향도 (elevator deflection)을 나타내며, 선

형화는 502 ft/s의 비행체 속도와 300 psf의 동적압력 등의 

평형조건에서 실시되었다 ([15]의 예제 6.4.2 참조). 본 모의

실험에서는 의 엑츄에이터에 대한 추가적인 동역학식으로

서 [9]에서와 같이 다음과 같은 저역통과필터를 도입하였다.

  


       (19)

여기서 는 라플라스 변수 (Laplace variable)이며, 는 

s-영역에서 표현된 승강편향도 에 대한 제어입력이다. 

(18)과 (19)를 결합하면, F-16 비행체의 단주기 동역학에 대

한 다음과 같은 3차 선형모델을 얻는다.












  
  
  

 














     (20)

여기서 상태변수 는      
∈이며, 제어입력 

는 (19)에 의해 정의된 변수이다. 편의를 위해 상태변수 
의 각 성분을  ,   ,   로 표시하기로 한다. 본 

절에서는 이와 같은 F-16 비행체의 선형모델 (20)과   , 

을 갖는 비용함수 (2)에 대한 LQ-최적제어 문제를 고

려하였으며, 이에 대한 최적해 는 [9]에서의 모의실험 환

경과 동일하게 다음과 같이 주어진다.












  
  
  

     (21)

본 모의실험에서는 위 최적해 (21)을 학습하기 위한 4.1절

에서 소개된 알고리즘 1의 최소자승법 기반 구현방법을 이

용하였으며, 이는 시스템 행렬 의 정보 없이도, 최적해 

(21)에 대한 학습을 가능하게 한다. 모든 모의실험에서의 초

기치는         로 설정하였으며, 알고리즘 1의 

데이터 획득 주기 는  s로 설정하여 매 시행마
다 개의 데이터 쌍   ,   ⋯을 획득

하여 (14)에 의해 vec  를 계산하였다. 여기서 vec 의 
계산을 위해서는 에 의해 구성된 행렬 가 rank 
min 을 만족시켜야 한다.
탐색 의 크기 는   경우에는 “ ”으로 설

정하였으며, ≠인 경우에는  에서 “ ”로, 

에서는 정해진 에 대해 (17)을 만족시키도록 결정

하였다. 이러한 에 대해 는 매구간  마다 균

등확률분포   에 의해 얻어진 샘플값 에 대하여 

≡로 결정하였다. 이렇게 결정된 는  ≤를 



전기학회논문지 61권 3호 2012년 3월

456

   (a)

   (b)

 

그림 1 (a)   
  , (b)  ≥

 일 때의 탐색화된 정책 

반복법의 반복시행에 따른 의 변화

Fig. 1 Evolutions of elements of   recursively evaluated 

by the explorized PI—(a)   
  , (b)  ≥

 

만족하여, 정상상태에서 항상 ∈ ∥∥≤로 를 구
속시킴과 동시에, 에 대한 영속여기조건의 차수를 증가시

키는 장점이 있다 [13].

모의실험은 여러 값에 대해 수행하였고, 표 1은 각 

에 대한 조건수 의 변화를 보여준다. 표 1에서의   값은 

가 수렴한 후에 (17)에 의해 계산된 값을 도시하였다. 

이 (17)을 만족시키도록 정해진다면,   (
  )가 

수렴함에 따라 도 일정한 값으로 수렴함을 쉽게 알 수 

있다. 표 1을 보면, 을 감소시켜 상태변수의 수렴성을 높

이면, 이에 따라 이 작아지게 되어 탐색 를 통한 상

태변수 탐색 범위가 줄어들게 된다. 이러한 탐색범위의 감

소는곧 조건수 의 증가를 초래하여 수치적 오차를 증가시

키는 요인이 되며, 탐색이 고려되지 않은 극단적인 경우 

(  ) [8], rank 이 되어 표 1의 ≥의 경우와 같
이 더 이상 를 학습하지 못하게 되는 상황이 발생한다.

또한, 탐색범위의 감소에 따른 조건수 의 증가는 그림 1

에서 볼 수 있듯이 큰 계산오차를 초래할 수 있다. 그림 

1(a)는   
 인 경우 알고리즘 1에 의한 의 변화곡선

을 나타낸다. 알고리즘 1은 식 (12)에 의해 어떤 탐색 

에 대해서도 항상 클레인만의 뉴턴방법과 등가이므로, 그림 

1(b)와 같이 반복횟수로 비교했을 때에는 어떤    값에 

대해서도 항상 기존의 정책반복법 [8]과 동일한 변화곡선을 

유지하여야 한다. 하지만, 이 매우 작아지게 되면, 조건수 

가 매우 커지게 되고, 이는 그림 1(a)와 같이 의 계산에 

대해 매우 큰 오차를 수반하게 된다.

참조 2: 표 1의 “  ”인 경우는 ≡이므로, [8],[9]

에서 제안한 기존의 정책반복법과 동일함을 알 수 있다. [9]

에서는, 동일한 LQ-최적제어 문제에 대해 와 

인 경우 최적해로의 수렴성을 모의실험을 통해 입증하

였지만, 본 실험에서와 같이 갱신주기 이 증가하여 일정

시간 이후 영속여기조건을 더 이상 만족시키지 못하는 경우 

(≥), 표 1과 같이 기존 방법으로는 더 이상 학습이 불가

능하거나, 혹은 탐색의 부재로 인한 큰 계산오차를 초래할 

수 있다 [16]. 본 논문에서 제안한 탐색화된 정책반복법 (알

고리즘 1)은 위에서 보인 바와 같이 “충분히 큰 을 갖는 

잘 설계된 탐색 ”을 통해 이러한 문제를 해결한다.

i 조건수 c

1 7.8e+02 1.1e+03 9.0e+02 6.7e+02 5.0e+02 3.9e+11

2 6.9e+04 4.2e+05 9.1e+05 9.0e+08 9.1e+11 -

3 2.1e+05 3.6e+05 1.9e+07 9.1e+09 1.1e+12 -

4 1.8e+05 4.4e+04 5.1e+07 2.3e+10 3.0e+13 -

5 1.0e+05 4.0e+05 4.8e+08 3.2e+13 1.0e+14 -

6 7.5e+04 2.1e+05 4.0e+07 5.0e+12 7.1e+13 -

7 2.5e+05 5.7e+04 2.1e+07 1.9e+12 3.2e+13 -

8 1.3e+05 1.6e+05 2.5e+07 1.4e+12 1.1e+12 -

9 6.0e+04 1.0e+06 1.6e+06 2.9e+11 3.1e+12 -

10 8.0e+05 1.7e+05 5.8e+05 1.8e+11 6.5e+12 -

 1.05 1.0e-02 1.0e-05 9.1e–09 5.7e-13 0

 1 10-2 10-5 10-8 10-12 0

표  1 여러 xM 대한 각 시행별 조건수 c변화

Table 1 The variations of c of each iteration for various xM

한편, 그림 2는   
 와   

 에 대해 제안한 정

책반복법을 적용하였을 때 상태변수의 궤적이다. 예상한 결

과와 마찬가지로, 이 더 작아지게 되면, 상태변수가 더 ‘0’

에 가까운 상태로 수렴함을 볼 수 있다. 하지만, 충분한 탐

색을 통해 조건수 를 감소시켜 수치적 안정성을 높이기 위

하여는 상태변수의 수렴성을 그만큼 희생하여야만 한다. 다

른 극단적인 예로 표 1의   인 경우를 살펴보면, 탐색 

를 통해 매우 넓은 상태공간을 탐색하지만, 수치적 특성 

(조건수)은 크게 좋아지지 않고   
 경우와 매우 비슷

한 수준을 유지하는 것을 볼 수 있다. 따라서, 본 모의실험

의 경우,   
 일 때 수렴성과 충분한 탐색간에 적절한 

균형을 이룬다고 할 수 있으며, 더 큰 값을 사용하는 것

은 무의미하다. 이렇듯 충분한 탐색을 통해 충분히 작은 조

건수 를 가지는 경우, 제안한 정책반복법을 통해 학습한 행
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렬 는 (21)의 
로 수렴함을 그림 1(b)를 통해 확인할 수 

있고, 따라서 모의실험을 통해 제안된 탐색화된 알고리즘의 

LQ-최적제어 문제의 최적해 로의 수렴성 및 그 성능을 

검증하였다.

(a)

(b)

그림 2 (a)   
  , (b)   

 일 때의 탐색화된 정책

반복법의 반복시행에 따른 상태변수 궤적

Fig. 2 System state trajectories when explorized PI is 

applied with—(a)   
  , (b)   

 

6. 결  론

본 논문에서는 상태공간의 탐색을 통해 효율적인 학습을 

가능하게 하는 탐색화된 정책반복법을 제안하였다. 제안한 

알고리즘의 안정성과 LQ-최적제어 문제의 최적해  , 

로의 수렴성을 증명하였고, 탐색과 이용의 균형을 위한 탐색

신호의 설계방법을 소개하였다. 제안한 방법에 대한 모의실

험 결과, “충분히 큰, 잘 설계된 탐색신호”를 통해 알고리즘

의 수치적 안정성과 학습능력이 기존 정책반복법 [8],[9]에 

비해 향상됨을 확인할 수 있었다. 향후에는, 본 연구를 바탕

으로, 탐색과 이용의 균형 및 영속여기 조건과 관련된 더 발

전된 탐색신호 설계방법 및 분석, 잡음처리 및 시스템 확장 

등의 방향으로 연구를 진행하는 것이 필요하다.
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