
한국전산구조공학회 논문집 제25권 제6호(2012.12) 469

COSEIK J. Comput. Struct. Eng., 25(6)

pp.469∼476, December, 2012

http://dx.doi.org/10.7734/COSEIK.2012.25.6.469

pISSN 1229-3059  eISSN 2287-2302

Computational Structural 

Engineering Institute of Korea

국부 및 혼합 Lagrange 승수법을 이용한 영역분할 기반 

유한요소 구조해석 기법 개발

곽 준 영
1
․조 해 성

1
․신 상 준

1†
․올리비에 보쇼

2

1서울대학교 기계항공공학부, 2미시간-상해교통대 연합대학교 기계공학부

Development of Finite Element Domain Decomposition Method 

Using Local and Mixed Lagrange Multipliers

Jun Young Kwak1, Hae Seong Cho1, Sang Joon Shin1† and Olivier A. Bauchau2

1
School of Mechanical and Aerospace Engineering, Seoul National University, Seoul, 151-744, Republic of Korea

2Department of Mechanical Engineering, University of Michigan-Shanghai Jiao Tong University Joint Institute, Shanghai, 200240, China

Abstract

In this paper, a finite element domain decomposition method using local and mixed Lagrange multipliers for a large scal structural 

analysis is presented. The proposed algorithms use local and mixed Lagrange multipliers to improve computational efficiency. In the 

original FETI method, classical Lagrange multiplier technique was used. In the dual-primal FETI method, the interface nodes are 

used at the corner nodes of each sub-domain. On the other hand, the proposed FETI-local analysis adopts localized Lagrange 

multipliers and the proposed FETI-mixed analysis uses both global and local Lagrange multipliers. The numerical analysis results by 

the proposed algorithms are compared with those obtained by dual-primal FETI method.
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1. 서    론

현재까지 유한요소 구조해석의 지배방정식의 해법에 대하

여 다양한 접근법이 제시되어 왔다. 대부분의 상업적 유한요

소 해법에서 사용하고 있는 가장 보편적인 접근법은 전역 강

성 행렬의 3-요소분해(tri-factorization)를 가능하게 하는 

능동 컬럼 해법(active column solver)이다(Bathe, 1996). 

하지만 능동 컬럼 해법은 병렬 알고리즘에 이식할 때 발생하

는 확장성(scalability) 및 구현의 어려움으로 인한 한계가 

보고되었다. 또한, 일반적으로 이런 접근법은 반복적 계산 해

법(iterative solver)에 비하여 계산에 큰 저장 공간이 필요

하며, 문제의 크기가 커짐에 따라 기하급수적으로 계산 횟수

가 증가하는 단점이 있다(Duff et al., 1973).

두 번째 유한요소 구조해석 지배방정식 해법은 반복적 알

고리즘이다. 능동 컬럼 해법의 확장성 문제때문에, 대규모 유

한요소 문제의 병렬 알고리즘 구현을 위해서는 반복적 해법

이 사용되어 왔다. 반복적 알고리즘에서는 행렬-벡터 또는 

벡터-벡터 계산이 해의 수렴까지 반복적으로 수행된다. 이러

한 반복적 해법의 효율적 수렴은 시스템 행렬 조건수(condition 

number)와 적절한 예조건화(pre-conditioner) 기법의 선

택에 의해 결정된다. 반복적 해법을 사용한 대규모 유한요소 

해석 알고리즘 중, 현재까지 가장 효율적인 알고리즘은 영역

분할 기법의 하나인 FETI(Finite Element Tearing and 

Interconnecting) 기법으로 알려져 있다. FETI 기법은 퇴화 

타원형 편미분 방정식(elliptic partial differential equa-

tion)의 풀이를 위하여 Farhat(1991)에 의하여 정립된 병

렬 해법 알고리즘으로, FETI 기법의 일반적인 풀이전략은 

다음과 같다. 계산 영역을 비겹침 부영역(non-overlapping 
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Fig. 1 Schematic description of FETI method

sub-domain)으로 분할하고, Lagrange 승수(Lagrange 

multipliers)를 이용하여 각 부영역의 공유면에 적합조건

(compatibility condition)을 만족시키는 것이다. FETI 기

법은 이후에 4차 편미분 방정식의 해법으로 확장(Farhat et 

al., 1998)되었고, 최근에는 해석 문제의 차수에 따라 적용 

기법이 분리되던 기존의 1단계(one-level), 2단계(two- 

level) FETI 기법을 차수의 구분없이 적용할 수 있도록 발

전시킨 FETI-DP(dual-primal) 기법(Farhat et al., 2001)

이 제시되었다. 기존의 FETI 기법(origianl FETI)과는 다

르게, FETI-DP 기법은 부영역 공유면에 연속성 구속조건

(continuity constraint)을 부가하기 위하여 Lagrange 승

수와 더불어 적은 수의 상위 격자(coarse mesh) 절점을 사

용한 쌍대 영역분할 기법(dual sub-structuring method)

을 도입하였다. 결과적으로 유도된 쌍대문제(dual problem)

는 연관된 Lagrange 함수의 안장점(saddle-point)을 구하

여 해를 구할 수 있다.

기존의 FETI와 FETI-DP의 차이점은 다음과 같다. 기존

의 FETI 기법은 임의적인 초기값 추정을 사용하지 않지만, 

FETI-DP 기법은 PCG(preconditioned conjugate algori-

thm)에 의한 초기값 추정기법을 사용하고 있으며, 쌍대문제

의 도입으로 인한 모서리 공유면 절점(corner interface 

node)의 계산 기법도 차이를 보인다.

최근에는 수치안정성을 높인 교차 기법(staggered method)

과 FETI 기법을 접목시켜 수치효율성을 증대시키는 방법

(Lee et al., 2010)이 제시되었고, 반복적인 계산이 요구되

는 문제에서 유용하게 적용될 수 있는 축소시스템과의 연동

을 통해 효율성을 향상시키는 연구(Kim et al., 2009)도 발

표되었다.

이외에 유연다물체(flexible multi-body) 시스템에 대하

여 Bauchu(2009)는 ALF(Augmented Lagrangian For-

mulation) 기법과 전역(global) 및 국부(local) Lagrange 

승수를 결합하는 방식을 유도하여 공유면 문제(interface 

problem)의 해의 수렴성을 향상시켰다. 이 기법을 적용하여 

본 논문에서는 전역(global)과 국부(local) Lagrange 승수

에 기반을 둔 FETI 유형의 알고리즘을 유도하고 ALF 항이 

해의 풀이과정에 추가되어 수렴성을 향상시키는 결과를 수치

적 검증을 통해 제시하였다.

2. 본    론

이 장에서는 기본적인 FETI 기법의 강체 모드(rigid 

body mode) 처리 방법에 대하여 논의하고, 이와 비교하여 

ALF 기법과 전역(global) 및 국부(local) Lagrange 승수

를 결합하는 과정을 제시하고자 한다. 

2.1 Original FETI 알고리즘

Original FETI 기법에서는 Fig.1과 같이 계산영역을 비

겹침 부영역으로 분할한다. 결합력(connection force)으로 

이해되는 Lagrange 승수는, 공유면 절점에 적합조건을 만족

시키기 위하여 사용되며, 대부분의 문제에서는 하나의 시스

템을 여러 개의 부영역으로 분할하는 과정에서 물리적 경계

조건이 존재하지 않고 오직 공유면 경계조건만 존재하는 

floating 부영역이 발생한다.

Original FETI의 정적 해석에서는, 각각의 floating 부

영역에 의해 유도되는 강체 모드의 풀이를 위해 다음과 같이 

두 단계로 해법을 구성한다. 첫 번째, 각각의 국부 문제에서 

강체 모드를 제거하고, 동시에 직접 분해(direct factoriza-

tion) 기법을 모든 부영역에 사용하여 각각의 국부 해를 도

출한다. 두 번째, 각 부영역 모드 사이의 관계는 Lagrange 

승수를 통하여 고려된다. 이를 이용하여 기본 FETI 기법의 

지배방정식을 다음과 같은 과정을 통해 유도할 수 있다. 

   (1)

여기서, , 그리고 는 각각 강성 행렬, 변위 벡터, 그리

고 규정된 힘 벡터를 나타낸다. 다음으로 전체 계산영역 

는 개의 부영역  1,2∙∙∙으로 분할되어 

Lagrange 승수가 내부 영역(inter-region) 접합성 제약조

건 도입을 위해 사용된다. Lagrange 승수의 존재로 인하여, 

최소화 문제는 안장점 문제로 전환되어 각 부영역의 공유면

에 연속성 조건을 부과하여 식 (1)은 다음과 같이 유도할 수 

있다. 

   









   ∙∙∙ (2)


 

   ∙∙∙ (3)






 

 



 
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여기서,  는 연계성 부울 행렬(connectivity Boolean 

matrix)을 나타내며, 는 Lagrange 승수, 그리고 는 

번째 부영역 와 연결된 부영역 수이다. 만약 모든 부영

역들이 적합한 경계조건으로 제약되어 있다면 행렬은 비

특이항(non-singular)이 되며, 식 (2)와 식 (3)은 다음과 

같이 재구성될 수 있다.

 
 

  


   ∙∙∙ (4)






  
 

 


 




  
 

 (5)

식 (4)~(5)를 사용하여, Lagrange 승수를 각 부영역에

서 계산하고, 다음으로 변위장 가 각 부영역에서 계산된

다. 하지만 대부분의 문제는 공유면의 결합력을 제외하고는 

적절한 경계조건이 없는 floating 부영역이 존재하기 때문에 

특이성을 가지는 강성 행렬이 유도된다. 식 (4)~(5)는 특이

성 강성 행렬의 존재로 인하여 다음과 같이 수정된다. 

 


  


    ∙∙∙ (6)

여기서, 


는 가상역행렬(pseudo-inverse)을 나타내고, 

번째 부영역 에서의 강체 모드는  , 그리고 는 6

개의 정벡터(3차원 탄성문제의 경우)를 나타낸다. 추가적으

로 각각의 floating 부영역은 반드시 평형상태(self- equili-

brated state)이어야 하기때문에 다음의 식이 유도될 수 

있다.

 


  


     ∙∙∙ (7)

식 (3), 식 (6)~(7)을 이용하여 시스템의 공유면 문제를 

다음과 같이 유도할 수 있다.




  


 













 



 (8)

여기서,

 




  


 


  




  




  
 ∙∙∙


    

∙∙∙
 

  
     ∙∙∙

마지막으로, 강성 행렬의 가상역행렬은 다음과 같이 정의

할 수 있다. 

                비특이성 조건 (9)

             의 역행렬, 특이성 조건

여기서, 는 floating 부영역의 수이며, 특이성 문제의 해

를 구하기 위해서는 추가적으로 여러 가지의 풀이 기법이 요

구된다. 

2.2 개선된 FETI 알고리즘

개선된 FETI 기법은 Bauchau(2010)에 의해 제안된 방

식에 따라 부영역 문제에 ALF 기법을 도입하여 시스템의 제

약조건에 페널티 계수(penalty factor)를 추가하는 기법이

다. 시스템의 총 퍼텐셜 에너지(total potential energy)는 

다음과 같이 표현된다.

 (10)

식 (10)처럼 총 퍼텐셜 에너지 는, 변형률(strain)의 

퍼텐셜 , 외부 하중의 퍼텐셜 , 그리고 제약조건의 퍼텐

셜 의 총 합과 같다. 변형률 에너지 , 외부 하중에 의해 

수행된 일 은 다음과 같이 각 부영역 에서의 에너지들의 

총합으로 구해진다.






  









 







 (11)






 















 (12)

ALF 기법으로부터 제약조건의 퍼텐셜은 다음과 같이 나

타낼 수 있다. 여기서 는 부영역 에서의 강성행렬을 표현

하고, 전체 시스템의 강성행렬 의 크기는  ×이다. 또

한 

는 부영역 에서의 하중배열을 나타내고, 전체 시스템

의 하중 배열은 










 이다.














 (13)












 










여기서, 

와 





 


 ∙∙∙


 는 각각 전역 및 국

부 제약조건을 부과하는 전역(global)과 국부(local) Lagrange 
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Fig. 2 Interface structure of various FETI methods

승수이다. 는 전역(global) Lagrange 승수의 환산

계수(scaling factor)의 블록 대각행렬(block diagonal 

matrix)이며, 와 는 부영역 에서의 전역 및 국부 환산

계수, 와 는 전역 및 국부의 제약조건 페널티 계수이다. 

이 식에서 전역(gloabl) Lagrange 승수는 전형적인(classical) 

Lagrange 승수로서 인접한 부영역 절점의 선형 제약조건을 

나타내며, 국부(local) Lagrange 승수는 부영역 경계의 절점

과 상위 격자 절점 사이의 선형 제약조건을 나타낸다. 여기서 

상위 격자 절점의 개념은 독립적인 공유면 절점으로 Park 

(2000)에 의해 제안되었다. 결과적인 운동 방정식은 최소 총 

퍼텐셜 에너지(Minimum total potential energy principle)

에 의해 다음과 같이 유도된다. 











 

  




  
   

    
     

 






















































(14)

여기서,  


이

다.

2.3 공유면 구조 및 예조건화 기법

각각의 FETI 기법에 사용되는 공유면 구조는 Fig.2 와 

같다. Fig.2(a)는 상위 격자 절점 자유도가 없는 전형적인 

Lagrange 승수 접근법이며, 따라서 original FETI에 해당

한다. 이 방식은 부영역 경계 변위장의 연속성을 선형 제약

조건을 통해 부여하고 있다. Fig.2(b)는 상위 격자 절점이 

각 부영역의 모서리 절점에 사용되고 있으며, 제로 에너지 

모드들을 제거하는 역할을 한다. 선택된 모서리 절점들은 문

제의 상위 격자 자유도를 정의하는 원형(primal) 미지수로 

남겨진다. Original FETI 기법과는 다르게 FETI-DP에서

는 floating 부영역들이 더이상 특이성을 보이지 않는다. 

Fig.2(c)는 국부(local) Lagrange 승수를 사용하여, 부영

역사이의 상위 격자 절점 자유도 변위장의 연속성을 부여하

고 있으며, 모든 공유면은 local Lagrange 승수로 가정된

다. Fig.2(d)는 전역(global) 및 국부(local) Lagrange 승

수의 혼합(mixed)형태로 공유면을 구성하여 변위장에 연속

성을 부가하고 있다. Original FETI 기법에서는 국부 강체 

모드 요소와 Lagrange 사이의 결합 시스템의 풀이를 위하여 

PCPG(Preconditiond Conjugate Projected Gradient) 

알고리즘이 사용되며, Lumped 또는 Dirichlet 전제조건이 

사용된다. Lumped 전제조건은 Dirichlet 전제조건에 비해

서 더욱 효율적이지만, 수학적으로 최적화되어 있지는 않다. 

반면에 Dirichlet 전제조건은 2차 탄성 문제에서 최적의 수

렴값을 보여준다. 기존의 original FETI, 2단계 FETI, 

FETI-DP 기법에서는 모두 Dirichlet 전제조건을 사용하고 

있다. 개의 독립된 Dirichlet 문제에 대한 일반적인 Diri-

chlet 전제조건은 Farhat(1994)에 의해 다음과 같이 소개

되었다. 

 




   


(15)

반면, 개선된 FETI 기법에서는 ALF 기법을 이용하여 공

유면 문제의 자연적인 조건화를 유도한다. 식 (13)에서, 첫 

번째와 세 번째 항들은 Lagrange 승수와 결합된 전형적인 

퍼텐셜이며, 추가적으로 환산계수와 결합되어 있다. 페널티 

계수는 개선된 FETI 알고리즘의 제약조건의 퍼텐셜 식에

서, 식 (13)의 두 번째와 네 번째 항에 도입되어 전통적인 

Lagrange 승수와 결합하며 이는 ALF 기법(Gill et al., 

1988)과 같다.

개선된 FETI 기법은 Lagrange 승수의 선택에 따라 다시 

global, local, mixed 형태로 분류된다. 이 논문에서는 

local 및 mixed 형태의 풀이 절차에 따라 수식을 전개하고 
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Analysis method
Condition 

number

Corner node 

Displacement(m)

Original FETI 4.70×10
16
 1.89×10

-4

FETI-DP 6.98  1.89×10-4

proposed FETI-local 1.17 1.89×10
-4

proposed FETI-mixed 1.05 1.89×10-4

Table 1 Comparison on the condition numbers of the 

flexibility matrix

수치해석을 실시하였다. 

먼저 상위 격자 절점이 모두 국부(local) Lagrange 승수

로 구성되는 조건에 대하여 식 (14)를 다음과 같이 축소시킬 

수 있다. 











 


 



 
   





  

(16)
















































여기서,  
, 
 이다. 

다음으로 부영역과 상위 격자 자유도를 단일 배열로 결합

하면 다음과 같은 식을 구할 수 있다.









 (17)

여기서, 


, , 







, 





이다. 부영역 사이의 관계식 식 (3)

을 사용하면 다음의 식이 유도된다.





 



 (18)

국부(local) Lagrange 승수의 공유면 문제에서 식 (18)

의 좌변 항을 다음과 같이 유연도 행렬(flexibility matrix)

로 재정의 할 수 있다. 

  
 (19)

Bauchau(2010)에 의해 제시된 결과처럼 페널티 계수 

가 증가하면 유연도 행렬은 이상적인 예조건화(ideally 

preconditioned)로 수렴하는 경향을 보이게 되며, 따라서 

국부(local) Lagrange 승수와 ALF 기법의 결합은 유연도 

행렬의 자연적인 예조건화를 유도한다. 

개선된 FETI 기법 중 두 번째 조건인 전역-국부 혼합

(mixed) Lagrange 승수 사용에 의한 운동 방정식의 전개

는 다음과 같다. 











 




 
 

  



















































(20)

공유면 문제는 다음과 같이 정의된다.








 (21)

여기서, 유연도 행렬은 



이다. 식 

(21)과 같이 상위 격자 문제의 강성행렬의 역은 공유면 유연

도 행렬의 하나의 항으로 포함되어 예조건화되며 각 부영역

의 변위장은 다음과 같다.


 











 (22)

2.4 수치해석 결과

먼저, 이 논문에서 제시한 국부(local) 및 전역-국부 혼합

(mixed) Lagrange 승수를 사용한 개선된 FETI 기법의 이

론적 효율성의 수치해석 예제를 통한 검증을 위하여 유연도 

행렬 조건수와 메모리 사용량 및 계산 시간에 대한 효율성을 

original FETI 및 FETI-DP 기법의 결과와 비교하였다. 모

든 수치해석 예제는 Fig. 2와 같은 2차원의 평면 응력 조건 

구조물을 탄성계수 73GPa, Poisson비  0.3의 물성

치를 사용하여 순차적(serial) 방식의 프로그램을 작성하여 

64-bit의 듀얼 코어 컴퓨터에서 계산한 것이다. Table 1은 

다양한 FETI 접근방식에 대한 유연도 행렬의 조건수 비교결

과 이다. 조건수 해석에서 사용한 형상은 Fig. 2에 제시되어 

있으며, 49개 절점을 가지고 있는 4개의 부영역 분할 시스템

으로 구성된다. 해석에 사용한 4가지 기법의 해의 정확도 확

인을 위하여 공유면 모서리 절점에서의 변형을 측정한 결과

를 Table 1에 제시하였다. 조건수 해석 결과는 다음과 같다. 

Original FETI의 경우 다른 FETI 기법들에 비하여 조건수

가 상대적으로 크고, 따라서 많은 수의 반복계산이 필요하다. 

그러나 큰 수의 페널티 계수 ( 1.0×1010)를 사용한 국부

(local) 및 전역-국부 혼합(mixed) Lagrange 승수에 의한 

개선된 FETI 기법의 경우, 유연도 행렬의 조건수가 매우 작

은 것을 확인할 수 있다. 이 결과들은 개선된 FETI 기법을 

사용한 수치해석 해의 정확성과 수렴성이 매우 효율적임을 
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(a) Computational time according to the number of nodes

(b) Memory use according to the number of nodes

Fig. 3 Results for a fixed number of the sub-domains

(a) Computational time according to the number of sub-domains

(b) Memory use according to the number of sub-domains

Fig. 4 Results for a varying number of the sub-domains

보여준다.

다음으로, 개선된 FETI 알고리즘의 계산 효율성에 대한 

검증을 위하여 계산 시간과 사용 메모리 측정을 수행하였다. 

수치예제 해석에 사용한 알고리즘은 FETI-DP, 국부(local) 

Lagrange 승수를 적용한 FETI-local, 전역-국부 혼합(mixed) 

Lagrange 승수를 적용한 FETI-mixed, FETI- mixed 기

법에 sparse 해법을 적용한 FETI-mixed(sparse)의 4가지

로 구분한다.

Fig.3은 수치예제의 부영역 수는 4개로 유지하고, 전체 

해석 자유도의 크기만을 증가시키는 조건에서 측정한 계산 

시간 및 메모리 사용량을 나타낸다. 해석 자유도를 증가시키

면서 부영역 수를 일정하게 유지시키는 문제 조건에 따라, 

공유면에서 발생하는 모서리 절점 자유도는 해석 자유도 크

기의 증가와 상관없이 일정하게 유지된다. Fig.3(a)의 해석 

결과를 분석해 보면, 모서리 자유도를 제외한 공유면의 나머지 

절점 자유도에는 전통적인 Lagrange 승수를 사용하는 FETI- 

DP의 경우보다, 국부(local) 및 전역-국부 혼합(mixed) 

Lagrange 상수를 사용하는 개선된 FETI 알고리즘의 계산 

시간 효율성이 높게 나타난다. FETI-DP 기법 공유면에서 

발생하는 다수의 전통적 Lagrange 승수 도입과는 달리, 개

선된 FETI 기법들의 공유면에서는 페널티 항에 의한 유연도 

행렬이 생성되어 해의 수렴성 향상 및 계산 시간 감소에 효

과적임을 확인할 수 있다. Fig.3(b)의 FETI-mixed 기법에 

sparse 해법을 적용한 알고리즘과 FETI-local 기법의 경우

가 메모리 사용량이 가장 적었고, FETI-mixed 기법만을 적

용한 알고리즘의 메모리 사용량이 가장 큰 것을 확인할 수 

있다. 

Fig. 4는 공유면 자유도의 증가에 따른 각 계산기법의 효

율성을 판단하기 위해 각 부영역의 해석 자유도를 고정하고 

부영역의 수를 36~225개로 증가시키면서 계산하는 수치예

제의 결과이다. 따라서 부영역 수의 증가와 함께 공유면 모

서리 절점 및 전체 해석 자유도도 증가하게 된다. Fig. 4(a)

의 결과에서 볼 수 있듯이 계산시간의 효율성은 FETI- 

mixed 기법이 가장 좋고, FETI-local 기법과 FETI-DP의 

계산시간의 효율성은 거의 비슷한 수준을 나타내는 것을 확

인하였다. 계산 메모리 사용량의 경우에는 Fig.3(b)와 Fig.4(b)

의 공유면 모서리 자유도에 대한 두 개의 문제조건 모두에서 

FETI-mixed 기법에 sparse 해법을 적용한 경우가 가장 좋

은 효율성을 보였으며, 반대로 sparse 해법을 적용하지 않은 

FETI-mixed 기법은 다른 3개의 FETI 기법에 비하여 더 

많은 메모리 사용량이 요구되는 것을 확인하였다. 이 결과는 

FETI-mixed 기법의 경우에 전역(global) Lagrange 승수 

공유면을 구성하는 과정에서 FETI-DP 및 FETI-local 기법

보다 큰 크기의 희소한 블록 대각 강성행렬을 구성하기 때문에 

나타나는 것이다. 따라서 FETI-mixed 기법에서는 sparse 

풀이 기법을 적용한 경우에 Fig.3(b) 및 Fig.4(b)의 결과처

럼 계산에 필요한 메모리 사용량이 크게 감소하는 특징을 보

이게 된다. 이와 유사하게 Farhat(2000)은 original FETI 
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기법에 sparse 해법을 추가적으로 도입하는 것이 계산 효율

성 향상에 도움을 줄 가능성이 있다고 제시하였다.

3. 결    론

본 연구에서는 유한요소 영역분할 구조해석 문제에 ALF 

기법을 도입하여, 시스템 제약조건에 페널티 계수를 추가하

는 개선된 FETI 기법의 계산 효율성에 대한 수치해석 결과

를 제시하였다. 제안된 FETI기법에서는 분할된 부영역 사이 

공유면에 상위 격자 절점을 생성하여 국부(local) 또는 전역

-국부 혼합(mixed) Lagrange 승수를 도입하고, 시스템 변

위장 방정식을 유도하는 과정에서 해의 수렴성에 영향을 주

는 유연도 행렬을 재정의하였다. 계산 효율성에 대한 수치예

로써 다양한 FETI 기법들을 이용하여 2차원 평면 응력 문제

를 해석하였다. 구체적으로 행렬 조건수, 계산 시간, 메모리 

사용량에 관한 계산 효율성 검증을 위해서 기존의 전통적 

FETI 기법 및 FETI-DP 기법과 이 논문에서 제시하는 개

선된 FETI(-local, -mixed) 기법들을 비교하였다. 본문에

서 제시한 수치예제 결과처럼 개선된 FETI 기법의 유연도 

행렬의 조건수는 이상적인 경우에 가깝게 수렴하였다. 계산 

시간과 메모리 사용량에 대한 검증 결과, 문제의 공유면 모

서리 절점 자유도에 대한 가정에 따라서 차이가 있었지만, 

FETI-DP 기법과 비교하여 동등하거나 더 좋은 효율을 보이

는 것을 확인할 수 있었다. 특히 Sparse 해법과 결합한 

FETI-mixed 기법의 경우 공유면 모서리 절점 가정에 상관

없이 계산시간 및 메모리 사용에 있어서 FETI-DP 기법보다 

33~44% 향상된 효율을 나타내었다. 다만 FETI-mixed 기

법은, 전역(global) Lagrange 승수를 이용한 공유면 구성에 

의하여 대규모 희소 블록 대각행렬이 생성되기 때문에, 추가

적인 sparse 해법의 도입이 없을 경우에는 계산 메모리 사용

량이 다른 기법들에 비해 큰 것으로 확인되었다. 반면 FETI- 

local 기법의 경우, 문제에서 가정하는 모서리 자유도 수가 

증가하게 되었을　때는, sparse 해법을 도입한 FETI-mixed 

기법에 비해 계산 효율성은 낮았지만, 여전히 FETI-DP 기법

과 동등하거나 좀 더 효율적이었다. 또한 추가적인 해법의 

도입없이 공유면 해석이 가능하며 다른 FETI 기법들에 비해 

알고리즘이 단순하여 실제 수치계산을 위한 코드개발이 용이

한 장점이 있다. 

이 논문에서는 몇 가지의 수치예제를 통해 개선된 FETI 

기법들의 계산 효율성을 제시하였으나 추가적으로 연구가 필

요한 사항들이 남아있다. 먼저, 본 논문에서 제시한 결과는 

순차적 계산에 의한 것이기 때문에, 영역분할 기법의 주요 

목적인 병렬 처리 알고리즘으로의 확장이 필요하다. 또한 본 

논문에서 제기한 sparse 해법과 FETI 기법의 결합 등 추가

적인 풀이 기법의 도입이 각 FETI 기법들의 계산 효율성에 

주는 영향을 확인할 필요가 있다. 이에 따라 본 연구는 병렬 

처리 알고리즘, 동적 해석기법 도입, 그리고 고차 편미분 방

정식 문제로 확장될 예정이다. 
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