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Abstract

This paper presents a method for the identification of “edge observations” located on a boundary area

constructed by a truncation variable as well as for the identification of outliers and the after fit of multivariate

skew t-distribution(MST) to asymmetric data. The detection of edge observation is important in data

analysis because it provides information on a certain critical area in observation space. The proposed method

is applied to an Australian Institute of Sport(AIS) dataset that is well known for asymmetry in data space.
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1. 서론

Azzalini (1985) 및 Azzalini와 Dalla-Valle (1996)에 의해 MSN(multivariate skew normal distribu-

tion)이 소개된 이후 비대칭 자료를 적합하기 위한 모형개발 노력이 계속되고 있다. 최근에는 MSN을

특수한 경우로서 포함하는 MST(multivariate skew t-distribution) 분포의 개발에 집중되고 있다. 정

규분포모형을 적합한 후 이상치들(outliers)을 식별하는 것은 중요한 작업으로 여겨져왔다. 물론 비대칭

자료를 위한 MST 모형의 적합 후에도 이상치의 식별은 여전히 중요하지만, 추가로 관심을 가져야할 관
측치들이 있다. 그것들은 MST의 어떤 임계영역에 위치한 관측치들이다. 이들은 MST의 밀도가 큰 부

분에위치하고있음에도이관측치들이이루는경계밖으로는관측치들이거의발생할수없음을알려주
는 중요한 역할을 한다. 이러한 이유로 본 논문에서는 이들을 “에지 관측치(edge observations)”라 부

를것이다. 본연구에서는이상치검출과아울러에지관측치식별을위한방법을제공할것이다.

Sahu등 (2003)은특별한모수계의한구성원으로서 MST를소개하였다. 이들의 MST는 Lin (2010)에

의해 혼합모형으로 확장되었다. 그리고 Pyne 등 (2009)은 Sahu 등 (2003)의 MST의 제약 버전을 소

개하였다. 최근 Lo 등 (2008)과 Lo와 Gottardo (2012)는 Bickel과 Docksum (1981)의 확장된 Box-

Cox 변환함수를바탕으로하는 MST이소개되기도하였다. 그러나본연구에서는 Lachos 등 (2010) 및

Cabral등 (2012)에서사용한 SNI족(skew-normal/independent family)의구성원으로서의MST를사

용할것이다.
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다음 절에서는 SNI-MST를 소개하고 EM 알고리즘에 의한 적합방법을 간략히 제공한다. 3절에서는 이

상치와에지관측치검출을위한이론적원리를제공한다. 4절에서는 AIS 자료를이용하여제안된검출

법의실효성을보인다. 5절에서는결론을정리하고몇가지사안에대한토론을제시하였다.

2. MST에 대한 검토

2.1. MST 모형

j번째임의표본인 p-변량벡터 Y j = (Y1j , . . . , Ypj)
T가

f
(
yj ;µ,Σ, δ, ν

)
= 2tp

(
yj ;µ,Σ, ν

)
T

(
rj

√
ν + p

ν +Dj
; ν + p

)
, j = 1, . . . , n (2.1)

와 같은 확률밀도를 가질 때, MST 분포를 따른다고 정의한다. 그리고 Y j ∼ STp(µ,Σ, δ, ν)으로 표

시하자. 여기서 tp( · ;µ,Σ, ν)는 위치모수와 척도모수가 (µ,Σ)이며, 자유도가 ν인 p-변량 t-밀도이며,

T ( · ; df)는 자유도가 df인 표준 단변량 t-분포함수를 나타낸다. 그리고 Dj = D(yj ;µ,Σ) = (yj −
µ)TΣ−1(yj−µ)으로서Mahalanobis거리제곱을나타내며, rj = r(yj ;µ,Σ, δ) = δTΣ−1/2(yj−µ)를

나타내며, δ = (δ1, . . . , δp)
T은 밀도의 치우침(skewness) 모수벡터를 나타낸다. 그리고 Θ는 모든 (중

복되지않는)모수를포함하는벡터를나타내기로하자.

식 (2.1)의 MST는 만약 ν → ∞이면 MSN이 되며, δ → 0이면 다변량 t-분포 밀도가 되고, 두 조건이

동시에만족하면다변량정규분포밀도로축소되는매우신축적인모형이다.

한편, 우도함수를알기쉽게나타내기위해식 (2.1)에서 δ∗ = Σ1/2δ/
√

1 + δT δ 및 Ω = Σ− δ∗δ∗T와

같은재모수화가필요한데, 이것은언제든지

δ =

(
Ω+ δ∗δ∗T )− 1

2 δ∗[
1− δ∗T (Ω+ δ∗δ∗T )− 1

2 δ∗
] 1

2

, Σ = Ω+ δ∗δ∗T (2.2)

와같이되돌릴수있다.

2.2. MST의 재표현 및 해석

Uj ∼ gamma (ν/2, ν/2)를따른다고할때,(
Zj

Y j

)∣∣∣∣Uj = uj ∼ N1+p

((
0

µ

)
,
1

uj

(
1 δ∗

δ∗T Σ

))
(2.3)

을 따른다고 하자. 이때 조건부 변량 Y j |(Zj > 0, Uj = uj)은 식 (2.1)의 밀도를 가지는 것으로 알려져

있다. 여기서 gamma(α, β)은평균이 α/β인감마분포를나타낸다.

식 (2.3)을 잠시 살펴보면 다음과 같은 해석이 가능하다. 즉, p-변량 Y j와 공분산이 cov(Xj ,Y j) =

δ∗인 (즉상관계수가 Σ−1/2δ∗인)어떤단변량확률변수 Zj를고려했을때, Zj가 0보다큰쪽으로절단

된영역에서 Y j의밀도는상관계수에비례하여치우침이발생하게된다. 여기서미관측변수 Zj를 “절

단변수”라 부르자. 절단변수의 절단점은 0으로서 분명하다. 만약 관측변수 Y j의 모든 변량이 Zj와 상

관계수 1을 가지면 p개의 각 절단점들 역시 어떤 한 점으로 분명하게 되며 대응하여 매우 큰 비대칭적

치우침이 발생하게 된다. 그러나 각각의 상관계수가 1보다 작아지면 치우침이 약화되다가 Zj가 Y j와

무상관이라면 Y j의밀도는치우침이발생하지않는다.
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식 (2.3)의관계는즉시다음과같은위계적구조로도나타낼수있다. 즉, Xj
def
= Zj |Zj > 0이라할때

Y j | (Xj = xj , Uj = uj) ∼ Np

(
µ+ δ∗xj ,

Ω

uj

)
(2.4)

Xj |Uj = uj ∼ HN
(
0, u−1

j

)
, (2.5)

Uj ∼ gamma
(ν
2
,
ν

2

)
, (2.6)

여기서 HN(µ, σ2)는 평균과 분산이 (µ, σ2)인 단변량 절반정규분포(half normal distribution)를 나타

낸다.

식 (2.4)를 보면 알 수 있듯이 uj와 xj는 각각 관측치 yj의 산포와 평균적 위치를 결정한다. 만약 ν →
∞이면 Uj = 1로 퇴화되어 Y j가 정규분포를 따르도록 하지만, ν가 작을때 uj는 0에 가까운 값을 취할

수있는데, 이경우관측치 yj가정규성에서벗어난관측치즉이상치가된다.

한편, 식 (2.4)의 µ + δ∗xj는 Xj에 대한 Y j의 회귀평면이라 할 수 있다. 이때 우리는 절단값 0에 가

까운 xj에 대응하는 관측치들이 yj 공간상에서 어떤 경계면을 이루게 될 것으로 기대할 수 있다. 만약

xj의 예측치 x̂j를 구할 수 있다면, 이 값이 0에 가까운 개체 j를 찾고 이에 대응하는 관측치 yj를 식별

할수있다.

이상으로부터우리는미관측자료인 uj와 xj의예측치를

ûj = E
(
Uj |yj , Θ̂

)
및 x̂j = E

(
Xj |yj , Θ̂

)
(2.7)

와 같은 조건부 기대값으로 구하여 이에 대응하는 관측치가 이상치인지 그리고 에지 관측치인지를 판별
할 것이다. 그런데 이에 대한 구체적 방법은 먼저 모형 적합을 위한 EM 알고리즘을 소개한 후에 다시

논의하도록하겠다.

2.3. EM 알고리즘

식 (2.4)–(2.6)의 조건부 관계로부터 완비자료 u = (u1, . . . , un)
T , x = (x1, . . . , xn)

T 및 y =

(yT
1 , . . . ,y

T
n )

T의로그-우도는

Lc (Θ|u, t,y) ∝ 1

2

n∑
j=1

{
log |Ω|+ uj

(
yj − µ− δ∗xj

)T
Ω−1 (yj − µ− δ∗xj

)}
−

n∑
j=1

{
log Γ

(ν
2

)
− ν

2
log
(ν
2

)
− ν

2
(log uj − uj)

}
(2.8)

와같이나타낼수있다. 이제 EM 알고리즘의 (k + 1)번째단계의 E-스텝에서완비자료의조건부기대

값 Q(Θ|Θ(k)) = EΘ(k) [Lc(Θ)|y]를 계산해야 한다. 이것은 식 (2.8)를 통해 알 수 있듯이 다음과 같은

몇가지의충분통계량에대한조건부기대값을계산해야하는문제이다. 즉,

u
(k+1)
j = EΘ(k)

[
Uj |yj

]
, (2.9)

(ux)
(k+1)
j = EΘ(k)

[
UjXj |yj

]
,(

ux2
)(k+1)

j
= EΘ(k)

[
UjX

2
j |yj

]
인데, 이 세 조건부 기대값은 Cabral 등 (2012)에서 명시적 형태로 주어져 있다. 이 기대값들을 바탕으

로 M-스텝에서 모수 Q(Θ|Θ(k))를 최대화함으로써 추정치 Θ(k+1)을 얻는다. 그리고 이 과정을 모수들
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이 수렴할 때까지 충분히 반복하여 최종적으로 추정치 Θ̂를 얻게된다 (M-스텝에 대한 구체적인 과정은
Cabral 등 (2012)나 Kim (2012)를참조하기바란다).

EM 알고리즘을 수행하면 식 (2.9)으로부터 ûj들을 추가적인 계산없이 얻을 수 있다. 그러나 x̂j =

EΘ̂[Xj |yj ]은 EM 알고리즘 수행 후에 계산해야 하는데 이것에 대해서는 다음 소절에서 자세히 설명

하겠다.

2.4. EΘ̂

[
Xj |yj

]
의 계산

Y j ∼ STp(µ,Σ, δ, ν)일때, 조건부확률변수 Uj |yj는

h(uj |yj) = g

(
u;
ν + p

2
,
ν +Dj

2

)
Φ

(
u

1
2
j rj

)
T−1

(
rj

√
ν + p

ν +Dj
; ν + p

)
(2.10)

의 확률밀도를 가진다 (Kim, 2012). 여기서 g(u;α, β)는 모수가 (α, β)인 감마분포 밀도이며 Φ(·)는
N(0, 1)의분포함수를나타내고, rj = mj/V인데mj = V 2δ∗T Ω−1(yj−µ), V 2 = (1+δ∗T Ω−1δ∗)−1를

각각나타낸다. 그리고 Cabral 등 (2012)에따르면조건부확률변수 Xj |(yj , Uj = uj)는

fx
(
xj |yj , uj

)
= ϕ

(
xj ;mj , u

−1
j V 2

j

)
Φ−1

(
u

1
2
j rj

)
, 0 < xj <∞ (2.11)

와 같은 확률밀도를 가진다. 여기서 ϕ(·;µ, σ2)은 N(µ, σ2)의 확률밀도이다. 식 (2.11)은 결국 N(mj ,

u−1
j V 2

j ) 분포의양으로의절단분포를의미한다.

이때

Xj |yj ∼ ttν+p

(
mj , V

2

[
ν +Dj

ν + p

]
; (0,∞)

)
(2.12)

이다. 즉, 조건부 확률변수 Xj |yj은 위치모수와 척도모수가 (mj , V
2[(ν +Dj)/(ν + p)])이며 자유도

ν + p인단변량 t-분포의양으로의절단분포를따른다. 이에대한증명은부록에수록하였다.

이제 Kim (2008)의 Theorem 3.1 혹은 Ho 등 (2012)의 Theorem 1에의해

x̂j = E
(
Xj |yj , Θ̂

)
= m̂j + V̂ 2

√
ν̂ + D̂j

ν̂ + p

(
ν̂ + p

ν̂ + p− 1

)
× κ̂j , j = 1, . . . , n (2.13)

단,

κ̂j =
1√

π(ν̂ + p)

Γ

(
ν̂ + p+ 1

2

)
Γ

(
ν̂ + p

2

) T−1

(
m̂j

V̂

√
ν̂ + p

ν̂ + D̂j

; ν̂ + p

)

과같이얻을수있다.

3. 실자료 예제

AIS(Australian Institute of Sport) 자료 (Cook과 Weisberg, 1994)는 자료집단의 비대칭성 때문에

치우친 분포 모형의 적합능력을 평가하는 벤치마킹 사례로 자주 이용된다. 이 자료는 100명의 여성과

102명의 남성 운동선수들의 11가지의 특성을 조사한 자료로서 우리는 이 중에 시각적 판정이 용이하도
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Figure 3.1. Results of Identification of Outliers and Edge Observations (<Symbols> black ⃝: observations, red

△: outlying observations, blue �: edge observations, contour: fitted density).

Table 3.1. Estimates of parameters and ûj and x̂j for a few observations

Parameters µ1 µ2 ω2
1 ω12 ω2

2 ν δ1 δ2

Female

Estimates 19.56 16.98 3.11 7.94 28.39 75.30 2.92 −0.11

Outlying Obs. 75 56 70 53 63

ûj 0.87 0.89 0.94 0.95 0.95

Edge Obs. 50 94 5 86 37

x̂j 0.16 0.18 0.19 0.19 0.20

Male

Estimates 21.82 5.78 2.22 0.08 0.02 3.63 8.80 23.00

Outlying Obs. 60 63 84 78 82

ûj 0.13 0.14 0.17 0.20 0.22

Edge Obs. 42 56 72 69 55

x̂j 0.03 0.03 0.05 0.06 0.08

록 두 가지 특성변량 BMI(body mass-index: Y1)과 Bfat(percentage of body fat: Y2)만을 사용할 것

이다.

Figure 3.1에 여성 집단 (a)과 남성 집단 (b) 자료들을 산점도(심볼 ⃝)로 나타내었다. 두 집단 모두 치

우침을 가지는 비대칭성을 보여주고 있는데, 등고선으로 표현된 2-변량 MST 분포로 잘 적합되고 있다

(참고로 여성집단과 남성집단에 대한 적합모형의 로그-우도는 각각 −514.1394 및 −441.4471였다). 그
리고 Table 3.1에 두 집단에 대한 MST 모형의 모수 추정치들과 함께 가장 작은 5개의 ûj와 x̂j 그리고
그에대응하는관측치의번호를제공하였다.

3.1. 이상치 진단

먼저 여성집단의 경우 자유도 추정치 ν̂ = 75.30로서 추정된 분포가 t-분포라기보다는 정규분포에 더 가
깝다. 대다수 ûj들이 거의 1에 가까운 값을 나타내었는데, 그 중 가장 작은 5개의 관측치의 ûj들은 각

각 0.87, 0.89, 0.94, 0.95, 0.95였다. 이는 0보다는 1에 가까운 값으로서 정규성을 넘어서는 이상치들이



1024 Seung-Gu Kim

라고 말할 수 없으며, 다만 대부분의 자료보다 상대적으로 중심에서 조금 멀리 떨어져 있는 자료임을 말

해주고있는것이다. 이것들은 Figure 3.1(a)에서빨간 △로표시되어있다.

반면 남성집단의 경우 가장 작은 5개의 ûj는 각각 0.13, 0.14, 0.17, 0.20, 0.22을 나타내었다 (Figure

3.1(b)의빨간 △). 특히처음 60, 63, 84번관측치는 t-분포가아닌정규분포하에서는발생할가능성이
거의 없는 것들로서 분명하게 이상치라고 판정할 수 있을 것이다. 실제로 남성집단의 자유도 추정치는

ν̂ = 3.63로서추정된밀도는매우두꺼운꼬리를가지고있는 t-분포임을말하고있다.

3.2. 에지 관측치 진단

여성집단과 남성집단에 대해 가장 작은 5개의 x̂j를 Table 3.1에 수록하였다. 그리고 이에 대응하는
관측치들을 Figure 3.1(a)–(b)에 파랑 �로 표시하였다. 이 관측치들은 일정한 경계를 형성하는데 적
합 등고선이 압축되어 나타난 임계영역과 아주 잘 일치하고 있음을 보여주고 있다. 특히 여성집단보

다 남성집단의 x̂j가 훨씬 작은데, 이것은 남성집단의 비대칭성이 훨씬 더 심하다는 것을 의미한다. 실

제로 Table 3.1에서 치우침 모수 추정치 (δ̂1, δ̂2)가 여성집단의 경우 (2.92,−0.11)인 반면 남성집단은

(8.80, 23.00)로서매우크다는것이이를확인해주고있다.

마지막으로 본 논문의 주제와는 다소 괴리가 있지만 흥미로운 관심거리 하나를 추가로 제공하면서 논
문을 마치도록 하겠다. 미지의 절단 전 확률변수 Z와 관측변수 (Y1, Y2)의 상관계수 추정치는 ρ̂ =

Σ̂
−1/2

δ̂
∗
로서 얻을 수 있는데, 그 결과는 다음과 같았다. 즉, 미지의 절단변수 Z는 여성 BMI와 거

Group BMI (Y1) Bfat (Y2)

Female
Z

0.95 −0.03

Male 0.36 0.93

의절대적인상관성이있고여성 Bfat와는무관한변수이며, 반대로남성 Bfat과는매우큰상관성이있
으며남성 BMI와는다소무관한변수로나타났다. 이러한변수 Z가절단이전제됨으로써 (BMI, Bfat)

자료의 비대칭성(즉 skewness)을 유발하고 있는 것이다. 스포츠 생리학자라면 아마 변수 Z가 무엇인지

금방알지도모른다.

4. 결론 및 토의

본 논문에서는 비대칭 자료에 대한 MST 모형적합 후 이상치 검출과 “에지 관측치”를 식별하는 방법을

제안하였다. 이들은 관측자료 yj에 대한 미관측 자료의 조건부 기대값 E(Uj |yj) 및 E(Xj |yj)으로 각

각예측한후이들이 0에가까운지검토하는것이다.

본 논문에서 제공한 이상치 검출방법은 McLachlan과 Peel (2000)에서 t-분포 적합에 관해 소개되었던
방법이다. 다만 본 논문에서는 skew t-분포 적합에도 이 방법이 유효함을 보인 것이다. 그러나 저자가
아는 한 에지 관측치 개념은 본 논문에서 처음 언급한 것으로서 방법 또한 처음일 것이라 사료된다. 비

대칭 자료의 적합에 대한 관심이 증가할수록 에지 관측치 식별에 대한 관심도 함께 커질 것으로 기대된
다.

이울러 제안된 에지 관측치 식별 기법은 MST 혼합모형으로 확장하여 시도해 볼 수 있을 것이다. 이때

군집화된그룹에서식별된에지관측치들은각군집의특성을밝히는데중요한역할을할것으로예상된
다. 이문제는본연구의향후과제이다.
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부록

식 (2.12)의 증명: 식 (2.12)를증명하기전에먼저다음성질을알아두자.

Lemma A.1 U ∼ gamma(α, β)를 따를 때, 임의의 p-차원 벡터 x에 대해

E
[
ϕ
(
x
√
U ;0,Σ

)
U

p
2

]
= t2α

(
x

√
α

β
;0,Σ

)(
α

β

) p
2

(A.1)

이다.

위 결과는 Lin (2010)의 Proposition 1에 주어진 등식의 양변을 x에 관해 미분하면 즉시 얻을 수 있다.

이제관측의첨자 j를떼고 r = m/V라쓰면서,

fx(x|y) =
∫ ∞

0

f(x, u|y)du =

∫ ∞

0

fx(x|y, u)h(u|y)du

= T−1

(
r

√
ν + p

ν +D
; ν + p

)∫ ∞

0

ϕ
(
x;m,u−1V 2) g(u; ν + p

2
,
ν +D

2

)
du

= T−1

(
r

√
ν + p

ν +D
; ν + p

)∫ ∞

0

u
1
2
2ϕ
(
u

1
2 (x−m); 0, V 2

)
g

(
u;
ν + p

2
,
ν +D

2

)
du

= T−1

(
r

√
ν + p

ν +D
; ν + p

)
E
[
ϕ
(
U

1
2 (x−m); 0, V 2

)
U

1
2

]
(A.2)

을얻을수있다. 여기서 p = 1인경우에대하여 Lemma A.1을이용하면,

fx(x|y) = T−1

(
r

√
ν + p

ν +D
; ν + p

)
tν+p

(
(x−m)

√
ν + p

ν +D
; 0, V 2

)(
ν + p

ν +D

) 1
2

= T−1

(
r

√
ν + p

ν +D
; ν + p

)
tν+p

(
x;m,V 2

[
ν +D

ν + p

])
, 0 < x <∞ (A.3)

을얻는다. 그런데 ∫ ∞

0

tν+p

(
x;m,V 2

[
ν +D

ν + p

])
dx = T

(
r

√
ν + p

ν +D
; ν + p

)
이므로, fx(x|y)은 ttν+p(mj , V

2[(ν +D)/(ν + p)]; (0,∞))의확률밀도임을알수있다.
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