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응력불변량으로 표현한 일반화된 Hoek-Brown 

파괴조건식의 등가 마찰각 및 점착력

이연규*, 최병희

Equivalent Friction Angle and Cohesion of the Generalized Hoek-Brown 
Failure Criterion in terms of Stress Invariants

Youn-Kyou Lee*, Byung-Hee Choi

Abstract Implementing the generalized Hoek-Brown failure criterion in the framework of the Mohr-Coulomb criterion 
requires the calculation of the equivalent friction angle and cohesion. In the conventional method based on the 
Balmer (1952)’s theory, the tangential instantaneous friction angle and cohesion are expressed in terms of the 
minimum principal stress  , which does not provide the information about the dependency of the equivalent 
parameters on the hydrostatic pressure and the stress path. In this study, this defect of the conventional method 
has been overcome by representing the equivalent parameters in terms of stress invariants. Through the example 
implementation of the new method, the influence of the magnitude of the hydrostatic pressure and the Lode angle 
on the tangential instantaneous friction angle and cohesion is investigated. It turns out that the tangential 
instantaneous friction angle is maximum when the stress condition is triaxial extension, while the tangential cohesion 
is maximum when the stress condition is triaxial compression. The dependency of the equivalent Mohr-Coulomb 
strength parameters on the hydrostatic pressure and the Lode angle tends to be more substantial for the favorable 
rockmass of larger GSI value.

Key words Equivalent friction angle, Equivalent cohesion, Generalized Hoek-Brown failure criterion, Stress invariants, 
Rock failure criteria

초  록 일반화된 Hoek-Brown 암반파괴조건식을 Mohr-Coulomb 파괴조건에 기초한 암반구조물 해석법에 적용시

키기 위해서는 등가 마찰각과 등가 점착력을 계산하는 과정이 필요하다. Balmer(1952)이론에 기초한 기존의 

접선 순간마찰각과 순간점착력 계산식은 최소주응력 의 함수로 표시되므로 등가 강도정수의 정수압 의존성 

및 응력경로 의존성을 이해하는 데 적합지 않다. 이 연구에서는 응력불변량을 이용하여 일반화된 Hoek-Brown 
식의 접선 순간마찰각과 순간점착력 계산하는 방법을 제시하여 기존의 방법이 갖는 단점을 극복하였다. 제시된 

방법을 이용한 예제 해석을 통해 접선 순간마찰각과 순간점착력의 정수압 의존특성 및 파괴곡면의 팔면체 단면

에서 Lode각의 의존성을 고찰하였다. 접선 순간마찰각은 삼축신장 응력조건에서 가장 크며, 접선 순간점착력은 

삼축압축 응력조건에서 가장 큰 것으로 나타났다. 접선 순간마찰각과 순간점착력의 정수압 및 Lode각 의존성은 

GSI 값이 큰 양호한 암반에서 상대적으로 큰 것으로 나타났다.

핵심어 등가 마찰각, 등가 점착력, 일반화된 Hoek-Brown 파괴함수, 응력불변량, 암석 파괴조건

1. 서 론

암석의 파괴조건식으로 널리 이용되고 있는 Mohr-Coulomb
식은 두 강도정수 마찰각(friction angle, )과 점착력

(cohesion, )으로 정의되며 파괴 면에 작용하는 수직응

력( )과 전단응력( ) 또는 파괴 시 최소주응력( )과 

최대주응력( )의 관계를 다음과 같은 선형함수로 가정
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한다.

  tan (1)

  sin
sin

sin
cos  (2)

그러나 다양한 암석시료에 대한 강도시험 자료에 의

하면 암석의 파괴강도는 Mohr-Coulomb 식과 같은 선

형 함수보다는 비선형 파괴함수에 의해 더 잘 예측할 

수 있는 것으로 나타났다. 방대한 실험실 삼축압축시험 

결과를 바탕으로 제안된 Hoek-Brown 경험식은 암석구

조물 해석에 활발히 활용되고 있는 대표적인 비선형 암

석파괴함수이며 파괴 시 과 의 관계를 다음과 같이 

정의한다(Hoek & Brown, 1980a,b).

    

  (3)

여기서 는 무결암의 일축압축강도이며 과 는 암반

의 강도정수이다. Hoek-Brown 경험식은 본래 취성파

괴 특성을 나타내는 암질이 우수한 경암을 대상으로 개

발되었으나 이 후 적용범위를 불량 암반까지 확장하기 

위해 여러 번의 개정(Hoek & Marinos, 2007)을 거쳐 

다음 식으로 표현되는 일반화된 Hoek-Brown 파괴조건

식(generalized Hoek-Brown failure criterion)(Hoek et 
al., 2002)으로 발전하였다.

   





 (4)

여기서 는 무결암의 일축압축강도이다. 일반화된 Hoek- 
Brown 파괴조건식 (4)에서 암반의 강도정수 ,  및 

는 현장의 지질조건을 정량화하기 위해 도입한 지질강

도지수(Geological Strength Index, GSI)(Hoek et al., 
1995)을 이용하여 다음 식으로부터 계산된다.

 exp
  (5a)

  exp
   (5b)

 





   (5c)

식 (5)에서 는 무결암의 강도정수이다. 한편 는 

발파손상과 응력이완의 영향을 반영하는 교란지수로서 

0(비교란)과 1(완전교란) 사이의 값을 갖는다.  인 

경우 일반화된 Hoek-Brown식은 본래의 Hoek-Brown 
식 (3)과 동일하다.

파괴강도 예측성능 측면에서 Mohr-Coulomb 파괴조건

식에 대한 비선형 Hoek-Brown 경험식의 우수성에도 불

구하고 여전히 많은 암반공학적 해석이 Mohr-Coulomb 
파괴조건식에 기초하여 작성된 수치해석 프로그램에 의

해 수행되고 있다. 전단강도감소법(shear strength reduc-
tion method)을 이용한 암반사면 안정해석이 대표적인 예

이다(Dawson et al, 1999; Fu & Liao, 2010). 그러나 

Hoek-Brown 파괴조건식의 등가마찰각(equivalent friction 
angle)과 등가점착력(equivalent cohesion)을 계산할 수 

있다면 Mohr-Coulomb 식에 기초한 해석코드에서 Hoek- 
Brown 암반의 파괴특성을 구현하는 것이 가능하다. Hoek 
(1990)은 Balmer(1952)의 이론을 활용하여 Hoek-Brown 
경험식에 대응하는 파괴포락선의 접선과 접선의 절편

으로부터 각각 등가마찰각과 등가점착력을 계산하는 

방법을 제시하였다. 그러나 Hoek(1990)의 방법은 접선

마찰각과 접선점착력을 파괴 시 주응력 과 의 관계

식으로 표시하므로 마찰각과 점착력의 정수압 의존성

과 팔면체 응력면(octahedral plane)의 파괴곡면 단면에

서 나타나는 응력경로 의존성을 명시적으로 표현할 수 

없다는 단점도 가지고 있다.
이 연구에서는 일반화된 Hoek-Brown 파괴식의 접선 

등가마찰각 및 등가점착력을 응력불변량으로 표시하는 

방법을 제시하였다. 제시된 방법에서는 접선 순간마찰

각 및 순간점착력을 응력불변량으로 표시함으로써 Mohr- 
Coulomb 강도정수의 정수압 의존성과 응력경로 의존 

특성의 기하학적 의미를 명확히 이해할 수 있게 하였다. 
또한 제안된 방법의 적용 예제를 통하여 정수압 크기의 

변화 및 파괴곡면의 횡단면에서 Lode각(Pietruszczak, 
2010)의 변화에 따른 등가 Mohr-Coulomb 강도정수의 

변화 특성을 고찰하였다.

2. 일반화된 Hoek-Brown 파괴조건식의 접선 
마찰각 및 점착력

Balmer(1952)에 의하면 Fig. 1과 같이 파괴 시 최대 

및 최소 주응력 과 으로 정의되는 Mohr원에 접하

는 파괴포락선은 다음 식으로 표시할 수 있다.

  

   (6)
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Fig. 1. Mohr envelope for the stress state at failure

 

  




  (7)

여기서 과 는 각각 파괴면에 작용하는 수직응력과 전

단응력이다. 또한 Fig. 1의 ⊿ABC로부터 tan 
임을 알 수 있으므로 파괴면의 경사각 는 다음 식을 

이용하여 계산할 수 있다.

tan




  (8)

따라서 Mohr 파괴포락선에 접하는 접선으로부터 구

해지는 접선 순간마찰각 와 순간점착력 는 다음 식

을 이용하여 구할 수 있다.

   (9)

   tan  (10)

한편 일반화된 Hoek-Brown 파괴조건식의 경우 식 

(4)로부터

   
 



 (11)



  

 

 

 (12)

이므로 파괴면에 작용하는 수직응력, 전단응력, 그리고 

파괴면의 경사각은 다음과 같이 표시할 수 있다.
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 (15)

따라서 일반화된 Hoek-Brown 파괴조건식의 접선 순

간마찰각과 순간점착력은 파괴 시 최소 주응력 의 함

수로 표시할 수 있음을 알 수 있다. 또한 파괴 시 과 

의 관계식인 파괴포락선은 를 매개변수로 한 식 (13)
과 식 (14)에 의해 정의됨을 알 수 있다. 한편  인 

경우 가 소거된 명시적  -의 관계식을 구하는 것

이 가능하다(Ucar, 1986).

3. 응력불변량으로 표현한 접선 순간마찰각 및 
순간점착력

암반구조물의 안정성 해석과정에서 다루는 3차원 응

력상태는 6개의 독립성분으로 구성된 2차 응력텐서로 

표시된다. 앞 절에서 유도한 일반화된 Hoek-Brown 파
괴조건식의 접선 순간 마찰각 및 순간점착력 계산식은 

최소주응력 의 함수로 표시되므로 수치해석 과정에

서 이 관계식들을 이용하기 위해서는 주응력 의 계산

이 선행되어야 한다. 또한 를 기반으로 한 접선 순간마

찰각 및 순간점착력 계산식은 정수압 크기의 변화에 따

른 Mohr-Coulomb 강도정수의 변화와 팔면체 응력면에

서 응력경로(stress path)의 차이에 따른 Mohr-Coulomb 
강도정수의 변화에 대한 정보를 제공하지 못하는 단점

도 가지고 있다. Balmer(1952)의 이론에 기초한 기존 

방법의 이러한 단점은 순간 접선마찰각 및 순간 점착력

을 응력불변량으로 표시함으로써 극복할 수 있다.
 ≥ ≥을 가정할 때, Fig. 2와 같은 주응력 좌표

계에서 주응력의 크기는 응력불변량 , , 를 활용하여 

다음과 같이 표시할 수 있다(Nayak & Zienkiewicz, 
1972).
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Fig. 2. Geometrical definition of stress invariants

Table 1. -independence of the tangential friction angle and cohesion in the generalized Hoek-Brown failure criterion (=80 
MPa, =10.0, s=1, a=0.54).

 (MPa)  (MPa)  (MPa)  (MPa)   (rad)   (MPa)  (deg)  (MPa)

5.0   5.0 108.98  68.693 0.000 84.900 43.118 17.860

5.0  25.0 108.98  80.240 0.182 78.027 43.118 17.860

5.0  45.0 108.98  91.787 0.391 74.174 43.118 17.860

5.0  65.0 108.98 103.334 0.612 73.815 43.118 17.860

5.0  85.0 108.98 114.881 0.825 77.000 43.118 17.860

5.0 105.0 108.98 126.428 1.013 83.322 43.118 17.860

 








 cos (16)

 








 cos

  (17)

 








 cos

  (18)

여기서  
 ,  , cos  

이다. 는 원점에서 팔면체면까지의 거리이며 정수압의 

크기 와 의 관계가 있다. 은 응력텐서 의 일

차불변량이다. 는 정수압축으로부터 응력상태 점 p까
지의 거리를 의미한다. 이 때 와 는 편차응력텐서 

   의 2차 및 3차 불변량이다. 팔면체면

에서 응력상태 점 p의 방향을 표시하는 Lode각 의 범위는 

≤≤이며, 삼축압축조건(  )의 경우   

이고, 삼축신장조건(   )의 경우   이다.
응력불변량 , , 를 이용하여 파괴함수를 표시하면 

주응력공간에서 파괴함수가 갖는 기하학적 의미를 명확

히 이해할 수 있다(Lee, 2011, 2012). 이 경우 는 정수

압축으로부터 와 로 결정된 응력경로를 따라 파괴곡

면에 이르는 거리를 의미한다. 식 (16)과 식 (18)을 식 

(4)에 대입하면 응력불변량 , , 로 표시한 일반화된 

Hoek-Brown 파괴조건식을 다음과 같이 얻을 수 있다.

 sin
 



 
  










cos

  (19)

파괴면에 작용하는 수직응력 및 전단응력 그리고 파괴

면의 경사각은 식 (18)을 각각 식 (13), (14), (15)에 대입

하여 , , 의 함수로 표시할 수 있고 이 결과를 이용하

여 식 (9)와 식 (10)으로부터 일반화된 Hoek-Brown 파
괴조건식의 접선 순간마찰각 및 순간점착력을 계산할 

수 있다. 이 때 파괴조건식 (19)가 응력불변량 , ,  
사이의 구속조건 역할을 한다. 식 (19)에서는  일 

경우에 한하여 를 와 의 양함수 형태로 다음과 같이 

표시할 수 있다(Lee, 2011, 2012). 


 sin

coscos sin   (20)

그러나 ≠0.5인 경우는 를 식 (20)과 같이 와 의 

명시적 함수로 표현할 수 없기 때문에 수치해석적 방법

을 적용하여 를 계산하였다.

4. 일반화된 Hoek-Brown 암반의 마찰각과 점착력의 

정수압 및 응력경로 의존성

4.1 중간주응력에 대한 독립성

일반화된 Hoek-Brown 파괴조건식 (4)는 중간주응력 

가 파괴강도에 미치는 영향을 고려하지 않는 2차원 
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Fig. 3. Dependence of friction angle on hydrostatic pressure 
and GSI

(a)

(b)

Fig. 4. Lode angle dependence of instantaneous friction angle; 
(a) GSI=20, (b) GSI=80

파괴조건식이므로 3절의 방법을 적용하여 구한 접선 순

간마찰각과 순간점착력 역시 중간주응력의 영향을 받

지 않는다. 강도정수 =80 MPa,   , s=1, a=0.54
와 =5 MPa를 가정하고 중간주응력의 크기 변화에 

따른 접선 순간마찰각과 순간점착력을 3절의 방법에 의

해 계산하고 이 결과가 중간주응력의 크기에 영향을 받

지 않음을 보였다. 가정한 조건에서 식 (4)에 의해 계산

된 파괴강도는 =108.98 MPa이다. 파괴응력조건에 

해당하는 응력불변량  , , 를 이용하여 구한 접선 순

간마찰각과 순간점착력은 의 크기에 관계없이 각각 

  , =17.860 MPa로 계산됨을 Table 1은 잘 

보여준다. 또한 중간주응력 의 변화에 따라 응력불변

량 , , 은 변화하지만 이 불변량들을 이용한 접선 순

간마찰각과 순간점착력 계산결과는 중간주응력 의 크

기에 영향을 받지 않음을 확인할 수 있다. 한편, 일반화

된 Hoek-Brown 파괴조건식과 같이 중간주응력이 강도

에 미치는 영향을 고려하지 못하는 파괴조건에서 파괴 

시 팔면체전단응력   
은     일 때 

최소가 되며 Table 1의 값 변화 양상은 이러한 사실을 

잘 뒷받침해준다.

4.2 정수압의 크기 및 GSI 값이 접선 순간마찰각과 

순간점착력에 미치는 영향

=10, =80 MPa, =0을 가정한 후 정수압의 크기

와 GSI 값의 변화가 일반화된 Hoek-Brown 파괴조건식

의 접선 순간마찰각에 미치는 영향을 살펴보았다. 3절에

서 제시한 방법을 적용하여 4가지 GSI 값(20, 40, 60, 
80)에 대해 정수압  의 변화에 따른 접선 순간마

찰각을 계산하였다. Fig. 3은 삼축압축조건(   , 
  )에서 순간마찰각을 정수압의 함수로 표시한 것으

로 정수압의 증가에 따라 지수함수적으로 마찰각이 감

소하고 있음을 보여준다. 이러한 마찰각 감소경향은 비

선형암석 암석파괴조건식의 공통된 특징이다. 정수압의 

크기가 낮은 범위에서 급격한 마찰각의 저하가 발생한
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(a)

(b)

Fig. 5. Lode angle dependence of instantaneous cohesion; 
(a) GSI=20, (b) GSI=80

다는 사실은 Mohr-Coulomb 강도식을 적용하여 천부 

암반구조물을 설계하는 경우 설계 마찰각의 선정에 신

중을 기해야함을 암시해준다. 정수압이 양수(압축)인 범

위에서는 GSI 값의 증가 즉, 암반의 양호성 증가에 따

라 순간마찰각도 증가하는 경향을 보인다.
Fig. 4는 GSI값이 20과 80인 암반에 대해 3가지 Lode

각 =, , 을 가정한 후 정수압의 변화에 따른 접선 

순간마찰각을 계산한 것이다. 이 때 =은 삼축압축조건

(  ), =은 순수전단조건(    ), 

=은 삼축신장조건(   )을 의미한다. 2가
지 경우 모두 Lode각의 증가에 따라 접선 순간마찰각

이 증가함을 볼 수 있다. 따라서 일반화된 Hoek-Brown 
파괴조건식으로부터 계산한 접선 순간마찰각은 응력조

건이 삼축신장조건을 만족할 때 가장 크게 계산되는 것

을 알 수 있다. 주어진 정수압 조건에서 Lode각의 증가

에 따른 접선 순간마찰각 증가율은 GSI 값이 80인 경

우가 20인 경우에 비해 크게 나타나고 있다. 이는 순간

마찰각의 Lode각에 대한 민감도가 상대적으로 불량한 

암반에서 작다는 것을 의미한다.
접선 순간점착력은 원점 부근을 제외한 압축 정수압 

영역에서 정수압의 증가와 함께 비선형적으로 증가하

는 것으로 나타났다(Fig. 5). 한편 곡선의 시점 부근에

서 관찰되는 최소 극점은 등가 Mohr 파괴포락선이 전

단강도 축을 지나는 응력조건에 해당하므로 이 최소 점

의 좌측에서는 정수압이 감소함에 따라 접선 순간점착력

은 증가한다. 접선 순간마찰각과는 반대로 순간점착력은 

Lode각의 증가에 따라 감소하며 삼축신장조건에서 최소

값을 나타내는 것으로 나타났다. 또한 순간마찰각의 경

우와 마찬가지로 GSI 값이 큰 양호한 암반에서 정수압 

증가에 대한 순간점착력 증가가 상대적으로 불량한 암반

의 경우에 비해 크게 나타나는 것을 알 수 있다.

4.3 파괴곡면의 횡단면에서 접선 순간마찰각과 순간

점착력의 변화

일반화된 Hoek-Brown 파괴조건식을 주응력좌표계에 

도시할 경우 파괴곡면은 정수압축을 중심축으로 하는 

볼록한 육각추 형태로 나타난다. Fig. 6은 삼축압축조건

(  )에서 파괴 시 의 값이 1이 되도록 세 위치(p=0, 
20, 100 MPa)의 파괴곡면 단면을 팔면체 단면에 투영

한 것이다. 추의 꼭지점 부근에 가까워질수록 단면형상

(octahedral section, 팔면체응력면에 나타나는 단면형

상)은 삼각형에 가깝고 정수압의 크기(p)가 증가함에 

따라 점차 정육각형에 가까워짐을 알 수 있다. 파괴곡

면의 꼭지점에 해당하는 정수압의 크기는  

이다. 육각형 형태를 이루는 각 변은 Mohr-Coulomb 
파괴조건식의 경우처럼 직선이 아니라 약간 볼록한 곡

선이라는 점을 주의할 필요가 있다(Lee & Bobet, 2012). 
GSI=20일 때는 정수압의 증가에 따라 빠르게 육각형 형

태에 가까워지는 것을 볼 수 있으며, GSI=80일 때는 정

수압의 증가에 따라 상대적으로 서서히 육각형 형태에 

가까워지고 있음을 잘 보여준다. 이는 GSI가 작은 불량

한 암반의 경우 낮은 정수압 범위에서 강도 비선형성이 

크게 나타남을 의미한다. 한편 동일한 정수압 크기를 갖
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(a)

(b)

Fig. 6. Projected shape of octahedral sections in the generalized 
Hoek-Brown criterion; (a) GSI=20, (b) GSI=80 

(a)

(b)

Fig. 7. Variations of intantaneous (a) friction angle and (b) 
cohesion in the octahedral plane

는 파괴곡면 단면에서 파괴 시 팔면체응력   


의 에 대한 이방성은  GSI 값이 큰 양호한 암반에서 

크게 나타나는 것을 보여준다.
Fig. 7은 정수압 p=60 MPa에 해당하는 파괴곡면 단

면에서 Lode각의 증가에 따른 접선 순간마찰각과 순간

점착력의 변화를 보여준다. 4.2절에서 논의한 바와 같

이 순간마찰각은 Lode각의 증가와 더불어 증가하는 반

면 순간점착력은 반대로 감소하는 경향을 보여준다. 두 

경우 모두 약간 비선형적 변화 형태를 보이며 변화의 

비선형성은 GSI 값이 커짐에 따라 증가함을 보여준다. 
또한 Lode각의 변화에 대한 순간마찰각과 순간점착력

의 변화율은 GSI 값이 커질수록 즉 암반이 양호할수록 

더 크다는 것을 보여준다. 이러한 결과는 Hoek-Brown 
암반의 파괴거동을 Mohr-Coulomb 파괴조건식을 채용

하여 해석할 경우 해석결과의 응력경로 의존성이 양호

한 암반의 경우에서 더 크게 나타날 가능성이 있음을 

암시한다.
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5. 요약 및 결론
 
Mohr-Coulomb 식은 다양한 암반구조물의 안정성 해

석과정에서 암반 파괴기준으로 널리 활용되고 있으나 

암석의 강도시험에서 흔히 관찰되는 강도 비선형성을 

고려할 수 없다는 단점이 있다. 이러한 단점을 극복하

기 위하여 1980년 비선형 Hoek-Brown 파괴식이 제안

되었으며 이후 수 회의 수정과정을 거쳐 오늘날의 일반

화된 Hoek-Brown 경험식으로 발전하였다. 그러나 사

용의 간편성 때문에 여전히 많은 암반공학적 해석이 

Mohr-Coulomb 파괴조건식에 기초하여 이루지고 있다. 
이에 따라 비선형 Hoek-Brown 파괴식의 등가 마찰각과 

등가 점착력을 계산한 후 Mohr-Coulomb 파괴조건식

을 적용하는 해석 틀 안에서 비선형 Hoek-Brown 파괴

식의 특성을 구현하려는 노력이 시도되었다. 등가 Mohr- 
Coulomb 강도정수 계산법 중 기존의 접선 순간마찰각 

및 순간점착력 계산법은 계산결과를 최소주응력 의 

함수로 표시하므로 접선 순간마찰각과 순간점착력의 

정수압 크기 의존성 및 응력경로 의존성에 대한 정보를 

제공하지 못하는 단점이 있다. 이 연구에서는 일반화된 

Hoek-Brown 파괴조건식의 접선 순간마찰각과 순간점

착력을 응력불변량으로 표시하여 기존의 방법이 갖는 

단점을 극복하였다.
제안된 방법에 의해 계산된 접선 순간마찰각은 정수

압 크기의 증가에 따라 지수함수적으로 감소하는 특징

을 보이며 순간점착력은 대부분의 압축정수압 영역에

서 포물선 형태의 증가를 나타내었다. 두 등가 강도정

수의 정수압 증가에 대한 변화율은 GSI 값이 큰 양호한 

암반에서 더 크게 나타났다. 파괴곡면의 횡단면에서 접

선 순간마찰각은 Lode각의 증가에 따라 비선형적으로 

단조 증가하며 접선 순간점착력은 단조 감소하는 것으

로 나타났다. 따라서 순간마찰각은 삼축신장조건에서 

가장 크게 계산되며 순간점착력은 삼축압축조건에서 

가장 크게 계산되는 것으로 나타났다. 팔면체 파괴단면

에서 두 강도정수의 Lode각에 대한 변화율 역시 GSI 
값이 큰 양호한 암반에서 크게 나타났다.

이상의 연구결과는 일반화된 Hoek-Brown 암반에 건

설되는 암반구조물의 안정성을 Mohr-Coulomb 파괴조

건을 적용한 해석 틀 안에서 평가하는 경우 응력조건에 

따른 적절한 마찰각 및 점착력 산정의 유용한 근거로 

활용될 수 있을 것으로 판단된다.
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