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기하 비선형성을 엄밀히 고려한

비선형 프레임-케이블요소의 정식화

Lagrangian Formulation of a Geometrically Exact Nonlinear Frame-Cable Element
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요  지

기하학적 비선형성을 고려한 두 개의 비선형 프레임요소의 co-rotational 정식화 과정을 제시한다. 운동학적으로 엄밀한 

첫 번째 프레임요소는 변형된 상태의 총 변형성분으로부터 부재력을 산정하며, 정확한 접선강성행렬을 적용한다. 아울러 

total Lagrangian 및 updated Lagrangian 정식화에 따른 첫 번째 요소의 엄밀한 접선강성행렬이 동일하다는 것을 보인다. 

이에 반하여 두 번째 프레임요소는 절점과 절점사이의 변형을 무시하고 직선으로 가정하여 근사적인 접선강성행렬을 산정

하고, 반복계산 시 증분변위로 부터 증분부재력을 구하여 총부재력을 산정한다. 두 개의 수치예제를 통해 첫 번째 프레임

요소가 기하비선형 거동을 추적하는데 있어서 더 정확하고 성능이 우수하다는 것을 입증한다. 특히 케이블부재의 비선형해

석 예제를 통하여 첫 번째 프레임요소가 휨강성을 고려한 케이블요소로 사용할 수 있음을 보인다. 

핵심용어 : 비선형성, 프레임요소, 휨강성을 고려한 케이블요소

Abstract

Two nonlinear frame elements taking into account geometric nonlinearity is presented and compared based on the Lagrangian 

co-rotational formulation. The first frame element is believed to be geometrically-exact because not only tangent stiffness matrices 

is exactly evaluated including stiffness matrices due to initial deformation but also total member forces are directly determined from 

total deformations in the deformed state. Particularly two exact tangent stiffness matrices based on total Lagrangian and updated 

Lagrangian formulation, respectively, are verified to be identical. In the second frame element, the deformed curved shape is 

regarded as the polygon and current flexural deformations in iteration process are neglected in evaluating tangent stiffness matrices 

and total member forces. Two numerical examples are given to demonstrate the accuracy and the good performance of the first 

frame element compared with the second element. Furthermore it is shown that the first frame element can be used in tracing 

nonlinear behaviors of cable members.

Keywords : nonlinear, frame elements, nonlinear behaviors of cable members
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1. 서    론

프레임구조는 교량 및 빌딩구조를 포함하여 구조공학의 다

양한 분야에서 가장 널리 사용되는 기본 구조시스템이라고 말

할 수 있다. 이러한 중요성 때문에 기하학적 비선형성을 고려

한 프레임의 정밀 유한요소해석법 개발과 관련한 무수히 많은 

연구문헌이 존재한다. Saafan(1963), Meek 등(1996)은 엄

밀한 비선형 프레임 해석법을 제시하였고, 김문영 등(1990)

은 증분부재력을 누적시키는 방법에 기초한 비선형 프레임 해

석법을 적용하였다. 최근에 Battini(2008)는 회전자유도가 

없는 평면 프레임요소를 제안하였으며, Santos 등(2010)은 

유연도에 기초한 엄밀한 비선형 프레임요소를 개발하였다.

이 논문에서는 전단변형은 무시하고 요소변형 형상이 축방

형으로 1차, 횡방향으로 3차 Hermitian 다항식의 변화곡선
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그림 1 프레임요소의 절점변위와 순수변형성분 그림 2 프레임요소의 절점력과 부재력 성분

을 따른다는 가정 하에 기하학적 비선형성을 엄밀하게 고려

한 두 개의 프레임요소의 co-rotational formulation을 제

시한다. 

첫 번째 비선형 프레임요소는 변형된 상태의 총 변형성분

으로부터 부재력을 산정하고, 휨변형에 의한 강성행렬효과

를 정확한 고려한 접선강성행렬을 적용한다. 아울러 total 

Lagrangian 및 updated Lagrangian 정식화에 따른 첫 

번째 요소의 엄밀한 접선강성행렬들이 부재좌표와 전체좌표

계의 변환을 고려하여 서로 일치함을 보인다. 

이에 반하여 두 번째 프레임요소는 휨변형을 인한 곡선형

상에 대하여 절점과 절점사이의 변형을 무시하고 직선으로 

모델링하며, 변형으로 인한 강성행렬을 무시한 근사적인 접

선강성행렬을 산정하고, 반복계산 시 증분변위로부터 증분부

재력을 구하여 총부재력을 산정한다. 

기하학적 비선형성이 강한 두 개의 수치예제를 통하여 첫 번

째 프레임요소가 비선형 거동을 추적하는데 있어서 더 정확하

고 효과적이라는 것을 입증한다. 특히 케이블부재의 비선형해

석 예를 통하여 첫 번째 프레임요소가 휨강성을 무시하거나 이

를 고려한 케이블요소로도 사용할 수 있음을 보인다. 

2. 비선형 프레임요소

이 장에서는 변위, 변형형상이 Hermitian 다항식에 근거

하는 비선형 프레임요소 이론 및 해석법을 제시한다.

2.1 기하 비선형성을 엄밀하게 고려하는 프레임요소

기하 비선형을 고려한 프레임요소는 많은 연구자들에 의해 

개발되었다. 이번 절에서는 Meek 등(1987)와 Souza(2000)

의 연구성과를 참조하여 엄밀한 변위기반의 프레임요소를 제

시한다. 프레임요소의 정식화 과정에서 절점변위는 유한한 큰 

값을 허용하지만 순수변형성분은 작다고 가정한다.

그림 1은 프레임요소의 초기상태에서의 변위성분 와 

변형된 상태 즉 co-rotational coordinate system 아래에

서 강체변위 후 변형성분 를 보여준다. 그림 1을 참고하여 

절점변위벡터는 다음과 같이 나타낼 수 있다.

      (1)

식 (1)의 절점변위는 식 (2)와 같이 3개의 강체변위성분

    과 식 (3a)에 나타낸 바와 같이 축방향변형 및 

양단 회전각으로 구성되는 3개의 순수변형성분 으

로 분리시킬 수 있다.

 


  


(2a,b)

    
     (2c)

 



























 
 

(3a)

여기서,

      (3b)

이고,      는 각각 요소 양단의 좌표, 는 초기

상태에서 요소의 무응력길이, 그리고 은 변형된 상태에서 

요소의 두 절점사이의 거리를 나타낸다. 는 요소의 강체회

전각을 표시하며, 이 후의 수식에서   는 각각 , 

 를 나타내는 것으로 한다.

그림 2는 프레임요소의 절점력과 부재력성분을 나타낸 것

이며 각각 다음과 같이 나타낼 수 있다. 

       (4a)
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    (4b)

여기서, 는 각각 축방향력과 양단에서 휨모멘트 성

분을 나타낸다.

또한, 부재력벡터 와 절점력벡터 사이의 평형관계식은 

그림 2로부터 식 (5)와 같이 얻을 수 있다. 

  (5a)

여기서,

 










     
     
     

(5b)

한편 Bowing effect와 효과를 고려하여 보-기둥 부

재의 부재력-순수변형 관계를 식 (6)과 같이 나타낼 수 있다.

 




 



 (6a)

  



  



  (6b)

  



  



  (6c)

이제 식 (5)와 식 (6)에 contragredience principle

 을 고려하면, 프레임요소의 증분 평형방정식은 

식 (7)과 같이 유도된다.

∆ ∆ (7a)

 








   (7b)

여기서,  = 전체좌표계에서의 접선강성행렬; 
  

및 

 각각의 자세한 결과식은 부록의 A1과 A2

로 제시한다.

식 (7b)의 강성행렬은 total Lagrangian 정식화에 근거

하여 일반적인 탄성강성행렬과 초기변형 및 초기부재력의 2

차효과를 고려한 엄밀한 접선강성행렬이라는 것에 유의해야 

한다. 이상의 결과에 근거한 Newton-Raphson 반복법은 다

음과 같이 나타낼 수 있다. 

1) 각 요소의 증분평형방정식 (7)으로부터 구조물 전체의 

평형방정식을 구성한다.

2) 증분방정식으로부터 증분변위를 구하고 각 요소의 총

변위벡터를 구한다.

3) 식 (2)와 (3)의 기하학적 관계식으로부터 각 요소의 

변형성분을 산정한다.

4) 식 (6)을 이용하여 요소의 부재력을 구하고, 이에 대

응하는 등가절점력을 결정한다.

5) 외력과 등가의 절점력의 차를 구하여 불평형력을 구하

고, 수렴조건을 적용하여 만족하지 않으면 반복계산을 

행한다. 

한편, 식 (7)의 total Lagrangian 정식화에 따른 접선강

성행렬은 updated Lagrangian 정식화에 근거한 접선강성

행렬과 Co-rotational coordinate의 변환행렬에 의한 텐서

변환관계에 있음을 보일 수 있다. 이를 위하여 부록의 식 A1

은 다음 세 개의 행렬의 합으로 표현할 수 있다. 

  
 

 
 (8a)


 














⋅ ⋅








 



(8b)


 











⋅ 








 





 



 




(8c)


 











⋅ ⋅ ⋅








 


(9d)

또한 식 (5b)과 부록식 A2는 각각 전체좌표계와 부재좌

표계사이의 변환행렬 을 이용하여 아래와 같이 행렬의 곱

으로 나타낼 수 있으며 세부사항은 부록 식 B1, C1과 같다.

 
 (10)

부록 식 B1에 나타난  는 부재좌표계에서 증분절점변위

와 증분변형사이의 적합행렬을 나타낸다. 식 (9)와 부록 식 

C1을 고려하면 식 (7b)는 좌표변환행렬 을 이용하여 다음

의 텐서변환식으로 나타낼 수 있다. 
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 
  (11)

식 (11)에 나타난      의 자세한 결과식은 부록에 

식 D1~D3로 첨부한다.

결론적으로 식 (11)의 세 행렬      는 updated 

Lagrangian 정식화에서 프레임요소의 접선강성행렬을 구성

한다는 것을 알 수 있다. 와 는 각각 프레임구조의 선형

탄성해석, 좌굴해석에 사용하는 탄성강성행렬과 기하강성행

렬에 해당하며, 는 초기변형 효과로 인한 강성행렬이다. 

 는 프레임요소를 이용한 프렘임구조의 기하학적 비선형해

석 시 Newton-Raphson 반복계산의 수렴성에 중요한 영향

을 끼치며, 아치구조물처럼 곡선구조의 경우에  를 통하여 

초기 곡선형상이 강성행렬에 미치는 영향을 정확히 고려할 

수 있다.

2.2 기하 비선형성을 근사적으로 고려하는 프레임요소

프레임구조는 구성하고 있는 개별 부재의 초기형상이 직선 

형태라 하더라도 하중에 의해 변형된 상태는 곡선이 된다. 

통상적인 비선형 해석은 그림 3에서와 같이 한 개의 부재를 

여러 개의 직선 프레임요소로 모델링하고, 실제로는 곡선요

소이지만 이를 무시하고 초기부재력을 받는 절점과 절점사이

를 직선으로 가정하는 프레임요소로 간주하고 접선강성행렬

을 산정한다. 또한 비선형 반복계산 시 증분변위에 의한 증

분부재력을 산정하고, 이전 반복계산에서 구한 부재력에 더

하여 총부재력을 결정한다.

따라서 변형된 상태에서 프레임요소의 곡선형상을 무시하

고 절점사이를 직선으로 가정하면 식 (12)와 같이  항을 

무시한 접선강성행렬을 산정할 수 있다.

 ≅
  (12)

그리고 각각의 반복계산에서 증분변위로부터 식 (13)와 

같이 순수변형의 증분을 구하고 

  (13a)

  (13b)

  (13c)

여기서,

    (13d)

식 (14)를 이용하여 증분부재력을 구하고 최종적으로 총

부재력을 산정한다. 

 





 



(14a)
  




 



  (14b)

  



 



  (14c)

이 해석법에 근거한 계산알고리즘은 다음과 같다.

1) 초기변형에 의한 강성행렬을 무시한 요소의 증분평형방

정식 식 (12)로부터 구조물 전체의 평형방정식을 구성

2) 증분방정식으로부터 증분변위를 구하고, 식 (13)으로 

요소의 증분변형벡터를 구한다.

3) 식 (14)를 이용하여 요소의 증분부재력을 구하고 이 

전 부재력을 더하여 총부재내력을 산정한다. 또한 이

에 대응하는 등가절점력을 결정한다.

4) 외력과 등가의 절점력의 차를 구하여 불평형력을 구하

고, 수렴조건을 적용하여 만족하지 않으면 반복계산 수

행한다.

3. 수치해석 예

이 연구에서 제시한 두 개의 프레임 요소이론 즉, 엄밀한 

프레임요소와 근사적인 프레임요소을 적용하기 위하여 기하 

비선형 유한요소해석 프로그램을 개발하였다. 3.1절에서는 

개발된 프로그램을 이용하여 자유단에 횡하중 및 모멘트하중

을 받는 캔틸레버 보에 대한 해석예제를 제시하고 두 요소의 

거동을 비교, 분석한다. 또한 3.2절에서는 등분포하중을 받

는 휨강성을 갖는 케이블부재의 처짐거동을 비교한다.

3.1 자유단에 집중하중을 받는 캔틸레버

그림 3에서 보는 바와 같이 자유단에 횡하중과 휨모멘트

가 각각 작용하여 대변형을 일으키는 구형단면을 갖는 캔틸

레버 보를 생각한다. 여기서 와 는 각각 1m, 은 12m, 

그리고 탄성계수 는 30×106N/m2를 적용한다. 이때 횡하

중 는 하중증분법을 사용하여 10단계에 걸쳐서 재하되었으

며, 모멘트하중 을 20단계에 걸쳐 재하한다. 

표 1은 횡하중이 작용하는 경우에 비선형 해석결과를 하

중파라미터와 보의 길이로 나눈 무차원화된 자유단의 수직처
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f 엄밀해

ABAQUS

FRAME2D

엄밀한 

프레임요소

근사적인

프레임요소

4요소 8요소 4요소 8요소 4요소 8요소

1.0 0.302 0.302 0.303 0.302 0.302 0.305 0.303

2.0 0.493 0.495 0.495 0.494 0.494 0.498 0.496

3.0 0.603 0.607 0.606 0.604 0.604 0.608 0.606

4.0 0.670 0.675 0.674 0.671 0.671 0.676 0.673

5.0 0.714 0.720 0.718 0.716 0.716 0.720 0.717

6.0 0.745 0.752 0.750 0.747 0.747 0.752 0.748

7.0 0.767 0.776 0.774 0.770 0.770 0.776 0.772

8.0 0.785 0.795 0.792 0.788 0.789 0.794 0.790

9.0 0.799 0.810 0.807 0.803 0.803 0.809 0.804

10.0 0.811 0.822 0.819 0.815 0.815 0.821 0.817

표 1 캔틸레버 보 자유단에 횡하중을 받을 때의 

하중-무차원화된 연직처짐( )

  ⋅   ⋅
          ⋅

그림 3 자유단에 횡하중과 모멘트하중을 받는 캔틸레버

f 엄밀해

ABAQUS

FRAME2D

엄밀한 

프레임요소

근사적인 

프레임요소

4요소 8요소 4 요소 8 요소 4 요소 8 요소

0.2 0.3040 0.3043 0.3040 0.3038 0.3039 0.3073 0.3037

0.4 0.5499 0.5521 0.5504 0.5497 0.5498 0.5556 0.5506

0.6 0.6945 발산 발산 0.6944 0.6944 0.6998 0.6945

0.8 0.7198 발산 발산 0.7197 0.7198 0.7220 0.7174

1.0 0.6366 발산 발산 0.6365 0.6366 0.6340 0.6312

1.2 0.4799 발산 발산 0.4797 0.4799 0.4723 0.4724

1.4 0.2976 발산 발산 0.2974 0.2976 0.2871 0.2906

1.6 0.1375 발산 발산 0.1373 0.1375 0.1281 0.1340

1.8 0.03377 발산 발산 0.0337 0.0338 0.0313 0.0366

2.0 0.0000 발산 발산 0.0000 0.0000 0.0100 0.0102

2.2 0.02763 발산 발산 0.0275 0.0276 0.0539 0.0441

2.4 0.09164 발산 발산 0.0910 0.0916 0.1343 0.1113

2.6 0.1603 발산 발산 0.1586 0.1602 0.2067 0.1788

2.8 0.2057 발산 발산 0.2027 0.2055 0.2639 0.2189

3.0 0.2122 발산 발산 0.2080 0.2120 0.2657 0.2175

3.2 0.1799 발산 발산 0.1752 0.1797 0.2250 0.1772

3.4 0.1226 발산 발산 0.1183 0.1223 0.1370 0.1143

3.6 0.06109 발산 발산 0.0583 0.0610 0.0659 0.0521

3.8 0.01600 발산 발산 0.0151 0.0160 0.0143 0.0115

4.0 0.0000 발산 발산 발산 0.0000 0.0031 0.0043

표 2 캔틸레버 보 자유단에 모멘트하중을 받을 때의 

하중-무차원화된 연직처짐( )

f 엄밀해
엄밀한 프레임요소 근사적인 프레임요소

4 요소 8 요소 4 요소 8 요소

0.8 0.71978 0.7198 0.7198 0.5499 0.5643

1.6 0.13747 -0.1372 0.1375 0.7198 0.6770

2.4 0.09164 -0.3852 0.09142 0.4799 0.3892

3.2 0.17994 발산 0.1797 0.1375 발산

4.0 0.0000 발산 발산 0.00000 발산

표 3 하중증가폭을 크게 한 경우에 모멘트하중을 받는 

캔틸레버 보의 하중-연직처짐

짐 관계로 나타낸 것이다. 이때 해석결과는 타원체 적분형태

의 엄밀해(Timoshenko, 1970)와 보를 4요소 8요소로 각

각 모델링하였을 때 두 가지 유한요소법 즉, 엄밀한 보요소

와 근사적인 보요소를 적용한 비선형 해석법을 적용하여 얻

어진 결과와 ABAQUS Frame2D 요소를 적용한 비선형 해

석결과이다. 표 1에서 보는 바와 같이 엄밀해와 비교하여 엄

밀한 프레임요소가 정밀도 높은 결과를 보였지만 근사적인 

프레임요소와 ABAQUS Frame2D의 결과차이는 크지 않음

을 알 수 있다.

한편 그림 3에서 휨모멘트 하중이 작용하는 경우에는 크

기가 증가함에 따라 직선 캔틸레버 보가 점차반경이 작는 원

호형태의 처짐형상을 보인다. 특히 이 예제는 모멘트하중 만 

작용하기 때문에 전단력이 영이고 따라서 전단변형이 전혀 

발생하기 않는다. 결과적으로 대변위하에서 처짐곡선이 곡률

반경이 일정한 원호형태를 가지며, 엄밀해를 다음과 같이 유

도할 수 있다.

       (15)

표 2는 자유단에 모멘트하중이 작용하는 경우에 비선형 

해석결과를 하중과 자유단의 처짐을 무차원화하여 나타낸 것

이다. 엄밀해와 비교하여 엄밀한 프레임요소가 근사적 프레

임요소보다 월등히 정확도가 높은 해석결과를 보이는 것을 

관찰할 수 있다. 또한 ABAQUS Frame2D 요소의 경우에

는 하중크기가 일정수준 이상 크게 증가하면 수렴하지 않는 

결과가 발생하며 특히 표 2에서 하중계수 f가 2.0과 4.0의 

경우는 각각 극단적으로 큰 휨변형이 발생하여 단일 원과 이

중의 원이 되는 경우이다. 이때 수직처짐은 정확이 영이 되

며 엄밀한 프레임요소가 이것을 정확히 예측하고 있음을 알 

수 있다.

또한, 표 3은 표 2의 경우와 동일한 조건 하에서 하중 증

가폭 만을 4배로 증가시켜서 모멘트 하중을 받는 캔틸레버 

보의 해석결과를 나타낸 것이다. 표에서 알 수 있는 바와 같
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 요소유형
단면 2차모멘트 

1.0*I 0.8*I 0.6*I 0.4*I 0.2*I 0.1*I 0.001*I

780

(kN)

엄밀한 프레임요소

4 요소, 1 step 1.2477 1.2481 1.2486 1.2490 1.2494 1.2496 1.2498

8 요소, 1 step 1.2476 1.2480 1.2484 1.2489 1.2493 1.2495 1.2497

16요소, 1 step 1.2476 1.2480 1.2484 1.2489 1.2493 1.2495 1.2497

근사적 프레임요소
8 요소, 1 step 1.247 1.248 1.248 1.249 1.249 1.249 1.249

8 요소, 5 step 1.248 1.248 1.248 1.249 1.249 1.250 1.250

탄성현수선케이블 이론해 1.2497

78

(kN)

엄밀한 프레임요소

4 요소, 1 step 11.672 11.709 11.745 11.782 11.818 11.836 11.853

8 요소, 1 step 11.645 11.681 11.717 11.753 11.789 11.807 11.825

16요소, 1 step 11.629 11.665 11.700 11.736 11.771 11.789 11.807

8 요소, 1 step 11.651 11.684 11.717 11.750 11.782 11.798 11.814
근사적 프레임요소

8 요소, 5 step 11.675 11.711 11.747 11.783 11.819 11.838 11.856

탄성현수선케이블 이론해 11.804

29.25

(kN)

엄밀한 프레임요소

4 요소, 1 step 24.450 24.610 24.774 24.943 25.117 25.206 25.291

8 요소, 1 step 24.245 24.402 24.561 24.723 24.888 24.973 25.062

16요소, 1 step 24.202 24.359 24.519 24.680 24.845 24.929 25.013

근사적 프레임요소
8 요소, 1 step 24.22 24.363 24.506 24.648 24.790 24.902 24.918

8 요소, 5 step 24.267 24.423 24.580 24.740 24.905 24.990 25.085

탄성현수선케이블 이론해 25.000

7.8

(kN)

엄밀한 프레임요소

4 요소, 1 step 37.839 38.301 38.833 39.475 40.299 40.822 41.450

8 요소, 1 step 37.512 37.957 38.461 39.057 39.823 40.343 41.174

16요소, 1 step 37.460 37.908 38.414 39.100 39.768 40.269 41.004

근사적 프레임요소 
8 요소, 1 step 발산 발산 발산 발산 발산 발산 발산

8 요소, 5 step 37.561 37.994 38.484 39.064 39.811 40.323 41.150

탄성현수선케이블 이론해 40.991

표 4 수평장력과 단면 2차모멘트 변화에 따른 중앙새그(m)의 결과 비교

그림 4 수평장력을 받는 단순지지 케이블 부재

이 근사적인 프레임요소는 불안정한 수렴거동을 보이고 있을 

뿐만 아니라 수렴하는 경우에도 매우 부정확한 해를 주는 반

면에 엄밀한 프레임요소는 상대적으로 안정한 수렴결과를 보

이고 수렴이 되는 경우에 엄밀해에 매우 근접하는 결과를 나

타냄을 알 수 있다.

3.2 등분포하중 재하 시 케이블의 기하 비선형 거동

207Gpa, 0.01m2,  7.9577×10-6m4

그림 4에서 보는바와 같이 수평장력 가 작용하고, 등분포

하중 가 작용하는 단순지지된 케이블 부재를 생각한다. 탄

성계수 및 단면적 그리고 등분포하중의 크기는 그림에 나타내

었으며, 두 개의 비선형 프레임요소를 이용하여 수평장력과 

단면 2차모멘트의 변화에 따른 중앙 새그에 대한 매개변수 해

석을 수행한다. 이때 기준이 되는 값은 단면적 를 원형단

면으로 간주하였을 때 환산한 값으로 그림 4에 표시한다. 

표 4는 엄밀한 프레임요소와 근사적 프레임요소 개수의 

변화, Newton-Rhapson 반복법에서 등분포하중의 분할 재

하방식(5step은 등분포하중을 5단계로 분할하여 재하)에 따

른 새그 해석결과를 비교하여 제시한 것이다. 여기서 탄성현

수선케이블(elastic catenary cable) 이론해는 휨강성이 영

인 경우에 엄밀해 결과를 나타낸다. 또한 엄밀한 프레임요소

의 경우는 하중의 분할 재하방식에 상관없이 동일한 결과를 

주기 때문에 요소 수 증가에 따른 1step의 해석값 만을 표시

한 반면에 근사적 프레임요소의 경우는 1step, 5step의 값

을 나타낸다.

표에서 보는 바와 같이 단면 2차모멘트가 감소하여 영에 

접근하고, 수평장력이 작아서 새그가 매우 커지는 경우에도 

엄밀한 프레임요소는 매우 안정적인 해석결과를 보여줄 뿐만 
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아니라 ECCT 값에 점차 수렴하는 것을 관찰할 수 있다. 다

만 2차모멘트가 0.001*I, 수평장력이 7.8kN인 경우에 작은 

양(16요소, 0.03%)이지만 엄밀한 프레임요소 결과보다 큰 

것은 등분포하중을 등가 집중하중으로 치환하여 해석하기 때

문인 것으로 판단된다.

4. 결    론

전단변형은 무시하고 절점변위와 요소변형 형상이 국부좌

표계에서 축방형으로 1차, 횡방향으로 3차 Hermitian 다항

식의 변화곡선을 따른다는 가정 하에 기하학적 비선형성을 

엄밀하게 고려한 두 개의 프레임요소 즉, ‘엄밀한 프레임요소’

와 ‘근사적 프레임요소’의 co-rotational formulation을 제

시하고 두 가지 수치해석 예제를 통하여 엄밀한 프레임요소

의 정확성 및 유용성을 보였다. 이 연구를 통하여 얻은 결론

을 요약하면 다음과 같다. 

1) 운동학적으로 ‘엄밀한 프레임요소’는 변형된 상태의 총 

변형성분으로부터 부재력을 구하고, 휨변형에 의한 강

성효과를 정확히 고려한 접선강성행렬을 산정한다. 또

한 부재좌표와 전체좌표계의 변환행렬을 고려하면 

total Lagrangian 및 updated Lagrangian 정식화

에 따른 요소 각각의 접선강성행렬들이 서로 일치한다.

2) 한편 ‘근사적 프레임요소’는 절점사이의 휨변형을 인한 

곡선형상을 무시하고 직선으로 간주하여 요소의 접선

강성행렬과 증분변형 그리고 부재력을 산정한다. 

3) 기하학적 비선형성이 강한 수치예제를 통하여 두 요소

의 역학적 성능을 비교한 결과, ‘엄밀한 프레임요소’가 

기하 비선형성이 매우 강한 구조물의 비선형 거동을 

추적하는데 있어 훨씬 더 정확하고, 수렴성이 좋으며, 

그리고 우수한 성능을 나타내었다. 

4) 특히 휨강성이 영인 케이블부재의 비선형해석에서 ‘엄

밀한 프레임요소’가 충분히 정확한 결과를 보였으며 매

우 작은 휨강성을 갖는 케이블 정착부등의 국부적인 

휨거동을 조사하는데 유용하게 사용될 수 있다고 판단

된다.
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