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요 약

본논문에서는점근적으로최적인두가지의무작위화함수인일라이어스(Elias) 함수와 페레즈(Peres) 함수의

장단점을고려한하이브리드무작위화함수를제안한다. 무작위화함수는편향성이있는무작위수의공급원으로부

터 균등한 무작위수를 생성하는데 쓰이는알고리즘을 수학적으로추상화한 것이다. 일라이어스 함수와 페레즈 함

수는입력의길이가무한으로증가함에따라그출력효율성이정보론적한계치에다가간다. 특히, 일라이어스함수

는주어진 (유한의) 입력길이에대해최적인무작위화함수이다. 그러나 그계산은간단하지않고, 주어진 입력길

이에의존한다. 반면, 페레즈 함수는정해진입력의길이에대해출력효율이최적이지는않으나, 점근적으로는최

적이고, 간단한 재귀식에의해정의되어서그계산이매우간단하고적은메모리를필요로한다. 이러한 계산복잡

도와 출력효율에 대한 두가지 무작위화 함수의 장단점에주목하여, 각각의 장점을 고려한 하이브리드 무작위화 함

수를 제안하고 이를 분석한다.

▸Keywords : 무작위화함수, 일라이어스 함수, 페레즈 함수, 무작위수 생성

Abstract

Proposed is a hybrid randomizing function using two asymptotically optimal

randomizing functions: Elias function and Peres function. Randomizing function is an

mathematical abstraction of producing a uniform random bits from a source of

randomness with bias. It is known that the output rate of Elias function and Peres

function approaches to the information-theoretic upper bound. Especially, for each fixed

input length, Elias function is optimal. However, its computation is relatively
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complicated and depends on input lengths. On the contrary, Peres function is defined

by a simple recursion. So its computation is much simpler, uniform over the input

lengths, and runs on a small footprint. In view of this tradeoff between computational

complexity and output efficiency, we propose a hybrid randomizing function that has

strengths of the two randomizing functions and analyze it.

▸Keywords : randomizing function, Elias function, Peres function, random number

generation

I. 서 론

무작위수(random number)는 시뮬레이션, 암호, 컴퓨터

알고리즘, 수치해석 등, 정보화된 현대사회의여러분야에중

요하게 쓰인다. 무작위수는 컴퓨터가 광범위하게 쓰이기 전

에도, 예컨대, 동전이나 주사위던지기의 형태로 생성되어 쓰

였지만, 컴퓨터에 의한 고속의 기계적 계산이 가능해지고 따

라서 컴퓨터가 인류의 여러가지 지적, 문화경제적 생활에 필

수불가결하게 쓰임에 따라서 새로운 쓰임새가 계속 생겨나고

있고, 그에 걸맞게 고속, 대량으로 생성되어 소비되고 있다.

무작위수는그생성(generation)의관점에서크게유사무

작위수(pseudorandom number)와 진성무작위수(true

random number)로 나눈다. 유사무작위수는 "무작위수"라

는 용어에 이율배반적일 수 있으나, 정해진 알고리즘에 의해

생성된다는점때문에, 그통계적성질이미리잘연구되어져

서 그 쓰임새에 적합하도록 설계할 수 있고, 또한 컴퓨터의

속도만큼 빠르게 대량으로 생성할 수 있고, 무엇보다도 재생

성(reproduce)할수있다는것이장점이다[1]. 그래서유사

무작위수는 주로 시뮬레이션이나 무작위 알고리즘

(randomized algorithm) 연구등에주로쓰인다. 유사무작

위수에 대한 관심과 그 연구는 현대적 컴퓨터의 발명에 즈음

하여 활발해졌는데, 이는 컴퓨터에 의한 고속의 계산과 정보

처리가 가능해짐에 따라 이러한 용도에 무작위수가 대량으로

필요하게 되었다는 점을 생각하면 자연스런 일이다.

반면, 진성무작위수는 생성자가 제어할 수 없는 공급원

(source)으로부터 만들어 진다. 예컨대, 우주공간으로 부터

감지되는 방사선, 전기저항의 열잡음(thermal noise), 그리

고동전이나주사위던지기도진성무작위수의공급원이될수

있다. 진성무작위수는재생성이가능하지않고, 유사무작위수

에 비해 대량으로 생성하기 쉽지 않다. 따라서 무작위수를

필요로 하는 시뮬레이션 등에는 쓰기가 좋지 않다. 특히 통

계적 특성을 제어하기 쉽지 않기 때문에 확률통계적 특성이

중요한 몬테카를로 시뮬레이션과 같은 분야에는 쓰기가 좋지

않다.

하지만 이러한 유사무작위수의 장점에도 불구하고 유사무

작위수를쓸수없는응용분야도있다. 그중가장중요한것

이 암호이다. 현재 쓰이는 거의 모든 암호 프로토콜은 무작

위수를 사용하는데, 예를 들면 암호화를 위한 키생성에 무작

위수를 필요로 한다. 유사무작위수는 고정된 알고리즘에 의

해 생성된다는 사실때문에 예측이 가능하고 이는 암호시스템

에치명적이다. 또한진성무작위수는유사무작위수를컴퓨터

에 의해 대량으로 생성할 때 그 씨드(seed)로써 쓰인다.

진성무작위수는그생성법의특성상통계적성질을제어하

기쉽지않다. 예를들면, 데스크탑컴퓨터에장착할수있게

만들어진 인텔의 무작위수 생성기는 전기저항의 온도에 따른

미시적 가변성에 기반하여 0과 1의 열(sequence)을 생성하

는데, 그 비율이같지않아서보정을해 주어야한다[2]. 또

한, 그 비율이같지않을뿐만아니라, 온도등의물리적상황

이 변함에 따라서 그 비율 자체도 일정치 않을 수 있음을 예

상할 수 있다. 무작위수의 균등성(uniformity)은 암호와 같

은응용분야에서도중요한데, 만약암호에쓰이는무작위수가

편향되어(biased) 있다면, 이 성질이 그 암호체계를 공격하

는데 쓰일 수 있다.

무작위화함수는 이러한 진성무작위수 공급원의 수학적 모

델중 가장 간단한 베르누이 공급원(Bernoulli source)으로

부터 균등한 분포를 가지는 무작위수를 생성하는 알고리즘의

수학적 추상화이다. 이 논문에서는 출력효율의 입장에서 점

근적으로 최적(asymptotically optimal)인 일라이어스 함

수와페레즈함수의장단점을고려한하이브리드무작위화함

수를 제안하고 분석한다.

II장에서는 무작위화 함수를 소개하고, 이 논문에서 다루

게 되는 두 무작위화 함수인 일라이어스 함수와 페레즈 함수

에 대한 기본적 사실들을 설명한다. III장에서는 위 두 함수

를 이용한 하이브리드 함수를 제안하고, 제안한 함수가 무작
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위화 함수임을 보인다. 또한, 출력효율을 계산하기 위한 재

귀식을도출하고이를이용하여입력길이에대한정확한출력

효율을 계산하여 일라이어스 함수와 페레즈 함수의 출력효율

과 비교한 결과를 제시한다.

II. 배경 및 관련 연구

1. 무작위화함수

폰노이만(von Neumann)은 1951년에 편향(bias)이 있

는동전으로부터편향이없는(unbiased) 동전을얻는, 즉각

각의 확률이 1/2인 무작위 비트(random bits)를 생성하는

아주 간단한 방법을 제시한다[3]. 그 방법은 다음과 같다.

먼저던지기를 1회시행하면나올수있는사건은앞면()과

뒷면()이고, 각각의확률은 와  라하자. 이동

전을 연속으로두번던지는독립시행을한다면다음과같은

네 가지 사건이 생길 수 있고 각각의 확률은 다음과 같다.

Pr    Pr   Pr    Pr    (1)

연속으로앞면()이나뒷면()이나오면그결과를무

시한다. 그리고 앞면과 뒷면이 번갈아 ( 또는 ) 나

오면 그 각각의 출력을 0과 1로 한다. 이 때 출력 0과 1은

발생 확률이 로 같아 편향없는 무작위수가 된다.

이 아이디어를 일반화하고 추상화하여, 무작위화 함수

  →는 길이 인 입력을 편향이 있고 독립

인공급원으로부터받아서각비트가편향없고독립인이진수

열(binary sequence)을 그함수값으로가진다[4, 5]. 예를

들어, 함수   
→을 다음과 같이 정의하자:

          

여기서 는 길이가 0인 문자열, 즉 빈 문자열(empty

string)이다. 그러면 이 함수는무작위화함수인데, 위에 설

명한폰노이만의방법에대응한다. 이함수를폰노이만함수

라 부르기로 하자.

위에서 가정한 무작위수의 공급원, 즉 개별시행이 독립이

고 각 시행에서의 편향이 동일한 공급원을 베르누이 공급원

(Bernoulli source)이라 한다. 아래의 논의에서는 항상 베

르누이공급원을가정하고, 이진수열 ∈는베르누이
공급원으로부터 개의 비트를 독립적으로 뽑은 것으로 가정

한다. 그리고 따로 정하지않는한, 우리가 논의하는 베르누

이 공급원의 편향은 0이 나오는 확률 라고 쓰고, 1이 나오

는 확률을  로 정하기로 하자.

무작위화 함수의 효율(rate)은 한 개의 입력을 받았을 때

평균출력의 길이라고 정하자. 이 효율은 정보론적 한계치를

가지는 것으로 알려져 있는데, 베르누이 공급원의 편향 에

대하여 항상 샤논 엔트로피(Shannon entropy) 보다

작고, 이를 무작위수 생성에서의 엔트로피 한계치(entropy

bound)라고 부른다[6, 7]. 편향   인 경우, 폰노이

만 함수의 효율은   로서 대략 이다. 엔트로피

의값이약 인것을고려하면그차이가상당히

크다.

엔트로피한계치에수렴하는효율을가진무작위수생성법

두 가지가 각각 일라이어스(Elias)와 페레즈(Peres)에 의해

제안 되었는데, 아래에서 자세히 설명한다.

무작위화 함수의 자세한 이론은 [5]를 참조한다.

2. 일라이어스 함수

2.1 일라이어스 함수와 최적효율

일라이어스(Elias)는 1972년에 아래에서 설명하는 무작

위화함수   
→을 제안했는데[8], 이 함수

는 각 입력길이 에 대하여 아래의 정리 1에 주어진 최대효

율을 가진다.

길이가 인이진수열의집합 의원소들중 1의개

수가 인것들의부분집합을 라하자. 만약 ∈라
면, Pr  이고, 는 개의 같은 확률

을 가진 이진수열들의 집합으로 다음과 같이 나누어진다:

  ∪∪⋯∪

이제 의 크기, 의 이진수전개를 생각하자:

  


 ⋯ 


이고, 이때    ⋯ ≥ 이다. 예를 들어,

     

이다. 이때, 집합 를다시각각크기가 
인부분집합



들의 합으로 다음과 같이 나눌 수 있다:
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   
∪

∪⋯∪
 (2)

따라서, 주어진 입력 ∈에대하여 가포함되

는유일한부분집합 

가정해진다. 이때, 일라이어스함

수의 출력값 는 
의 원소중 하나로 유일하게

정해진다.

위와같이함수 을 정의할때, 식 (2)의 분할은, 다시

말해  의어떤원소가어떤 

에포함되는지는, 정하

지 않음에 유의하자. 실제 구현에서는, 예를 들어, 사전순서

에의해 이분할을정할수있다. 또한 

에포함되는 

에 대하여 함수값 를 어떤 식으로 길이 의 비트열

로 유일하게 정하는 지도 정하지 않는데, 이 또한 실제 구현

에서는 사전순서를이용할 수있다. 이 두 가지 임의성은일

라이어스함수가 무작위화 함수라는 사실과 주어진 입력의 길

이에 대하여 항상 최적이라는 사실에는 영향을 미치지 않지

만, 일라이어스의 구현과 그 계산복잡도에는 영향을 미치게

되는데, 사전순서에 의하지 않고 더 나은 계산복잡도를 가지

게 되는 방법이 있는가 하는 문제는 일라이어스 함수에 관한

중요한 미해결 문제이다.

이제, 위와 같이 주어졌을 때, 다음과 같이 함수 

를 정의하자.

   


 ⋯ 
 (E1)

그러면 는 의모든원소에대한일라이어스함수

의 출력크기의 합이고, 임의의 무작위화 함수

  →에 대하여, 다음의 사실이 성립함이 알

려져 있다[4, 5].


∈  

≤  .

그러므로 다음과 같은 결론을 얻을 수 있다.

정리 1 [4, 5] 입력길이가 인무작위화 함수의 최대효

율은 






이다.

무작위화 함수 은 이와 같이 각 입력길이 에 대하여,

위의 정리 1의 최대효율을 가질 뿐만 아니라 입력길이 이

무한대로 갈 때 그 효율이 엔트로피 한계치에 접근함이 알려

져 있다[8].

2.2 일라이어스 함수의 계산

위 2.1절에서 설명한 바와 같이, 식 (2)의 분할을 정하는

방법과 각 부분집합 

에서의 함수값(출력)을 정하는 방

법에 따라 일라이어스 함수의 계산은 달라질 수 있다. 각각

사전순서에의한구현과이에대한계산복잡도가알려져있다

[5, 9]. 예를 들어,   이라 하자. 그러면

 이고   이다. 사전순서에의하면 는, 0부터세기

시작하여, 의 7번째 원소이다. 의 크기는

   이고, 이이진수전개에따라서 는

크기가 인 
에속하고, 역시사전순서에의하여 

에서 7번째 원소인 이 의 값이 된다.

이와 같은 방식으로 계산할 때의 계산복잡도는 주어진 입

력가 에서의 사전순서에 의한 순위계산의 복잡도에 의

해정해지는데이는 시간에가능함이알려져있

다[5]. 여기서 이므로이방식을이용한일라이어

스 함수의 계산 복잡도는 이다. Ryabko와

Machikina[9]에 의한  log loglog의 복잡도를

가지는 알고리즘이 알려져 있으나, 실제에 사용하기는 매우

복잡한 방법이다. 일라이어스 함수의 계산과 계산복잡도에

대하여는 [5]를 참조한다.

3. 페레즈 함수

3.1 페레즈 함수의 정의

페레즈(Peres)가 1992년에 제안한 페레즈 함수 는 폰

노이만 함수와 두 가지 특별한 함수 와 를 이용하여 재귀

적으로 정의한 무작위화 함수이다[10]. 페레즈 함수 는

다음과 같이 정의된다.

  

여기서 *는 연결(concatenation) 연산이고, 은 폰노이만

함수이다. 함수 와 는 다음과 같이 정의된다.



일라이어스와 페레즈의 방식에 기반한 하이브리드 무작위화 함수 153

         

          

함수 는 XOR(exclusive-or) 연산이고, 함수 는 폰노

이만 함수의 보함수(complement)로 볼 수 있다. 이 세 개

의 함수는 모두 길이가 2인 입력에 대하여 정의되어 있으나,

다음과 같은 식으로 임의의 이진수열에 대하여 확장할 수 있

다. 우선 길이가 짝수인 경우,

  

로 정의하고, 입력의 길이가 홀수인 경우에는 마지막 비트를

버리고 남은 입력을 취한다. 함수 와 도 비슷한 식으로

확장한다. 그러면 위의 페레즈함수는 임의의 길이의 입력에

대하여 정의 된다. 예를 들어,

    

  

   

    

    

 
 

이다.

페레즈에의하면, 각각의 에대하여이함수의점근적효율

  lim
→∞
E 

이다. 는 다음과 같은 재귀식을 만족한다.

  













주어진 편향 에 대하여 이재귀식을풀면입력이무한히커

질때 번째페레즈함수의효율의극한이되고, 이값은다시

재귀호출의깊이에해당하는 가무한대로다가갈때엔트로

피한계치에다가간다[10]. 그러나정해진 와유한인입력

의 길이에 대하여는 그 효율이 일라이어스 함수와 같이 최적

이아님을알수있다. 이 사실은심지어재귀호출의깊이 

가 무한히 커질 때에도 마찬가지 인데, 다음의 3.3절에서 자

세히 다룬다.

3.2 페레즈 함수의 시간복잡도

페레즈함수를분석하기위해, 본질적으로위의정의와같으

나재귀호출의깊이가제한되지않는다음의함수를생각하자.

 

이함수는 와같이모든입력길이에대하여무작위화함

수이다. 다만재귀호출의깊이가제한되지않기때문에출력

효율은임의의 보다더크다. 이함수또한페레즈함수로

부르기로 하자. 주어진 길이 의 입력에 대하여 함수 ,

, 는 각각 의 시간에 계산이 가능함을 쉽게 알 수

있다. 그리고  의길이는각각 보다크지않

기 때문에 다음 레벨의 재귀호출의 입력의 길이는 기껏해야

가 된다. 따라서 페레즈 함수  의 시간복잡도를

이라 하면 은 다음의 식을 만족한다.

   

따라서   log임을 알 수 있다. 이 시간복잡
도는 페레즈 함수 에도 그대로 적용된다.

3.3 페레즈 함수의 효율

페레즈함수의점근적 효율성은위에서 살펴본 바와같고,

각 입력길이에 대한 정확한 효율은 [11]에 알려져 있다. 일

라이어스함수와페레즈함수는둘다점근적으로최적이기는

하지만, 페레즈 함수는 일라이어스 함수와 같이 각 입력길이

에대하여최적이아니다. 짝수길이의입력에대해서만생각

할때, 페레즈함수  의효율은입력길이 2와 4에대해서는

최적이다. 그러나입력길이 6부터는일라이어스함수보다효

율이 낮다.

III. 하이브리드 무작위화 함수

1. 정의

위에 설명한 일라이어스 함수와 페레즈 함수의 장점을 이

용하면서 단점을 보완하는 다음과 같은 함수를 생각하자.

   ≤ 일때
   일때

여기서 는일라이어스함수를모든입력길이에대해

확장한 함수, 즉   이다. 입력의 길이가 보

다 작거나 같으면 일라이어스 함수를 적용하고, 그렇지 않으
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면 페레즈 함수와 같은 방식으로 폰노이만 함수를 적용하고,

와 에 재귀적으로 를 적용한다. 이 재귀호출

에서 또는 의길이가 보다작거나같으면일라이

어스 함수를 적용하여 또는 를 계산하고

재귀호출은 끝나게 된다.

예   ,   인 경우를 생각하자.

  

  

  

이므로

     

  

II.2.2절에서 정한 방식으로 일라이어스 함수를 계산한다

고 하면

   

     

따라서

    

함수 가무작위화 함수임을 보이기 위해 다음을 생각하

자. 우선 입력의 길이가 인경우를생각하자. 모든 입력

중 1의개수가 인입력을모아놓은집합 는폰노이만

함수에대한출력의길이가 (1) 가홀수인경우, 1부터 까

지사이의홀수들이나올수있고, (2) 가짝수인경우, 0부

터 까지 사이의 짝수들이 나올 수 있다. 다음의 부분집합

  ∈    

을생각하면, 를다시폰노이만함수의출력길이에따라

다음과 같이 나눌 수 있다.

  ∪∪⋯∪ 가짝수일때
∪∪⋯∪ 가홀수일때 (P)

이제 부분집합 은 다음과 같은 중요한 성질을 가진다.

보조정리 S [11] 매핑   ↦   

는 과 ××사이의 일대일 대응이

다.

함수   →가 각 출력길이 에 대해

의 모든 원소에 대해 같은 확률의 출력을 할 때 를

추출함수라 부르고, 또 를 추출적(extracting)이라 부르기

도 한다. 이 경우 추출함수 는 동확률 부분집합 에서

각출력길이 에대해 의모든원소를같은횟수로출

력하고, 이조건은 가추출적이라는것과동치조건이다. 추

출함수는 무작위함수이다. 그러나모든무작위화함수가추

출함수인 것은 아니다[8, 5]. 일라이어스 함수와 페레즈 함

수는 추출함수이다. 그리고 이 논문에서 제안한 함수 도

추출함수인데, 우리는 가추출함수임을보임으로써무작위

화 함수임을 보이겠다.

정리 2 함수 는 무작위화 함수이다.

증명: 입력의 길이에 대한귀납법을쓴다. 입력의길이가

보다 작거나 같으면 일라이어스 함수가 추출함수이므로 성

립한다. 이 사실을귀납법의 초기조건으로삼는다. 입력의

길이가 이하 일 때, 이 명제가 참이라 가정하자. 입력의

길이    이라 하자. 이 명제는 각각의 동확률 부분

집합 에 대해서만 보이면 충분하고, 나아가 의 부

분집합들인 에대해서보이면충분하다. 보조정리 S에 의

하여 , , 는 각각 확률적으로 독립이고,

  
. 그리고   , ≤ 이

고,   ,   이므로, 귀납법의

가정에 의하여 와 는 균등분포하게 되

고, 따라서



는균등분포한다. 따라서 는추출적이고, 그러므로무작위

화 함수이다. [증명끝]

위의 II.3.2절에서페레즈함수의시간복잡도를증명한것

과 같은 식으로 의 값에 상관없이 의 시간복잡도는

 log임을 보일 수 있다.
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그림 1. 입력길이에대한출력효율비교 (편향   )
Fig. 1. Comparison of output rates with respect to input length (bias   )

2. 효율계산

입력길이 에 대하여 동확률 부분집합 에서 함수

의 총출력길이를 다음과 쓰기로 하자.

  
∈  



그러면 의 효율은 다음과 같이 쓸 수 있다:

 

 




 


따라서 의 효율계산은 의 계산으로 귀결된다.

함수 를 효율적으로 계산하기 위해, 이 함수의 재

귀식을 구하고자 한다. 그러면, 예를 들어 다이내믹 프로그

래밍을 이용하여 의 값을 구할 수 있다. 물론 

의 효율을 구하기 위해서 의 모든 원소에 대하여 
를계산하여출력길이를구할수있으나, 이방법은입력길이

가 조금만 커지면, 예를 들어 32 이상이면, 실질적으로 불가

능하다.

정리 R 함수 는다음과같이주어진재귀식을

만족한다.

 








 ≤ 일때



   일때 (R1)

여기서, 두번째 경우의 합은 위의 식 (P)에서의 들에 대한

합이고, 는 다음과 같다:







 









 






 










   



 
 (F)

증명 우선, 입력길이 ≤  일때는 의정의에 의해

서  이다. 입력길이  인경우를

생각하자. 보조정리 S에 의하여,

   

















입력 에 대한 의 출력길이는

  

임을 염두에 두고, 식 (P)에 주어진 의 분할을 이용하

여, 각 에서의 출력길이의 합을 구한다. 첫째, ∈이
면   이므로,
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
∈

   















 (A)

두번째로, 역시 보조정리 S의 일대일 대응관계에 의하여,

각 ∈에 대하여,   인 가 















개 있

고, 
∈ 

  이므로,


∈

  















 (B)

세번째로, 비슷한 식으로 각 ∈에 대하여,
 인 가  개 있으므로,


∈

    


 (C)

이다. 식 (A), (B), (C)을 합치면, 원하는 식을얻는다. [증

명끝]

식 (F)에서, 과   에 대한

재귀호출이 이루어지는데, 이때 홀수 길이의 입력에 대한 호

출이 이루어 질 수 있다. 홀수길이의 입력 를 받으면, 

는 함수 , , 가 먼저 적용되므로, 의 가장 마지막 비

트를 버리고 남는 비트열 ′가 적용된 것과 마찬가지 이다.
이 과정은 와 ∪사이의 일대일 대응을

주고, 우리의 경우에 다음의 식이 만족함을 알 수 있다.

        (R2)

이식을이용하면, 홀수길이의입력에대한 를계산

할 수 있다.

보조정리 C  인 경우,

     (R3)

증명 이진수열 에서 0과 1을 서로 교환해서 생기는 이

진수열을 라 하자. 그러면,


   

∈

 

 
∈

 


 
∈

    

인데,  
 ,   이므로


∈

 
  

∈

   
∈

  

이고,


∈    

  
∈    



이다. 그러므로,


∈    

  
∈    

 .

를보이면, (R3)을보이게된다. 증명의나머지에서는이등

식을 입력의 길이에 대한 귀납법으로 보이겠다.

우선, 귀납적 증명의 기본단계로서, 동확률 부분집합집합

에서 일라이어스 함수의 총 출력길이 합을 생각하면, 다

음이 성립한다:


∈ 

  
∈ 



이제,  이므로, 식 (P)의 분할과 의 성질

 에 의해서


∈   

 


∈






∈




(D)

보조정리 S에 의해 은 정확히  개의
이다. 따라서 는  개의
이 된다. 귀납법의 가정에 따라,


∈    

  
∈     



이고, 이를 이용하여 (D)의 과정을 거꾸로 하여


∈    

  
∈    



를 얻는다. [증명끝]
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식 (R2)는 를계산하기위해반드시필요한것

은아니나, 다이내믹프로그래밍에의해 를계산할

때 (R2)를 사용하지 않을 때에 비하여 계산해야 하는 항의

개수를 절반으로 줄여준다. 마지막으로, 입력의 길이가 1인

경우 출력이 없으므로, 점화식의 초기조건으로서

       (R4)

을 더함으로써, 의 재귀적 정의가 식 (R1)--(R4)

에 의해 완성된다.

3. 계산결과

위의 점화식을 이용하면 예를 들어 다음의 값들을 계산할

수 있다:


        


        


        

이 값들과 비교하기 위해 페레즈함수의 경우,


∈

        

이고, 일라이어스 함수의 경우,


∈

        

이다. 각각,     인 경우,  에서의 총출력은

페레즈함수보다는크고일라이어스함수보다는작음을볼수

있다.

그림 1은, 이와 같은 의 계산을 이용하여, 역시

    인경우에대해하이브리드무작위화함수 의

효율을계산한결과를보여준다. 그림에나타난모든알고리

즘의출력효율은베르누이공급원의편향   에대한값

이다. 다른값의편향에대하여도비슷한결과를얻는다. 그

정의에서 알 수 있는 바와 같이, 각 의 값에 대해, 의 효

율은 입력길이 ≤ 일 때는 일라이어스 함수와 같고, 입력

길이가 보다 커질 때부터 효율이 차이가 남을 볼 수 있다.

IV. 결 론

이 논문에서는 점근적으로 최적인 두 가지의 무작위화 함

수인일라이어스함수와페레즈함수의계산적측면과출력효

율의측면을살펴보고, 그 장점을살리고단점을보완하는새

로운무작위화함수를 제안하였다. 이방법은 주어진인자 

에 대하여, 입력이 보다 긴 경우에는 계산부하가 적은 페레

즈의 방법과 같은 식의 재귀적인 구조를 가지고, 입력이 보

다짧은경우에는출력효율이최적인일라이어스의방법을이

용한다. 이렇게정의된함수가역시무작위화함수임을보였

고, 재귀적 구조의 분석을 통하여 정확한 출력효율을 계산하

는점화식을도출하고입력길이에대한정확한출력효율을계

산하여그결과를일라이어스함수와페레즈함수와비교하여

제시하였다.

이연구결과와관련한추후연구문제로서는페레즈함수와

같이재귀적으로정의되어지는무작위화함수들에대한연구

가있다. 예를들어, 이러한함수들중출력효율이최적인함

수는어떤것인가하는질문을할수있다. 페레즈함수의장

점들은 주로 이 함수가 간단한 재귀식에 의해 직접적으로

(explicitly) 정의됨에 있는데, 이 질문에 대한 답은 계산적

으로간단하면서출력효율이좋은무작위화함수에관한이해

를 도울 것이다.
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