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요  약

센서 어레이(sensor array)가 천이불변(shift invariance) 성질을 가질 때, ESPRIT(Estimation of Signal Parameter via 

Rotational Invariance Techniques) 방식은 이를 이용하여 어레이에 도래하는 신호의 도래각을 추정한다. 본 논문에서는 

ESPRIT 방식을 적용하여 코히런트 신호의 도래각을 효과적으로 추정하는 방법을 제시한다. ESPRIT 방식은 신호부공간

(signal subspace)을 이용한다. 코히런트 신호가 존재할 때, 신호부공간을 구하는 방법으로 SS(spatial smoothing) 방식이 널리 

알려져 있으나 계산이 매우 복잡하다. 최근에 발표된 CV(correlation vector)에 기초한 방식은 계산은 간단하지만 SS 방식보다 

작은 수의 신호를 분해한다. 제안 방식은 상관행렬의 일부를 이용하여 신호부공간을 구성하여 도래각을 추정한다. SS 방식과 

비교하여, 제안 방식에서는 분해 가능한 신호의 수는 동일하면서 계산량을 크게 줄일 수 있다.

Abstract

ESPRIT(Estimation of Signal Parameter via Rotational Invariance Techniques) estimates DOAs(directions of arrival) of 

the incident signals on a sensor array by exploiting the shift invariance between its two subarrays. This paper suggests 

an efficient DOA estimation method based on ESPRIT when coherent signals impinge on the sensor array. When applying 

ESPRIT, it is necessary to find a signal subspace. Though the widely known SS(spatial smoothing) method allows us to 

obtain a signal subspace in the presence of coherent signals, its computational complexity is very high. Recently a 

CV(correlation vector) based method has been presented which is computationally simple. However, the number of 

resolvable signals in the method is smaller than that in the SS based method when multiple coherent signal groups are 

present. The proposed method in this paper, which obtains a signal subspace by utilizing only part of the correlation 

matrix, significantly reduces the computational complexity as compared with the SS based one, while the former is 

resolving the same number of coherent signals as the latter, 
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Ⅰ. 서  론

센서 어레이(sensor array)에 도래하는 신호의 도래

각 추정을 위해 MUSIC(MUtiple SIgnal Classification) 

방식
[1～3]
이 널리 사용되어 왔다. MUSIC에서는 도래하

는 신호의 방향벡터(direction vector)가 잡음 부공간

(noise subspace)에 직교한다는 사실을 이용하여 공간
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각(spatial angle)에 대한 스펙트럼을 계산하고 그 첨두

치(peak value)를 찾아 신호의 도래각을 구한다.  

MUSIC은 임의의 구조를 갖는 어레이에도 사용할 수 

있어 넓은 적용범위를 가지지만, 공간각 스펙트럼을 구

해야하는 까닭에 큰 계산 부하를 요구한다. 이에 반해 

ESPRIT(Estimation of Signal Parameter via 

Rotational Invariance Techniques)[3～7]에서는 스펙트럼 

첨두치의 탐색 없이 도래각을 구할 수 있어 MUSIC보

다 계산량 면에서 이점이 있다. ESPRIT은 센서 어레이

의 두 부어레이(subarray)가 천이불변(shift invariance)

을 가지는 구조를 이용하여 도래각을 추정한다. 
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ULA(uniform linear array)는 이러한 구조를 가지고 있

어 ESPRIT의 적용이 가능하다.

ESPRIT, MUSIC은 부공간에 기초한 방식으로 신호

부공간(signal subspace)이나 잡음 부공간을 구하는 것

이 필요하다. 도래하는 신호가 코히런트(coherent)하지 

않다면, 어레이 수신신호의 상관행렬(correlation 

matrix)을 고유분해(eigendecomposition) 하여 이들 부

공간을 구할 수 있다. 그러나 코히런트 한 경우, 방향성 

신호(directional signals)에 대한 상관행렬의 랭크(rank)

가 감소되어 위와 같은 방법으로 부공간을 구할 수 없

다. 감소된 랭크는 공간 평활(spatial smoothing, SS)[3, 

8, 9]을 통해 회복시킬 수 있다. 공간 평활에 기초한 SS 

방식은 상관행렬의 추정, 공간 평활 행렬의 고유분해를 

해야 함에 따라 계산이 복잡하게 된다. 최근에 상관행

렬이 아닌 상관벡터(correlation vector, CV)에 기초한 

방법이 제안되었다
[7]
. CV 방식은 상관행렬의 추정이 필

요하지 않고, 상관벡터를 이용하여 신호 부공간을 구함

에 따라 계산이 간단하다. 그러나 여러 코히런트 신호 

그룹이 존재할 때 분해할 수 있는 신호의 수가 SS 방

법보다 작게 된다.

본 논문에서는 분해 가능 신호수는 SS 방식과 같으

면서, 계산량을 크게 절감 시킬 수 있는 도래각 추정방

식을 제안한다. 제안 방식에서는, 코히런트 신호 환경에

서, 신호부공간을 얻기 위해 상관행렬의 일부만을 이용

한다. 이 상관행렬의 일부를 일부 행렬이라 부르자. 일

부행렬에서 잡음 성분을 제거한 후, 잡음이 제거된 행

렬의 부행렬(submatrix)들을 더하여 신호부공간을 얻는

다. 이와 같이 일부 행렬을 이용, 효과적으로 신호부공

간을 계산하여 공간 평활에 따른 SS 방식에 비해 계산

량을 크게 절감시키고 있다. 신호부공간이 구해지면, 양

변 모두에서의 에러를 고려해서 해를 구하는 TLS 

(Total Least Square)[10] 방식에 따른 TLS- ESPRIT[4]

에 기초하여 신호의 도래방향을 추정한다. 

II. 데이터 모델링

개의 센서로 구성된 ULA 어레이를 생각하자. 

 를 다음과 같이 정의한다.

      
   ⋯      (1)

여기서 는 전치(transpose)를 의미하고,   

   로 는 센서 간 거리, 는 신호의 파장을 

나타낸다.  는   개의 센서로 구성된 ULA 어레이

의 공간각 에 대한 응답벡터와 같다. 

센서 어레이에 개의 코히런트 신호 그룹이 도래한

다. 번째 코히런트 그룹은 개의 신호로 구성되며, 이

들 신호의 복소포락선 벡터(complex envelope vector)

은     ⋯ 
 , 도래방향은 

   ⋯ 이다. 여기서  , 는 각각 번

째 그룹의 번째 신호의 복소포락선과 도래각을 나타

낸다. 도래하는 신호의 전체 수는

  
 





이다. 어레이에 수신되는 신호를

    

 
 



  
(2)

와 같이 차원 벡터로 나타낼 수 있다. 여기서

       ⋯  

       ⋯  

     
  ⋯ 

 

이고, 는 잡음벡터이다.

편의상 신호 그룹간은 서로 상관되어 있지 않다고 가

정한다. 즉

 
    ,   ≠ 

여기서  , 는 각각 기댓값(expectation), 복소켤레 전

치(complex conjugate transpose) 연산을 가리킨다. 이

때, 수신신호에 대한 상관행렬(correlation matrix)은 다

음처럼 주어진다.

  
 

 
 



 
  


    (3)

여기서    
  , 은 잡음전력, 는 단위

행렬(identity matrix)이다.
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Ⅲ. ESPRIT에 기초한 새로운 도래방향 추정

1. 부행렬을 이용한 신호부공간 추출

ESPRIT에 기초하여 도래각을 추정하기위해서는 신

호부공간을 구해야 한다. 신호부공간을 구하는 과정의 

설명에 앞서 몇 가지 기호를 정의한다. 어떤 행렬 의 

첫 번째 열부터 번째 열까지 개의 열로 구성되는 부

분행렬을 로 표시한다. 벡터 의 요소를 대각요소

로 가지는 대각행렬을 로 나타낸다. 예를 들어 

  ⋯    이라면 는

    ⋯    (4)

인 대각행렬이다. 공분산 행렬 는 잡음 성분 
  를 

포함하고 있다. 로부터 
를 빼서 이를 제거한 행렬

을 
′ 로 표시한다.


′       (5)


′ 는 ′ 의 개의 열로 구성되는    행렬이다. 


′ 는 다음처럼 나타낼 수 있다.

 
′  

 



 
  (6)

 ≥   일 때, 
′ 의 랭크(rank)는 보다 작은 로 ′

의 행렬의 열은 신호부공간을 생성하지 못한다. 신호부

공간은 아래와 같이 정의되는 
′ 의    부행렬 


 들을 이용하여 구할 수 있다.

 
 












′ ⋯   

′
⋮

   
′ ⋯      

′
(7)

여기서 
′ 은 ′ 의 () 요소이다. 식 (7)로부터 

는 


  

 



 
   

   (8)

와 같이 쓸 수 있다. 여기서


   


 
        (9)

      ⋯ 

      

이고. 는 (4)에서  인 대각 행렬이다. 이러한 


 들을 개를 더하여 

 을 구성한다.


  

 




 (10)

식 (8)을 (10)에 대입하면 (11)처럼 표현된다.


  

 




 



 
   

 

 
 




 

  (11)

여기서


   

 




   

 (12)

는 랭크 1 행렬로

  


(13)

와 같이 쓸 수 있고, 는   차원 벡터이다. 식 (13)을 (9)

에 대입하여    행렬 
 을 (14)처럼 쓸 수 있다.


   

 

 

(14)


  을 다음처럼 정의한다.


      ⋯ 

 


(15)


   

    이므로 
 은 


   

  
  


 (16)

같이 표현된다. 식 (12), (16)을 이용하여, 
 를 다

음처럼 나타낼 수 있다.


     










 




 

  









 

  






 

  



 

 

(17)

여기서
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
 






 

    (18)

식 (15)의 정의에 따라  
는


   











  ⋯ 

  

  ⋯ 
  

⋮

  ⋯ 
  













  ⋯ 

  

  ⋯ 
  

⋮

 ⋯ 
  



 
 

 

(19)

와 같이 표현되며, * 는 켤레복소 연산을 나타낸다. 식 

(19)를 (17)에 대입하면 다음처럼 쓸 수 있다.


   

  
  (20)

여기서


    

   (21)

식 (20)으로부터   ,  의 랭크가 모두 

이면 
  의 랭크가 임을 알 수 있다.  ≥   

이면,  와  는 랭크   행렬이고  의 

개열들은 선형독립이게 된다. 따라서    ≥   

이면, 
  의 랭크는 로 

  의 열은  의 

열공간을 생성한다.

  ≥   이면  은 선형독립인 열을 개 

가진다. 따라서 ≥ 이고,   ≥   이면 
  

(   ⋯ )의 랭크는 이고, 각 코히런트 그룹은 

다른 그룹과 상관되어 있지 않으므로 (11)로 부터 


의 랭크는 
  의 랭크 합과 같게 된다. 


   

 



    

결론적으로 ≥ ,   ≥   이면 
 의 열은   차

원 신호부공간, 의 열공간을 생성한다. 


′ 의 개의 부행렬을 이용하여  를 구성함에 

따라   과 같이 주어진다.   로 선택

하면 는 최댓값을 가진다. 이때, 최댓값 은 

       로 주어진다. 
 의 역방향 행렬

을 이용하여 이보다 더 큰  값을 얻을 수 있다.

2. 역방향 행렬의 이용 


 의 역방향 행렬 

 은 (22)처럼 정의된다.


   

    (22)

여기서 은 역대각(anti-diagonal) 요소가 1인 

  역대각 행렬이다.

 











 ⋯   
 ⋯   
⋮

  ⋯  

식 (11)를 (22)에 대입하면 다음처럼 주어진다.


  

 




  (23)

여기서


   

    (24)


    

     이므로 (20), (24)를 이

용하여, 
 는


   

  
  (25)

와 같이 쓸 수 있고, 여기서


    



  



 

 (26)

이다. 식 (23) - (26)에서 보듯이, 
 의 각 열들도 의 

열공간에 놓여있어 의 열공간을 생성할 수 있다. 이러

한 사실에 따라 다음과 같이 을 구성한다,

  
  

  (27)

여기서       이다.

의 열들은 의 열공간에 놓여 있고,  ≥   

이면 의 열공간을 생성할 수 있다. 순방향 행렬만 이

용하는 경우는    이므로    이다. 역방향 행

렬도 같이 이용함에 따라 
 만 이용하는 경우에 비해 

소요 부행렬 
 의 수를 반으로 줄일 수 있다. 를 

 ⌊ ⌋  (28)
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와 같이 선택한다.   은 를 초과하지 않는 최대 정수

를 의미한다. 이때, 는

     (29)

와 같이 주어진다. 는 

 ⌊⌋  (30)

는   가 되도록 다음처럼 선택한다.

     (31)

이들 선택된  ,   값에 따라, 일부행렬 의 열

의 개수 는

        (32)

과 같이 주어진다.

3. 도래방향 추정 

식 (27)에서   인 을 생각하자. 의 첫 번

째 행부터   개의 행으로 구성되는 행렬  , 두 

번째 행부터 마지막 행까지로 구성되는 행렬을 라 

하자. 의 각 열은 의 열공간에 놓여있으므로 

은

     (33)

처럼 쓸 수 있고, 는 적절한     행렬이다. 식 (33)으

로부터  , 는 다음처럼 표현된다.

       (34)

       (35)

여기서

 
 ⋯ 

  (36)

식 (34), (35)로부터               

    (37)

      (38)

의 관계를 유도할 수 있다. 식 (38)에 따르면 는 의 

고유치 행렬임을 나타내고, 따라서 의 고유치를 구하면 

도래방향을 알 수 있다. 

실제의 경우 어레이 수신신호에 대한 공분산 행렬 

는 알려져 있지 않고 어레이 샘플로부터 추정해야한

다. 번째 샘플에서, 의 추정 을

  
 
  



   (39)

와 같이 구한다. 제안방식에서는 의 전부가 필요하지 

않고, 개의 열로 구성되는 일부행렬 만 필요하다. 

로부터 잡음성분을 제거하기위해 잡음전력 
을 추

정해야한다. 의 첫 번째 행, 첫 번째 열부터 각각 개

의 행과 열로 구성되는    행렬을 ╱로 나타낸다. 

╱ 











 ⋯ 
⋮

 ⋯ 

 (40)

여기서 은 의 () 요소이고     이다. 
은



 

 
   



  (41)

과 같이 추정되며, 은  ╱의 고유치로, 고유치는 

크기의 내림차순으로 배열되어 있다.  



이 구해자면, 의 , ⋯ , 의 요소에서 

이를 빼서 
′
를 구한다. 

′
의 부행렬 


들을 

서로 더해 

을 구하고 


의 행의 순서와 열의 

순서를 바꾸어서 

를 얻는다. 


의 마지막 열 

다음에 

를 연결하면 이 구해진다. 로부터 

 , 에 대한 추정  , 이 구성된다.  , 

의 각 열이 의 열공간에 정확히 놓여있지 않으

므로 다음처럼 근사적인 관계를 가진다..

 ≈  (42)

 ,   모두에 에러가 있를 때, TLS 방법
[10]을 적용

하여 에러 제곱을 최소로 하는 해를 구할 수 있다.     

    행렬 를 정의한다.
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       (43)

의 SVD는 다음처럼 쓸 수 있다
[10]
.

  
   (44)

   :       좌 특이벡터  

    ⋯  :  우 특이벡터 

  ∑ : 특이값을 요소로 가지는     행렬 
특이값은 0 이상인 실수로 내림차순 배열되어 있다. TLS 

해는   행렬     ⋯  로부터 구해진다. 

을 

 









  (45)

와 같이 나누어서 나타내자.  , 는 모두   행렬

이다. TLS 해 는 다음처럼 주어진다
[10].

 
   (46)

TLS-ESPRIT
[4]
에서는 를 

      (47)

와 같이 추정한다. 여기서   는 행렬 의 고유치, 

ang는 각도를 나타낸다.

제안방식의 계산과정을 다음과 같이 요약할 수 있다.

1) 수신 샘플을 이용하여 와 ╱을 구함

2) ╱를 이용, 

 계산; 의 해당요소로 부터 



을 빼서 

′
 구함

3) 
′
의 부행렬 


를 개 더하여 


를 구

하고, 

의 열의 순서와 행의 순서를 바꿔 



를 구함; 


, 


를 나란히 배열하여 

 ,를 구성  

4)   이용, 를 구성하고 를 SVD 하여 

을 얻음

5) 를 이용. 를 계산

6) 의 고유치를 구하여 도래각 추정

여기서 ,  ,  , 의 값은 각각 (28), (30) - (32)에 주

어진 값을 사용한다.

4. 기존방식과 비교 

제안방식을 상관벡터에 기초한 CV 방식[2], 순방향/역

방향 공간 평활을 하는 SS 방식
[9]
과 분해할 수 있는 신

호의 수, 계산량 면에서 비교한다. 비교의 간편함을 위

해  , 는 짝수라 가정한다.

CV 방식에서 최대 는       로 주

어진다.  ≥    이어야 하므로 분해 가능한 최대 

신호의 수 는   과 같다. 제안방식에

서    이고, 따라서      

로 주어진다.     이면 CV 방식과 제안방식에서 

  으로 같지만,   인 경우, 제안방식에

서는      이다. 제안방식과 SS 방식에서 

와 는 동일하다.

신호부공간을 얻은 후, TLS-ESPRIT에 따라 도래각

을 구할 때, 이후의 계산과정은 방식에 관계없이 동일

하다. 따라서 신호부공간을 구하기까지의 계산량을 비

교한다. 제안방식에서 개의 수신 샘플로부터 를 

구하는 데 의 복소 곱셈이 필요하고, ╱

로부터 잡음전력을 추정하는데  이 필요하다. 

 ≪   이고, 는 보다 작은 값으로 선택할 수 있으

므로  의 계산량은 에 비해 무시할 수 

있다. 이를 무시하면, 신호부공간을 구하기까지 소요 

계산량은 이다. 이 계산량은 CV 방식의 

 보다 약간 크지만 SS의   에 비

해 매우 작다. 표 1에 이들 방식 간 , ,  , 신

호부공간의 추정을 구하는 데 필요한 계산량을  요약

하였다. 

  계산량

제안      

CV     

SS        

표 1. 제안 방식, CV, SS 방식 간 특성 비교

Table 1. Comparison of characteristics of the proposed, 

the CV, and the SS methods
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Ⅳ. 시뮬레이션

제안방식을 CV 방식
[2]
, SS 방식

[9]
과 추정성능 면에

서 비교한다. 참고문헌 [9]에선 순방향/역방향 공간 평

활을 하고 잡음부공간 추정을 구한 후 MUSIC 방식으

로 도래각을 구하는 데, 여기서는 순방향/역방향 공간 

평활을 하고 공간평활된 행렬을 고유분해하여 신호 부

공간을 추정한 다음, TLS-ESPRIT를 적용하였다. 어레

이로 12 개의 센서로 구성된 ULA를 사용하였으며, 2개

의 코히런트 신호그룹이 어레이에 도래한다. 각 코히런

트 그룹은 4개의 신호로 구성되고, 첫 번째 그룹의 도

래각은   
      , 두 번째 그룹

의 도래각은    
   이며, 입사하는 8

개의 신호의 세기는 동일하다. 추정성능을 RMSE(root 
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그림 1 SNR에 따른 RMSE (a)    (b)   
Fig. 1. RMSE versus SNR (a)    (b)    .

mean square error)로 평가하였고, 100번의 모의실험을 

통해 평균값을 구하였다. RMSE는 다음처럼 정의된다.

  



 




 



   


여기서 는 번째 모의실험에서 에 대한 추정값, 

   이다.

그림 1은 SNR에 대한 RMSE 성능을 보여준다. 그림 

1(a)에서 사용한 샘플의 수가 , 그림 1(b) 에서는 

  이다. 그림 1(a)를 보면 CV 방식에서 SNR이 

증가함에 따라 RMSE가 감소하지만 그 감소율이 완만

하고, SS 방식에서는 대략 SNR이 14 dB까지 완만한 

감소율을 보이다가 이후에 급격히 감소한 뒤 20 dB 이
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그림 2 에 따른 RMSE 
(a) SNR   3 dB (b) SNR   20 dB

Fig. 2. RMSE versus .
(a) SNR   3 dB (b) SNR   20 dB
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후 제안 방식과 거의 같은 성능을 보인다. 제안방식은 

기존방식보다 큰 감소율을 보이면서 좋은 성능을 나타

낸다. 그림 2(b)는 전체적으로 그림 1(a)와 유사한 경향

을 보이며 제안방식의 우수함을 보여준다. 그림 1(a)보

다 큰 샘플 수를 사용함에 따라 각 방식에 따라 RMSE

가 작아졌음을 볼 수 있다.

그림 2는 에 따른 성능을 예시한다. 그림 2(a)는 

SNR이 3 dB, 그림 2(b)는 20 dB인 경우이다. 그림 2(a)

에 따르면 SNR이 비교적 작을 때, 기존 두 방식은 비

슷한 성능을 보이고 의 증가에 대해 작은 RMSE의 

감소를 나타낸다. 제안방식은 이 작지 않으면 기존방

식보다 큰 감소율을 보이면서 SNR이 작은 경우에도 잘 

동작함을 보여준다. 그림 2(b)를 보면 큰 SNR에서 SS 

방식은 비교적 잘 동작하지만 제안방식보다 열등한 성

능을 보인다. 그림 2(a)와 비교하면 SNR이 증가함에 따

라 각 방식들의 RMSE가 작아졌음을 나타낸다.

V. 결  론

일반적으로 전체 상관행렬을 이용하여 신호 부공간

을 구하는 데 반하여, 제안된 방식에서는 상관행렬의 

일부를 이용하여 효과적으로 이를 얻는다. 신호부공간

을 얻는 과정에서 부공간의 차원이 어레이의 개수보다 

작은 값으로 감소하게 되는 데 기존의 CV 방식에 비해 

그 감소를 줄일 수 있어 더 많은 코히런트 신호를 분해

해 낼 수 있다. SS 방식과 비교해서는 분해 가능한 신

호수는 동일하면서 계산량을 크게 절감시킬 수 있다. 

시뮬레이션 결과는 기존방식보다 좋은 추정성능을 보이

면서, 제안방식의 우수성을 나타내었다.
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