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요 약

본 논문에서는 1998.01.03부터 2011.08.31까지 수집된 코스피 지수 자료로부터 계산된 일별 로그수익률과 일별 로
그손실률에 대한 극단값 통계분석을 수행하였다. 사용된 극단값 통계분석 모형은 포아송-GPD 모형이고 모수의 추

정과 극단분위수의 추정은 최대가능도 방법을 적용하였다. 본 논문에서는 또한 포아송-GPD 모형에 추가적으로 모

수의 무정보사전분포를 가정한 베이지안 방법을 고려하였다. 여기서는 마르코프 연쇄 몬테칼로 방법을 적용하여 모

수와 극단분위수를 추정하였다. 분석 결과 최대가능도 방법과 베이지안 방법에서 모두, 로그수익률 분포의 오른쪽
꼬리는 정규분포보다 짧은 반면, 로그손실률 분포의 오른쪽 꼬리는 정규분포보다 두텁다는 결론이 얻어졌다. 극단값
분석에서 베이지안 방법을 사용할 때의 장점은 정칙조건이 만족되지 않는 경우에도 최대가능도추정량의 전통적 점근
성질을 걱정할 필요가 없고 예측의 경우에는 모수의 불확실성과 미래 관측치의 불확실성이 모두 반영되는 효과가 있
다는것이다.

주요용어: 코스피 지수, 극단값 이론, 포아송-GPD 모형, 베이지안 방법, 무정보사전분포, 마르코프 연쇄 몬테칼로

방법.

1. 서론

코스피 지수(KOSPI; Korea Composite Stock Price Index)는 원래 종합주가지수라고 불리우다가

2005년 11월 1일부터 현재의 이름으로 바뀌어 사용되고 있다. 코스피 지수는 증권시장에 상장된 전체
상장기업의 주식 가격 변동을 기준시점과 비교시점을 비교하여 작성한 지표로서, 산출방법은 1980년

1월 4일을 기준시점으로 하여 이 날의 지수를 100으로 정하고 개별 종목의 주가에 상장주식수를 가중한

비교시점의시가총액을기준시점의시가총액에대비하여산출한다.

우리나라의 경우 주식시장의 과민 반응에 따른 일시적인 가격 급등락을 방지하고 효율적인 가격 발

견을 촉진한다는 정책 목표 아래 개별 주식 거래에 대해 가격제한폭제도를 채택하고 있는데, 이 제

도의 변천 과정을 살펴보면 5단계 정액제(1977.02∼1986.12), 17단계 정액제(1986.12∼1995.04), 6%

정율제(1995.04∼1996.11), 8% 정율제(1996.11∼1998.03), 12% 정율제(1998.03∼1998.12), 15% 정율

제(1998.12∼현재)와 같다. 즉, 현재 우리나라 주식시장에서 거래되는 개별 주식은 전일 종가 대비 상

승 및 하락률이 각각 15%를 초과할 수 없도록 개인투자자 보호를 위해 제한시켜놓은 것인데, 현재 개

별 주식에 대해 가격제한폭제도를 명시적으로 채택하고 있는 나라는 한국, 대만, 일본, 중국, 태국 등 주
로 아시아 지역의 국가들이다. 이 외에도 안정적인 주식시장을 운용하기 위한 보완장치로서 서킷브레이

커(circuit breakers: 코스피 지수의 폭락이 전일 대비 10% 이상인 상태가 1분 이상 지속되면 모든 주

식거래를 30분간중단시키는제도로서 1998.12부터도입)와사이드카(sidecar: 주가지수선물가격이전
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일 종가 대비 5% 이상(코스닥은 6% 이상) 상승 또는 하락하는 상태가 1분간 지속될 때 프로그램 매매
호가의 효력을 5분간 정지시키는 제도로서 선물시장이 급변할 경우 현물시장에 대한 영향을 최소화하기

위하여주가지수선물시장을개설하면서부터도입)등의제도가추가적으로더있다.

본 논문에서는 개별 주식 거래에 대해 12% 이상의 정율제 가격제한폭제도가 채택된 1998년 이후의 코

스피 지수 자료만을 대상으로 하여, 코스피 지수에 투자하였을 경우 발생 가능한 일별 수익률과 일별 손

실률에 대한 극단값 통계분석을 수행하였다. 여기서, 주된 관심 사항은 수익률 분포와 손실률 분포에
서 극단분위수(extreme quantile)의 추정 문제이다. 사용된 극단값 통계분석 모형은 포아송-GPD 모형

이고 모수의 추정이나 극단분위수의 추정은 최대가능도(maximum likelihood) 방법을 이용했는데, 일

별 수익률 자료의 경우 상위 5.23%가, 그리고 일별 손실률 자료의 경우에는 상위 4.21%가 극단값 분석
에 실제로 사용되었다. 또한, 수익률 분포 또는 손실률 분포의 오른쪽 꼬리가 매우 짧은 경우에는 포아

송-GPD 모형에서 모수의 최대가능도추정량들이 전통적 점근성질(asymptotic property)을 갖고 있지

못하기때문에, 이의대안으로본논문에서는베이지안방법을고려하였다.

2. 극단값에 대한 포아송-GPD 모형과 베이지안 방법

시계열자료의여러극단값통계분석방법중에서가장역사가오래된방법은연간최대값방법(annual

maximum method)이다 (Gumbel, 1958). 이방법에서는시계열자료의연간최대값들의분포함수모

형으로 다음의 일반화극단값분포함수(generalized extreme value distribution function)를 가정하는데

이분포를간단히기호 GEV(µ, σ, ξ), µ ∈ R, σ > 0, ξ ∈ R로나타내기로한다 (von Mises, 1936).

G(x;µ, σ, ξ) := exp

[
−
{
1 +

ξ(x− µ)

σ

}− 1
ξ

+

]
, x ∈ R. (2.1)

여기서, z+ := max{z, 0}이고, ξ = 0인경우는항상 ξ → 0일때의극한으로해석한다. 즉, G(x;µ, σ, 0)

= exp{−e−(x−µ)/σ}. 또한, µ, σ, ξ는 각각 위치모수, 척도모수, 형상모수를 나타내는데, 특별히 ξ는

주어진 시계열 자료의 주변분포의 오른쪽 꼬리의 형태를 결정짓는 중요 모수로서 극단값지수(extreme

value index) 또는꼬리지수(tail index)라고불리우기도한다.

연간 최대값 방법은 GEV(µ, σ, ξ) 분포가 대체로 적절히 정규화된 표본 최대값(sample maximum)의

극한분포 (Fisher와 Tippett, 1928; Gnedenko, 1943)라는 장점에도 불구하고 시계열 자료 중 연간 최
대값들만을 사용하기 때문에 아주 오랜 기간 동안 관찰된 자료가 아니라면 추정치의 오차가 매우 커
질 수 있다는 단점을 갖는다. 따라서, 제한된 기간 동안 관찰된 시계열 자료의 극단값 분석은 시계열
자료의 주변분포의 오른쪽 꼬리에 대한 정보를 가지고 있는 추가적인 자료, 즉 충분히 큰 하나의 분

계점(threshold) u를 선택하고 이를 넘어서는 모든 초과값(exceedance)들을 사용하는 것이 보다 효율

적인 방법이 될 수 있는데, 이러한 방법을 통상 분계점 방법(threshold method)이라고 부른다 (Davi-

son과 Smith, 1990). 좀 더 구체적으로, 분계점 방법에서는 분계점 u를 넘어서는 초과값들의 초과여

분(excess) 분포 함수 모형으로 다음의 일반화파레토분포함수(generalized Pareto distribution func-

tion)를 가정하는데 (Pickands, 1975) 이 분포를 간단히 기호 GPD(ϕ, ξ), ϕ > 0, ξ ∈ R로 나타내기로
한다.

H(y;ϕ, ξ) := 1−
(
1 +

ξy

ϕ

)− 1
ξ

+

, y > 0. (2.2)

여기서, ϕ와 ξ는 각각 척도모수와 형상모수를 나타내는데, 특별히 ξ는 일반화극단값분포함수 (2.1)에서

의 형상모수와 일치한다. 분계점 방법에서의 분계점 u를 선택하는 하나의 통상적인 방법은 시계열 자료
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의 일별 관측값들의 MRL 그림(mean residual life plot)을 이용하는 것인데, 이에 따르면 적절한 분계

점으로, 모든 t > u에대하여 t와 t를넘어서는초과값들의초과여분산술평균값의산점도가근사적으로
직선을따르는최소의 u 값으로선택하는것이다 (윤석훈, 2010).

일반적으로 분계점 방법에서의 일반화파레토분포함수 모형 (2.2)와 연간 최대값 방법에서의 일반화극단
값분포함수 모형 (2.1) 사이의 모수들의 관계는 형상모수 ξ가 동일하다는 것 외에는 특별히 다른 관계
는없다. 따라서, 상대적으로오차가작을것으로예상되는, 분계점방법으로추정한추정치를이용하여

연간최대값방법에서의모수를모두추정하는것은불가능하고, 식 (2.1)의일반화극단값분포함수를이
용하여 t년(t는 대체로 큰 값) 재발수준(t-year return level), 즉 t년에 한 번 정도 넘어서는 높은 수준

을추정하는것도역시불가능하게된다. 이를해결할수있는하나의일반적인방법으로분계점 u를넘

어서는 초과값들에 대하여 2차원 포아송초과점과정(Poisson exceedance point process) 모형을 적용할

수 있는데 (Smith, 1989; 윤석훈, 2009), 여기서는 보다 간편한 형태인 포아송-GPD 모형을 사용하기로

한다 (윤석훈, 2010).

포아송-GPD 모형에서는 분계점 방법에서와 같이 분계점 u를 넘어서는 초과값들의 초과여분 분포 함수

모형으로 GPD(ϕ, ξ) 분포를 가정하고 동시에 u를 넘어서는 연간 초과값들의 개수가 평균이 λ인(λ >

0) 포아송분포를따른다고가정한다. 이경우

µ = u+
ϕ(λξ − 1)

ξ
, σ = ϕλξ (2.3)

로 정의하면, 연간 최대값의 분포 함수의 꼬리가 식 (2.1)의 GEV(µ, σ, ξ) 분포의 꼬리와 일치하는 것을

보일 수 있다 (윤석훈, 2010). 따라서, 포아송-GPD 모형을 사용하면 연간 최대값 방법에서와 달리 보

다많은자료를사용하게되어추정치의오차가작아지게되고또한식 (2.3)의관계를이용하여연간최
대값들의 분포 함수 모형인 식 (2.1)의 모수 추정이 가능해진다. 이렇게 얻어진 추정치들을 사용하면 일

반화극단값분포함수를이용한 t년재발수준의추정도역시가능하게된다.

이야기를구체적으로전개하기위하여, 이제서로 i.i.d.(independent and identically distributed)인일

별 관측값들이 m년 동안 관찰되었다고 하고 충분히 큰 하나의 분계점 u가 적절히 선택되었다고 하자.

이 경우, 포아송-GPD 모형에서는 이들 중 u를 넘어서는 초과값들로 z1, . . . , zn이 관찰되었다고 할 때
초과값의 전체 개수 n은 평균이 mλ인 포아송분포를 따르고 초과값들의 초과여분 z1 − u, . . . , zn − u는

GPD(ϕ, ξ) 분포를 따른다고 가정하는 것이므로 이들 n개의 초과값들에 기초한 가능도함수(likelihood

function) L(λ, ϕ, ξ)는다음과같이주어진다.

L(λ, ϕ, ξ) = e−mλ (mλ)
n

n!

n∏
i=1

[
1

ϕ

{
1 +

ξ(zi − u)

ϕ

}− 1
ξ
−1

+

]
.

따라서, 이를이용하면모수 λ, ϕ, ξ의최대가능도추정치(MLE; maximum likelihood estimate)의계산

이 가능하고, 이로부터 식 (2.3)을 이용하여 역시 µ, σ의 최대가능도추정치의 계산이 가능해지며, 또한

이렇게얻어진추정치를다음식에대입하면 t년재발수준 qt의최대가능도추정치를얻을수있다.

qt = G−1

(
1− 1

t
;µ, σ, ξ

)
= µ+

σ
[
{− log(1− 1/t)}−ξ − 1

]
ξ

. (2.4)

식 (2.1)의 GEV(µ, σ, ξ) 분포와식 (2.2)의 GPD(ϕ, ξ) 분포는분포의끝점(end-points)이모수값에의

존되기 때문에 모수의 최대가능도추정량들이 일반적으로 정칙조건(regularity condition) 하에서 성립



836 윤석훈

하는 일치성(consistency), 점근효율성(asymptotic efficiency), 점근정규성(asymptotic normality)의

전통적 점근성질을 가지고 있다고 단언할 수 없다. 실제로, Smith (1985)는 ξ > −0.5인 경우 최대가

능도추정량들은 전통적 점근성질을 가지고 있으나, −1 < ξ < −0.5인 경우에는 그렇지 않다는 것과
ξ < −1인경우에는최대가능도추정량자체가존재할수없다는사실을보였다. 따라서, 이와비슷한상

황하에서는최대가능도추정량의대안을생각해야되는데베이지안방법이그하나가될수있을것이다
(Coles와 Powell, 1996).

이제, 위에 소개한 포아송-GPD 모형에 베이지안 방법을 적용해보기로 한다. 베이지안 방법에서는 모

수를확률변수로가정하고이에대한분포로우선사전분포(prior distribution)를적절히선택하여사용

한다. 이때 선택된 사전분포는 모수 값에 대한 통계분석자의 주관적인 믿음을 모형화시킨 것으로서 대
체적으로 경험적 입증이 곤란한 주관적 확률분포를 의미한다. 베이지안 방법에서는 모수에 대한 이러

한 사전 정보와 관찰된 자료의 통계모형(여기서는, 포아송-GPD 모형)으로부터의 정보를 결합하여 베

이지안 규칙에 따라 모수의 사후분포(posterior distribution)를 규명하고, 이 사후분포를 이용하여 모

수에 대한 추론을 수행한다. 따라서, 베이지안 추론은 관찰된 자료의 양이 적으면 모수의 사전분포에
많이 좌우되고, 반대로 자료의 양이 많으면 자료의 통계모형에 많이 좌우될 것이라는 것을 쉽게 예상

해 볼 수 있다. 모수의 사전분포 선택은 모수에 대한 사전 정보의 유무와 사전 정보의 질에 따라 달라

질 수 있는데, 여기서는 모수에 대한 구체적인 사전 정보가 전혀 없는 것으로 가정하여 무정보사전분
포(noninformative prior distribution)를사용하기로한다. 즉, λ, ϕ, ξ가서로독립이고이들의사전밀

도함수(prior density function) π(λ, ϕ, ξ)가다음의무정보사전분포를만족한다고가정한다.

π(λ, ϕ, ξ) ∝ 1

λ
× 1

ϕ
, λ > 0, ϕ > 0, ξ ∈ R.

이경우, (λ, ϕ, ξ)의사후밀도함수(posterior density function) π(λ, ϕ, ξ|data)는다음과같이주어진다.

π(λ, ϕ, ξ|data) ∝ π(λ, ϕ, ξ)L(λ, ϕ, ξ)

∝ 1

λϕ
L(λ, ϕ, ξ).

여기서다시, 모든모수의값이실수값이되도록

θ1 = log λ, θ2 = log ϕ, θ3 = ξ

로모수변환을하면 θ = (θ1, θ2, θ3)의사후밀도함수 π(θ|data)는다음과같이주어진다.

π(θ|data) ∝ L
(
eθ1 , eθ2 , θ3

)
, θi ∈ R, i = 1, 2, 3. (2.5)

여기서, 사후밀도함수 π(θ|data)가 적절한 확률밀도함수가 되기 위한 정규화 상수(normalizing con-

stant)는 일반적으로 정확한 계산이 불가능하여 알 수 없으므로 모수의 사후평균(posterior mean)과 같

은 베이지안 추론이 정확히 이루어질 수는 없다. 그러나, 최근 널리 사용되고 있는 마르코프 연쇄 몬
테칼로(MCMC; Markov chain Monte Carlo) 방법을 사용하면, 여기서와 같이 정규화 상수를 모를
경우에도 사후분포로부터의 시뮬레이션이 가능해지는데, 이와 같은 방법으로 얻어진 시뮬레이션 값들

을 이용하면 사후평균의 추정치를 쉽게 계산할 수 있다. 사후밀도함수 π(θ|data)로부터 시뮬레이션 값
θ1, θ2, . . .들을 얻는 일반적인 MCMC 방법은, 임의의 초기값 θ0와 하나의 마르코프 연쇄를 정의하면서

쉽게 시뮬레이션 할 수 있는 전이밀도함수(transition density function) p(θ∗|θi−1)가 주어져 있다고 할

때, i = 1, 2, . . .에대하여 p(θ∗|θi−1)로부터우선후보 θ∗를하나생성한다음,

α
(
θi−1, θ∗

)
:= min

{
π(θ∗|data)p(θi−1|θ∗)
π(θi−1|data)p(θ∗|θi−1)

, 1

}
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로놓고 θi를

θi =

{
θ∗, with probability α

(
θi−1, θ∗

)
,

θi−1, with probability 1− α
(
θi−1, θ∗

)
의 방법으로(즉, α(θi−1, θ∗)는 후보 θ∗를 θi의 생성 값으로 채택할 채택 확률을 나타냄) 생성해내는 것

이다. 이경우, 생성된 θ1, θ2, . . . 값들은사용된전이밀도함수 p(· | ·)에대한일정한정칙조건하에서정
상분포(stationary distribution) π(θ|data)를 갖는 하나의 마르코프 연쇄로부터의 관찰치로 간주될 수
있는데, 따라서 초기값 θ0의 영향력이 없어지는 충분히 큰 값 k가 정해지면 θk+1, θk+2, . . . 값들을 이용

하여사후분포에대한근사추론이가능하게된다.

본 논문에서는 간단히 후보 θ∗의 생성 전이밀도함수로 p(θ∗|θi−1) = f(θ∗ − θi−1)을 사용하기로 한다.

여기서, f는평균이 0인하나의 3변량정규분포의확률밀도함수를나타낸다. 이는곧

θ∗ = θi−1 + θ̃, θ̃ ∼ f (2.6)

로 표현 가능하므로 이와 같은 종류의 알고리즘을 간단히 확률보행(random walk) Metropolis 알고리

즘이라고부른다 (Albert, 2009; Robert와 Casella, 2004).

극단값 자료 분석을 하는 여러 중요한 이유 중의 하나인 특정 극단 수준에 도달할 미래의 사건 발생 확
률을 추정하는 일은 베이지안 방법에서 매우 자연스럽다. 예를 들어, M이 미래의 연간 최대값을 나타

내는 확률변수라고 하자. 이제, 과거 자료 data가 주어졌을 때, 관심 모수 θ에 대한 모든 정보는 사후밀

도함수 π(θ|data)가 가지고 있으므로 M의 사후예측분포함수(posterior predictive distribution func-

tion)는

P{M ≤ x|data} =

∫
R3

P{M ≤ x|θ}π(θ|data) dθ (2.7)

와 같이 주어진다. 여기서, 우리가 사용하고 있는 사후밀도함수는 식 (2.5)로 주어진 것이고, 따라서

식 (2.7)의 우변은 정확한 계산이 일반적으로 불가능하다. 그러나, 위에 설명한 MCMC 방법을 사용하

여, 사후분포로부터예를들어모수의시뮬레이션값 θ1, θ2, . . . , θK를얻었다고하면, 식 (2.7)의우변은

(1/K)
∑K

i=1 P{M ≤ x|θi}로근사시킬수있으므로, 미래 t년재발수준 qt는

1− 1

t
= P{M ≤ qt|data} ≈ 1

K

K∑
i=1

P
{
M ≤ qt|θi

}
를 만족하게 된다. 여기서, P{M ≤ qt|θi}의 값은 연간 최대값 분포 함수 모형으로 사용하고 있는 식
(2.1)의 일반화극단값분포함수로 대치하면 결국 qt의 수치적 계산이 가능해진다. 이렇게 계산된 재발수

준 qt의값은모수의사후분포가가지고있는불확실성과미래관측치의변동성에의한불확실성이모두
반영된값이므로, 사후분포만으로추정한값보다예측값으로더욱적절하게사용될수있다.

3. 코스피 지수 자료의 극단값 분석

본 논문에서 다룬 코스피 지수 자료는 웹 사이트 야후(http://finance.yahoo.com)에서 다운로드한 것으

로서 1998년 1월 3일부터 2011년 8월 31일까지 총 13년 8개월 동안의 일별 코스피 종가 자료이다. 이

기간동안결측치를제외한총관측치의개수는 3,421개인데그림 3.1은이를보여준다. 여기서, 우리의

주된 관심사는 코스피 지수 자체보다도 코스피 지수에 투자하였을 경우 얻게 되는(혹은 입게 되는) 일
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그림 3.1. 일별 코스피 지수
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그림 3.2. 코스피 지수의 일별 로그수익률(%)

별 로그수익률(log-returns)과 일별 로그손실률(negative log-returns)이다. 코스피 지수의 t일 로그수
익률(단위: %)과로그손실률(단위: %)은각각

xt = ±100× log

(
t일코스피지수

(t− 1)일코스피지수

)
와 같이 계산될 수 있는데, 그림 3.2는 코스피 지수의 일별 로그수익률을 보여준다. 그림 3.1과 달리 그
림 3.2에서는 자료 간 상관성이 없어 보이는데, 여기서는 {xt}가 i.i.d. 변수들의 관측값이라고 가정한
다.

우선, 2장의포아송-GPD 모형으로일별로그수익률과일별로그손실률의극단값통계분석을하기위해
서는 분계점 방법에서 일반적으로 널리 사용되는 MRL 그림을 이용하여 적절한 분계점 u를 각각 찾아

야 하는데, 그림 3.3은 로그수익률의 MRL 그림과 로그손실률의 MRL 그림을 보여준다. 로그수익률의
MRL 그림에서 t = 7.4를 넘어서는 로그수익률 5개를 제외하면 t가 (3, 7.4)에서 움직일 때 MRL 그림
이 (약한) 음의 기울기를 갖는 직선 형태이므로 u = 3을 분계점으로 선택하고, 로그손실률의 MRL 그
림에서는 t = 8을넘어서는로그손실률 6개를제외하면 t가 (3.5, 8)에서움직일때 MRL 그림이 (약한)

양의 기울기를 갖는 직선 형태이므로 u = 3.5를 분계점으로 선택한다. 이 경우 분계점의 초과율은 로그
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그림 3.3. 코스피 지수의 로그수익률 MRL 그림과 로그손실률 MRL 그림

표 3.1. 로그수익률 자료와 로그손실률 자료에서 분계점 u를 넘어서는 초과값들에 대한 기초 통계량(n: 표본크기, Q1:

1사분위수, Q2: 2사분위수, Q3: 3사분위수, x: 평균)

자료 u n 최소값 Q1 Q2 x Q3 최대값

로그수익률 3 179 3.01 3.45 4.10 4.45 5.06 11.28

로그손실률 3.5 144 3.50 3.81 4.31 4.90 5.46 12.80

표 3.2. 로그수익률 자료와 로그손실률 자료에서 분계점 u를 넘어서는 초과값들에 대한 포아송-GPD 모형 적합 결과(모수

추정치는 MLE이고 괄호 안은 추정치의 표준오차를 나타냄)

자료 u λ ϕ ξ µ σ

로그수익률 3 13.10(0.98) 1.61(0.15) −0.11(0.06) 6.59(0.25) 1.21(0.13)

로그손실률 3.5 10.54(0.88) 1.15(0.16) 0.18(0.11) 6.88(0.39) 1.77(0.34)

수익률과로그손실률의경우각각 5.23%와 4.21%이다. 이는곧, 로그수익률과로그손실률의극단값통
계분석을위해일별자료중각각상위 5.23%와 4.21%만의자료를이용하겠다는의미이다.

표 3.1은 일별 로그수익률 자료와 일별 로그손실률 자료에서 각각의 분계점 u를 넘어서는 초과값들에

대한 기초 통계량을 보여준다. 표에서의 최대값 11.28%와 12.80%는 각각 2008.10.30과 2001.09.12에

발생한것이다.

표 3.2는 일별 로그수익률 자료와 일별 로그손실률 자료에서 각각의 분계점 u를 넘어서는 초과값들에

대한 포아송-GPD 모형의 최대가능도추정법에 의한 적합 결과를 보여 준다. 표에 의하면, 분계점 u를

넘어서는 초과값들의 개수는 로그수익률의 경우 연평균 13.10개 정도이고 로그손실률의 경우에는 연평
균 10.54개 정도임을 알 수 있다. 또한, 꼬리지수 ξ의 값은 로그수익률의 경우 작은 값이지만 음수의 값
으로 추정되고 있는데 반하여, 로그손실률의 경우에는 역시 작은 값이지만 양수의 값으로 추정되고 있
음을 알 수 있다. 이는 다시 말하여, 정규분포와 비교할 때 로그수익률의 분포는 오른쪽 꼬리가 비교적
짧은 반면, 로그손실률의 분포는 반대로 오른쪽 꼬리가 다소 두터운 편에 속한다는 것을 의미한다. 즉,

이와 같은 현상은, 주식 투자로 수익을 볼 때는 일별 수익률이 비교적 미미하지만 손실을 볼 때는 일별
손실률이 생각 외로 매우 커질 수도 있음을 뜻하는 것으로 해석할 수 있을 것이다. 표 3.2에는 또한 식

(2.3)을 이용하여 계산된 GEV(µ, σ, ξ) 분포의 위치모수 µ와 척도모수 σ의 최대가능도추정치가 포함되

어있다.

표 3.3은 일별 로그수익률 자료와 일별 로그손실률 자료에서 각각의 분계점 u를 넘어서는 초과값들에

대한 포아송-GPD 모형에서의 10년, 20년 재발수준에 대한 최대가능도추정법에 의한 추정 결과를 보여

준다. 표에는 또한 프로파일 로그 가능도에 기초하여 계산된 95% 신뢰구간이 포함되어 있다. 여기서,

로그손실률의 경우 q10의 신뢰구간 상한과 q20의 신뢰구간 상한은 모두 15를 초과한 값으로 나타나 있
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표 3.3. 로그수익률 자료와 로그손실률 자료에서 분계점 u를 넘어서는 초과값들에 대한 포아송-GPD 모형에서의 t년 재발수준

qt의 추정 결과(SE: 표준오차, CI: 프로파일 로그 가능도에 기초하여 계산된 신뢰구간)

자료 u
q10 q20

MLE(SE) 95% CI MLE(SE) 95% CI

로그수익률 3 9.00(0.53) (8.22, 10.63) 9.65(0.66) (8.74, 11.81)

로그손실률 3.5 11.81(1.80) (9.50, 18.19) 13.86(2.72) (10.55, 24.31)
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그림 3.4. 일별 로그수익률 자료에서 MCMC 방법으로 사후분포를 시뮬레이션한 결과

는데앞으로도계속현재처럼개별주식거래에대해 15% 정율제의가격제한폭제도를유지한다면이두

신뢰구간의상한은 15로조정하는것이마땅하다.

이제 2장의 마지막 부분에 소개되어 있는 베이지안 방법, 즉 포아송-GPD 모형에 모수의 무정보사전분

포를 가정하여 식 (2.5)로 유도된 변환 모수 θ = (θ1 = log λ, θ2 = log ϕ, θ3 = ξ)에 대한 사후밀도함수

π(θ|data)를 이용하여 모수를 추정하는 방법을 생각하기로 한다. 여기서 사용할, 모수의 사후분포에 대

한 요약 방법은 식 (2.6)으로 주어지는 확률보행 Metropolis 알고리즘을 이용한 MCMC 방법이다. 이

를 위한 모수의 초기값 θ0로는 표 3.2의 MLE를 사용하도록 한다. 즉, 일별 로그수익률 자료의 경우 초
기값으로 θ0 = (log 13.10, log 1.61, −0.11)를 선택한다. 또한, 적절한 정칙조건 하에서 모수의 사후분

포는 평균이 사후최빈값(posterior mode)이고 분산/공분산 행렬이 사후최빈값에서 계산된 Fisher의 관
측정보행렬(observed information matrix)의 역행렬인 다변량정규분포로 근사시킬 수 있는데, 이를 감

안하여 여기서는 식 (2.6)에 사용된 f로 f ∼ N3(0, 4V )를 선택하기로 한다. 여기서, N3(· , ·)는 3변량

정규분포를의미하고, V는사후최빈값에서계산된 Fisher의관측정보행렬의역행렬을나타낸다.

이와 같은 MCMC 방법을 사용하여 식 (2.5)로 주어진 θ의 사후밀도함수로부터 10,000개의 θ값을 시뮬

레이션하였는데, 추적 결과 후보 θ∗의 채택률은 전체적으로 대략 일별 로그수익률 자료와 일별 로그손
실률 자료의 경우 각각 18%와 19%인 것으로 나타났다. 이 중에서 초기값 θ0의 영향력을 배재하기 위

하여 처음 2,000개를 제외시키고 나머지 8,000개의 값들을 그려보았는데, 그림 3.4는 일별 로그수익률
자료에 대한 결과이다. 그림에서 보듯 시뮬레이션 값들은 모수의 사후분포 영역을 고루 터치하고 있는
것으로 보이고, 또한 특정한 패턴없이 대체적으로 확률잡음(random noise)처럼 느껴진다. 그림 3.5는

동일한 시뮬레이션 값들의 자기상관 그림을 보여주는데, 시차 1의 자기상관은 높으나 시차가 커지면서
자기상관값이비교적빠르게소멸되고있음을알수있다.
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그림 3.5. 일별 로그수익률 자료에서 MCMC 방법으로 사후분포를 시뮬레이션한 값들의 자기상관 그림

표 3.4. 로그수익률 자료와 로그손실률 자료에서 MCMC 방법으로 사후분포를 시뮬레이션한 모수 값들의 요약 통계(Mean:

표본평균, SD: 표본표준편차, Naive SE: 독립표본 가정하에서 표본평균의 표준오차, Batch SE: Batch로 구분하여 추정한

표본평균의 표준오차, CI: 신용구간)

자료 모수 Mean SD Naive SE Batch SE 95% CI

log λ 2.58 0.07 0.0008 0.0029 (2.43, 2.72)

log ϕ 0.46 0.09 0.0011 0.0036 (0.27, 0.64)

ξ −0.08 0.06 0.0007 0.0026 (−0.18, 0.06)

λ 13.21 0.98 0.0109 0.0385 (11.36, 15.13)

로그수익률 ϕ 1.59 0.15 0.0017 0.0057 (1.31, 1.90)

µ 6.68 0.27 0.0030 0.0110 (6.21, 7.24)

σ 1.29 0.16 0.0018 0.0068 (1.07, 1.71)

q10 9.35 0.70 0.0078 0.0301 (8.38, 11.22)

q20 10.12 0.92 0.0103 0.0394 (8.89, 12.64)

log λ 2.35 0.08 0.0009 0.0032 (2.19, 2.52)

log ϕ 0.11 0.14 0.0016 0.0049 (−0.17, 0.38)

ξ 0.22 0.12 0.0013 0.0043 (0.01, 0.48)

λ 10.55 0.88 0.0099 0.0336 (8.91, 12.39)

로그손실률 ϕ 1.13 0.16 0.0018 0.0055 (0.84, 1.47)

µ 6.99 0.43 0.0048 0.0154 (6.29, 7.96)

σ 1.92 0.43 0.0048 0.0154 (1.34, 2.98)

q10 12.85 2.63 0.0294 0.0962 (9.70, 19.53)

q20 15.62 4.31 0.0482 0.1586 (10.80, 26.77)

표 3.4는 일별 로그수익률 자료와 일별 로그손실률 자료에서 MCMC 방법으로 사후분포를 시뮬레이션

한 최종 8,000개 θ값들의 요약 통계를 보여주는데, 그림 3.4와 그림 3.5에서 나타난 MCMC 수행 결

과 값들의 행태를 잘 설명해주고 있다. 예를 들어, 로그수익률 자료에서 모수 ξ의 사후평균 추정치는
−0.08이다. 이 시뮬레이션한 표본이 독립표본이라고 가정하면 이 추정치의 표준오차는 0.0007이 된다.

하지만 그림 3.5의 자기상관을 고려하여, 전체 8,000개의 시뮬레이션 값들을 크기가 50인 총 160개의

batch로 나누고 batch 별로 각각 표본평균을 구한 후 이들을 이용하여 사후평균 추정치의 표준오차를
추정하면 0.0026이 되는데 이 값이 보다 정밀한 값이라고 할 수 있을 것이다. 표에서 95% CI는 상하
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그림 3.6. 일별 로그수익률 자료에서 모수 λ, ϕ, ξ, µ, σ와 20년 재발수준 q20의 추정 사후밀도함수

2.5% 표본분위수로 추정한 모수의 95% 신용구간(credible interval)을 나타낸다. 표에는 로그 변환 전
으로 환원한 모수와 식 (2.3)으로 계산되는 GEV 분포 모수, 그리고 식 (2.4)로 계산되는 10년, 20년 재

발수준에 대해 각각 θ에 대한 위 8,000개 시뮬레이션 값들을 적절히 변환하여 계산한 요약 통계 결과가

역시포함되어있다.

그림 3.6은 표 3.4의 일별 로그수익률 자료에 대한 모수 추정에 사용된 각 모수별 8,000개의 MCMC 시

뮬레이션값들을이용하여추정한, 모수 λ, ϕ, ξ, µ, σ와 20년재발수준 q20의사후밀도함수를보여준다.

그림 3.7은 일별 로그수익률 자료에서 재발수준 qt를 재발기간(return period) t(단위: 년)의 함수로

추정한 곡선을 보여주는데(그림에서 수평축은 로그 눈금 사용), 실선은 t년 재발수준 qt의 사후중앙

값(posterior median), 긴 쇄선(long dashed line)은 사후평균, 그리고 위, 아래 두개의 쇄선은 95%

신용구간을 각각 나타낸다. 그림에 따르면, 재발수준의 사후평균이 사후중앙값보다 약간 높게 나타나고
있음을알수있다.

그림 3.8은 일별 로그수익률 자료에서 2장의 마지막 부분에 소개되어 있는 베이지안 예측 방법으로 추

정한 t년 재발수준 qt의 예측 곡선을 보여준다(그림에서 수평축은 로그 눈금 사용). 여기서, 실선은

qt의 사후예측, 긴 쇄선은 사후평균, 그리고 쇄선은 MLE를 각각 나타낸다. 그림에 따르면, 재발수준
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그림 3.8. 일별 로그수익률 자료에서 t년 재발수준 qt의 예측 곡선(실선: 사후예측, 긴 쇄선: 사후평균, 쇄선: MLE)

의 MLE값이 가장 낮게 나타나고 있고, 반면에 사후분포가 가지고 있는 불확실성과 미래 관측치의 불확
실성이모두반영된사후예측값이대체적으로가장높게나타나고있음을알수있다.

4. 결론

본 논문에서는 코스피 지수 자료에서 일별 로그수익률과 일별 로그손실률의 극단값에 대한 통계분석을
수행하였다. 사용된 극단값 통계분석 모형은 포아송-GPD 모형으로서, 일별 로그수익률의 경우 꼬리지
수 ξ의 MLE가 −0.11의 음수로 나타났고, 반면에 일별 로그손실률의 경우에는 ξ의 MLE가 0.18의 양

수로 나타났다. 이는 로그수익률 분포의 오른쪽 꼬리는 정규분포보다 비교적 짧은 반면, 로그손실률 분
포의 오른쪽 꼬리는 정규분포보다 다소 두텁다고 하는 상반된 결과가 얻어졌음을 의미한다. 오늘날 많

은금융자료에서분포의꼬리부분이정규분포보다두텁다고하는현상이자주나타나고있는것과는대
조적으로 여기서 분석한 코스피 지수 자료의 로그수익률 분포는 오히려 정규분포보다 짧다는 특이한 결
과가얻어진것이다. 이와같은특이한결과는현재개별주식거래에대해가격제한폭을 15% 정율제로

운용하고 있는 것과도 무관하지 않을 것으로 판단된다. 또한 이와 같은 현상은, 일별 손실률은 때로 매
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우커질수있으나일별수익률은대체적으로그리크게발생되는경우가거의드물다는것을의미한다.

본 논문에서는 또한 포아송-GPD 극단값 통계 모형에 모수의 무정보사전분포를 가정한 베이지안 방법
을고려하였다. 이경우, 사후평균으로추정한꼬리지수 ξ의추정치로일별로그수익률에서는 −0.08이,

그리고일별로그손실률에서는 0.22가각각얻어졌는데, 이는 ξ의 MLE와비교했을때엇비슷한값이므
로 결국 상호 일관성있는 결과가 얻어진 것이라고 할 수 있다. 물론 모수의 사전분포를 달리 택하면 사

후평균값이 영향을 받게 될 것이다. 그러나, 정칙조건이 만족되지 않는 경우에도 베이지안 방법에서는

최대가능도 방법에서와 달리 추정치의 전통적 점근성질을 걱정할 필요가 없고 예측의 경우에도 모수의
불확실성과미래관측치의불확실성이모두자연스럽게반영되는장점이존재한다.
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Abstract
This paper conducts a statistical analysis of extreme values for both daily log-returns and daily negative

log-returns, which are computed using a collection of KOSPI data from January 3, 1998 to August 31,

2011. The Poisson-GPD model is used as a statistical analysis model for extreme values and the maximum

likelihood method is applied for the estimation of parameters and extreme quantiles. To the Poisson-GPD

model is also added the Bayesian method that assumes the usual noninformative prior distribution for the

parameters, where the Markov chain Monte Carlo method is applied for the estimation of parameters and

extreme quantiles. According to this analysis, both the maximum likelihood method and the Bayesian

method form the same conclusion that the distribution of the log-returns has a shorter right tail than the

normal distribution, but that the distribution of the negative log-returns has a heavier right tail than the

normal distribution. An advantage of using the Bayesian method in extreme value analysis is that there is

nothing to worry about the classical asymptotic properties of the maximum likelihood estimators even when

the regularity conditions are not satisfied, and that in prediction it is effective to reflect the uncertainties

from both the parameters and a future observation.
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