
꼬인 큐브 토러스: 3차원 꼬인 큐브에 기반한 새로운 토러스 상호연결망 205

꼬인 큐브 토러스: 3차원 꼬인 큐브에 기반한

새로운 토러스 상호연결망

김 종 석†․이 형 옥††․김 성 원†††

요 약

본 논문은 널리 알려진 3차원 꼬인 큐브를 기반으로 하는 새로운 상호연결망 꼬인 큐브 토러스(TT) 네트워크를 제안한다. 꼬인 큐브 토러

스 네트워크는 동일한 노드수를 갖는 honeycomb 토러스보다 짧은 지름을 갖고, 망 비용이 개선된 연결망이다. 본 논문에서는 꼬인 큐브 토러

스의 라우팅 알고리즘을 제안하고, 지름, 망 비용, 이분할에지수, 해밀토니안 사이클을 분석한다.
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Twisted Cube Torus(TT): A New Class of Torus Interconnection

Networks Based on 3-Dimensional Twisted Cube
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ABSTRACT

We propose a new interconnection network, called Twisted cube torus(TT) network based on well-known 3-dimensional twisted cube.

Twisted cube torus network has smaller diameter and improved network cost than honeycomb torus with the same number of nodes. In

this paper, we propose routing algorithm of Twisted cube torus network and analyze its diameter, network cost, bisection width and

hamiltonian cycle.
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1. 서 론1)

대규모 병렬처리 시스템에서 슈퍼컴퓨터의 성능 향상을

위한 연구 분야로 새로운 CPU 개발, 상호연결망, 데이터 교

환방식, 새로운 알고리즘 등이 있다. 슈퍼컴퓨터를 사용하기

위해서는 적게는 수십 개에서 많게는 수십~수백만 개의 프

로세서를 연결하는 상호연결망(interconnection network)의

역할이 매우 중요하다. 지금까지 병렬처리 시스템을 위한

상호연결망으로 다양한 위상들이 발표되었으며, 대표적인

위상으로는 토러스, 하이퍼큐브, 스타그래프 등이 있다.

상호연결망은 프로세서의 집합, 지역메모리 그리고 프로

세서간의 데이터 전송을 위한 통신링크로 구성되어 있다.

상호연결망은 그래프 G=(V,E)로 모델링될 수 있다. 각각의
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프로세서 P i는 노드집합 V의 원소이고 두 개의 프로세서 P i

와 P j는 통신링크 (P i,P j)에 의해 연결되어 있다. 상호연결망

을 그래프로 모델링하면 프로세서는 노드(node)로 통신링크

는 에지(edge)로 표현된다. 노드 P i와 이웃한 노드의 수를

그 노드의 분지수(degree)라고 한다. 상호연결망에서 분지수

는 하드웨어적인 비용을 나타낸다.

상호연결망은 망을 구성하는 노드와 에지의 구성에 따라

메쉬 부류, 하이퍼큐브 부류 그리고 스타그래프 부류로 나

눌 수 있다. 메쉬 부류는 토러스[5], 허니컴(honeycomb) 메

쉬[12], 다이아고날(diagonal) 메쉬[13], 헥사고날(hexagonal)

메쉬[4] 등이 있으며, 하이퍼큐브 부류는 하이퍼큐브[11], 폴

디드(folded) 하이퍼큐브[6], 꼬인 큐브(twisted-cube)[1], 재

귀원형군[10] 등이 있으며, 스타그래프 부류는 스타그래프

[2], 매크로-스타(macro-star)[15], 전위(transposition) 연결

망[9], 행렬 스타(matrix star) 연결망[16] 등이 있다.

메쉬 구조는 VLSI 회로설계 분야에서 많이 이용되는 구

조로 연결망의 확장이 매우 쉬우므로 현재까지 널리 이용되

고 있으며 다양한 시스템으로 상용화되었다. 낮은 차원의
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(그림 1) 3차원 꼬인 큐브 연결망(3-TC)

U U' U" U U' U"

0 3,4,5 1,2,6,7 4 7,0,1 2,3,5,6

1 4,5,6 0,2,3,7 5 0,1,2 3,4,6,7

2 5,6,7 0,1,3,4 6 1,2,3 4,5,7,0

3 6,7,0 1,2,4,5 7 2,3,4 0,1,5,6

<표 1> 3차원 꼬인 큐브에서 노드 사이의 거리

메쉬는 설계하기 쉽고 알고리즘 관점에서도 매우 유용하므

로 병렬처리 컴퓨터의 연결망으로 많이 쓰인다. 높은 차원

의 메쉬 일수록 지름이 작아지고 이분할 에지수(bisection

width)가 커지며 여러 가지 병렬 알고리즘을 빨리 수행할

수 있지만 비용이 많이 드는 단점이 있다.

상호연결망의 성능을 평가하는 척도는 분지수, 대칭성, 연

결도, 지름, 망 비용, 이분할 에지수, 고장 지름, 고장 허용

알고리즘 그리고 임베딩 등이 있다. 망 비용은 분지수 × 지

름으로 정의되며, 두 요소는 상관관계(trade-off)에 있기 때

문에 망 비용을 줄이는 것은 쉽지 않다.

본 논문에서는 작은 지름과 대칭성 성질을 갖는 3차원 꼬

인 큐브를 기본모듈로 하고, 분지수가 상수 4로 고정된 꼬

인 큐브 토러스(TT) 연결망을 제안한다. TT 연결망은 기본

모듈을 격자구조의 격자점에 배치하고, 기본모듈을 주변 기

본모듈과 완전 그래프 형태로 연결한 구조이다. 본 논문의

연구결과로 TT 연결망과 동일한 노드수를 갖는 허니컴 메

쉬, 허니컴 토러스, 다이아고날 메쉬, 토러스 그리고 헥사고

날 토러스 연결망과 망비용 관점에서 비교한 결과를 표 2에

보이겠다. <표 2>의 비교 결과에 의해 TT 연결망이 메쉬

부류 연결망보다 우수한 연결망임을 알 수 있다.

본 논문의 구성은 2장에서 3차원 꼬인 큐브의 정의 및 기

본 성질을 보이겠다. 3장에서 꼬인 큐브 토러스 연결망을

제안하고, 라우팅 알고리즘을 비롯한 다양한 위상적 망속성

을 보이겠다. 또한 분지수가 고정된 메쉬 부류의 연결망과

본 논문에서 제안한 꼬인 큐브 토러스 연결망과의 망 비용

을 비교하겠다. 마지막으로 결론을 맺는다.

2. 관련연구

꼬인 큐브(Twisted Cube) 연결망은 하이퍼큐브 연결망의

변형된 연결망으로 하이퍼큐브와 동일한 분지수를 가지고 있

으면서도 하이퍼큐브의 지름을 대략 절반 정도 개선한 우수

한 연결망이다. 그래서 많은 연구자들에 의해 꼬인 큐브의

다양한 성질들 - 지름, 분지수, 라우팅 알고리즘, 최대고장허

용도, 임베딩, 고장진단도 - 을 분석한 많은 연구 결과들이

발표되었다[1,3,7,8,14,17]. 3차원 꼬인 큐브 연결망(3-TC)은 8

개의 노드와 12개의 에지로 구성된 연결망으로 분지수가 3이

고, 지름은 2인 연결망이며, 노드 대칭이다. (그림 1)은 3차원

꼬인 큐브 연결망을 나타내고 있다. 기존에 제안된 꼬인 큐

브 연결망에서는 각 노드를 이진수로 나타내고 있지만 본 논

문에서는 각 노드를 십진수(0-7)로 나타내겠다.

3-TC의 노드 집합을 V라고 나타내고, 에지 집합을 E라

고 나타내겠다. 3-TC의 정의는 다음과 같다. mod는 나머지

연산자를 나타낸다.

정의 1.

  ∈ℤ

       ≡ or   ≡ or   ≡ mod 

노드 U'를 U와 거리가 1인 노드라고 하고, 노드 U"를 U

와 거리가 2인 노드라고 하자. 3-TC의 지름은 2이므로 정

의 1에 의해 각 노드 사이의 거리를 <표 1>과 같이 정리할

수 있다. <표 1>에 의해 노드 U'의 개수는 3개이고, 노드

U"의 개수는 4개임을 알 수 있다.

3-TC의 지름은 2이므로 노드 U"와 노드 U 사이의 경로

는 노드 U'에 의해 결정된다는 것을 <표 1>에 의해 알 수

있다. 그러므로 3-TC의 임의의 두 노드 사이의 경로를 정

의 2와 같이 나타낼 수 있다.

정의 2. 3-TC의 인접한 두 노드를 U와 U'라고 하고 U

와 인접하지 않은 노드를 U"라고 하자. 인접한 두 노드 U

와 U'의 경로는 기호 →를 사용하여 표현하겠다.

노드 U와 U'의 경로 : U → U'

노드 U와 U"의 경로 : U → U' → U"

연결망의 해밀토니안(hamiltonian) 경로는 연결망을 구성

하는 모든 노드를 오직 한번만 지나는 경로를 말하며, 시작

노드와 도착노드가 같은 해밀토니안 경로를 해밀토니안 사

이클이라고 말한다. 해밀토니안 사이클을 가지는 연결망을

해밀토니안 연결망이라 한다. 3-TC는 해밀토니안 연결망이

다. 다음의 성질 1을 통해 3-TC에 해밀토니안 사이클이 존

재한다는 것을 알 수 있다. 그리고 성질 2를 통해 3-TC에

존재하는 해밀토니안 경로 구성을 알 수 있다.

성질 1. 3-TC의 임의의 노드 U를 시작 및 도착 노드로

갖는 해밀토니안 사이클이 존재한다. 3-TC는 노드 대칭 및

에지 대칭적이므로 출발 노드 U의 주소를 0이라 가정하면

다음과 같은 해밀토니안 사이클을 갖는다.

․0 → 4 → 7 → 2 → 5 → 1 → 6 → 3 → 0
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(그림 2) TT3,3

z1 0 1 2 3 4 5 6 7

 0 1 1 1 0 -1 -1 -1

 1 1 0 -1 -1 -1 0 1

정의 4.    ∪ 

              ∈ 

                          

{(x,y,z1),(x,y,z2),(x1,y1,z1),(x2,y2,z2)}∈VTT

성질 2. 3-TC의 임의의 노드 U에서 노드 V까지 해밀

토니안 경로가 존재한다(U≠V, 0≤U, V≤7). 3-TC는 노드

대칭 및 에지 대칭적이므로 출발 노드 U의 주소를 0이라

가정하면 다음과 같은 해밀토니안 경로를 갖는다.

경우1) V=U+1 : 0 → 4 → 7 → 3 → 6 → 2 → 5 → 1

경우2) V=U+2 : 0 → 4 → 7 → 3 → 6 → 1 → 5 → 2

경우3) V=U+3 : 0 → 5 → 2 → 7 → 4 → 1 → 6 → 3

경우4) V=U+4 : 0 → 3 → 6 → 1 → 5 → 2 → 7 → 4

경우5) V=U+5 : 0 → 3 → 7 → 4 → 1 → 6 → 2 → 5

경우6) V=U+6 : 0 → 3 → 7 → 4 → 1 → 5 → 2 → 6

경우7) V=U+7 : 0 → 3 → 6 → 2 → 5 → 1 → 4 → 7

3. 꼬인 큐브 토러스 연결망

3.1 꼬인 큐브 토러스의 정의

꼬인 큐브 토러스 연결망(TTM,N)은 3-TC를 기본 모듈로

설정하여 구성된 연결망으로 3-TC를 격자점으로 N(x

축)×M(y축) 개를 배열하여 정의 3과 4에 나타낸 노드 및

에지 정의에 의해 연결되는 연결망이다. TTM,N의 노드 집합

을 VTT라고 나타내고, 에지 집합을 ETT라고 나타내겠다.

TTM,N는 기본 모듈인 3-TC를 (x,y)로 나타낸다. 기본 모듈

을 구성하는 각 단위 노드는 (x,y,z)로 나타낸다. VTT의 정

의는 다음과 같다.

정의 3.

       ∈ℤ  ∈ℤ  ∈ℤ

TTM,N의 에지는 큐브 에지(ETT-cube)와 토러스 에지

(ETT-torus)로 구분한다. 토러스 에지는 기본 모듈과 기본 모

듈을 연결하는 에지이고, 큐브 에지는 기본 모듈인 3-TC의

단위 노드와 단위 노드를 연결하는 에지이다. ETT의 정의는

다음과 같다.

기호 %는 나머지연산자를 나타낸다. 정의 4에 의해 구해

진 x2가 -1이면 x2=N-1이고, y2가 -1이면 y2=M-1이며, x2가

N이면 x2=0이고, y2가 M이면 y2=0이다. 정의 4에 의해 구해

진 토러스 에지의 명칭을 다음과 같이 구분하겠다. z1=2,6이

면 가로 에지, z1=0,4이면 세로 에지, z1=1,5이면 사선 에지,

z1=3,7이면 역사선 에지라고 하고, (0,y1,z1)와 (N-1,y2,z2)를

연결하는 에지와 (x1,0,z1)와 (x2,M-1,z2)를 연결하는 에지를

라운드 에지라고 하겠다. (그림 2)은 기본 모듈인 3-TC를

격자점으로 표현하여 그린 TT3,3이다. TT3,3의 기본 모듈은

이웃하는 기본 모듈과 완전그래프 형태로 연결되어 있다.

TTM,N은 노드수가 8MN이고, 에지수가 16MN이며, 분지수

가 4인 정규연결망(regular network)이다.

3.2 꼬인 큐브 토러스의 라우팅 알고리즘과 지름

TTM,N의 라우팅 알고리즘은 출발 노드가 포함된 출발 기

본 모듈에서 모듈 내부 라우팅을 하고, 목적 노드가 포함된

목적 기본 모듈로 라우팅을 한 후, 마지막으로 목적 기본

모듈 내부 라우팅을 한다. 기본 모듈 내부에 존재하는 노드

사이의 라우팅은 내부 라우팅이라 하고, 기본 모듈 사이의

라우팅은 외부 라우팅이라 부르겠다. 외부 라우팅은 어떤

기본 모듈에서 행과 열, 모두 1만큼 거리가 있는 기본 모듈

로 라우팅 할 때는 가로 에지나 세로 에지를 이용하지 않고

사선 또는 역사선 에지를 이용하여 라우팅을 한다. 노드

U(x1,y1,z1)를 출발 노드, 노드 W(x2,y2,z2)를 도착 노드라 하

자. dx는 (x1,y1)와 (x2,y2) 사이의 열간 거리, dy는 (x1,y1)와

(x2,y2) 사이의 행간 거리, dm은 (x1,y1)에서부터 사선 또는

역사선 에지를 이용하여 이동한 기본 모듈 사이의 거리, dr

은 dm만큼 이동하여 도착한 기본 모듈로부터 (x2,y2) 사이의

열간 또는 행간 거리를 나타낸다. ⇉는 정의 2에 의한 내부

라우팅을, ⇒는 외부 라우팅을 표시한다. dx=min(|x2-x1|,

N-|x2-x1|)이고, dy=min(|y2-y1|,M-|y2-y1|)이며, dm=min

(dx,dy)이고, dr=max(dx,dy)-min(dx,dy)이다. 라우팅 알고리
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(그림 3) TT7,7의 라우팅 영역

즘 구성을 위해 dx와 dy에 의해 라우팅 영역을 (그림 3)과

같이 4가지 영역으로 나누겠다. 그림의 복잡성 때문에 토러

스 에지 중에 가로와 세로 에지만 (그림 3)에 나타냈다.

출발 노드 U는 기본 모듈 (0,0)에 존재한다고 가정하면

목적 노드 W의 위치는 dx와 dy에 따라 다음과 같이 4가지

영역에 속한다. dx ≤⌊⌋, dy ≤⌊⌋이면 W는 A

영역에 존재하고, dx >⌊⌋ , dy >⌊⌋이면 W는 B
영역에 존재하고, dx ≤⌊⌋, dy >⌊⌋이면, W는
C 영역에 존재하고, dx >⌊⌋ , dy ≤⌊⌋이면, W
는 D 영역에 존재한다. 라우팅 알고리즘을 구성하기 위해

모든 출발 노드 U는 기본 모듈 (0,0)에 존재한다고 가정하

겠다. 즉, U=(0,0,z1)이고 W=(x2-x1,y2-y1,z2)이다. W가 존재

하는 위치에 따라 라우팅 알고리즘을 다음과 같이 나타내

겠다.

라우팅 알고리즘-A (W∈A)

[Step 1] 출발 기본 모듈 내부 라우팅

If x2-x1=0 and y2-y1=0 then U ⇉ W. Stop.

elseif dx-dy=dx then U⇉(0,0,2). goto 3-1.

elseif dy-dx=dy then U⇉(0,0,0). goto 4-1

else U ⇉ (0,0,1). goto Step 2

[Step 2] 사선 에지를 이용한 외부 라우팅

(0,0,1)⇒(1,1,5)⇉(1,1,1)⇒(2,2,5)⇉(2,2,1)⇒(3,3,5)⇉

(3,3,1)⇒...⇒(dm,dm,5).

If dx>dy then goto Step 3-2.

elseif dx<dy then goto Step 4-2.

else goto Step 5-1. /* dm=x2-x1=y2-y1 */

[Step 3] 가로 에지를 이용한 외부 라우팅

[Step 3-1] (0,0,2)⇒(1,0,6)⇉(1,0,2)⇒(2,0,6)⇉(2,0,2)⇒

(3,0,6)⇉(3,0,2)⇒...⇒(x2-x1,y2-y1,6). goto

Step 5-3.

[Step 3-2] (dm,dm,5)⇉(dm,dm,2)⇒(dm+1,dm,6)⇉

(dm+1,dm,2)⇒(dm+2,dm,6)⇉(dm+2,dm,2)

⇒...⇒(x2-x1,y2-y1,6). goto Step 5-3.

/* dm=y2-y1 */

[Step 4] 세로 에지를 이용한 외부 라우팅

[Step 4-1] (0,0,0)⇒(0,1,4)⇉(0,1,0)⇒(0,2,4)⇉(0,2,0)⇒

(0,3,4)⇉(0,3,0)...⇒(x2-x1,y2-y1,4). goto

Step 5-2.

[Step 4-2] (dm,dm,5)⇉(dm,dm,0)⇒(dm,dm+1,4)⇉

(dm,dm+1,0)⇒(dm,dm+2,4)⇉(dm,dm+2,0)

⇒...⇒(x2-x1,y2-y1,4). goto Step 5-2.

/* dm=x2-x1 */

[Step 5] 목적 기본 모듈 내부 라우팅

[Step 5-1] (x2-x1,y2-y1,5)⇉W. Stop.

[Step 5-2] (x2-x1,y2-y1,4)⇉W. Stop.

[Step 5-3] (x2-x1,y2-y1,6)⇉W. Stop.

라우팅 알고리즘-B (W∈B)

[Step 1] 출발 기본 모듈 내부 라우팅

U ⇉(0,0,5). goto Step 2

[Step 2] 사선 에지를 이용한 외부 라우팅

(0,0,5)⇒(N-1,M-1,1)⇉(N-1,M-1,5)⇒(N-2,M-2,1)

⇉(N-2,M-2,5)⇒(N-3,M-3,1)⇉(N-3,M-3,5)⇒...⇒

(N-dm,M-dm,1).

If dx>dy then goto Step 3.

elseif dx<dy then goto Step 4-2.

else goto Step 5-1.

/* N-dm=x2-x1, M-dm=y2-y1 */

[Step 3] 가로 에지를 이용한 외부 라우팅

(N-dm,M-dm,1)⇉(N-dm,M-dm,6)⇒

(N-dm-1,M-dm,2)⇉(N-dm-1,M-dm,6)⇒

(N-dm-2,M-dm,2)⇉(N-dm-2,M-dm,6)⇒...⇒

(x2-x1,y2-y1,2). goto Step 5-3. /* M-dm=y2-y1 */

[Step 4] 세로 에지를 이용한 외부 라우팅

(N-dm,M-dm,1)⇉(N-dm,M-dm,4)⇒

(N-dm,M-dm-1,0)⇉(N-dm,M-dm-1,4)⇒

(N-dm,M-dm-2,0)⇉(N-dm,M-dm-2,4)⇒...⇒

(x2-x1,y2-y1,0). goto Step 5-2. /* N-dm=x2-x1 */

[Step 5] 목적 기본 모듈 내부 라우팅

[Step 5-1] (x2-x1,y2-y1,1)⇉W. Stop.

[Step 5-2] (x2-x1,y2-y1,0)⇉W. Stop.

[Step 5-3] (x2-x1,y2-y1,6)⇉W. Stop.

라우팅 알고리즘-C (W∈C)

[Step 1] 출발 기본 모듈 내부 라우팅

If dy-dx=dy then U⇉(0,0,4). goto 4-1

else U⇉(0,0,3). goto Step 2

[Step 2] 역사선 에지를 이용한 외부 라우팅

(0,0,3)⇒(1,M-1,7)⇉(1,M-1,3)⇒(2,M-2,7)⇉

(2,M-2,3)⇒(3,M-3,7)⇉(3,M-3,3)⇒...⇒
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(dm,M-dm,7).

If dx>dy then goto Step 3.

elseif dx<dy then goto Step 4-2.

else goto Step 5-1.

/* dm=x2-x1, M-dm=y2-y1 */

[Step 3] 가로 에지를 이용한 외부 라우팅

(dm,M-dm,7)⇉(dm,M-dm,6)⇒(dm+1,M-dm,2)⇉

(dm+1,M-dm,6)⇒(dm+2,M-dm,2)⇉(dm+2,M-dm,6)

⇒...⇒(x2-x1,y2-y1,2). goto Step 5-3.

/* M-dm=y2-y1 */

[Step 4] 세로 에지를 이용한 외부 라우팅

[Step 4-1] (0,0,4)⇒(0,1,0)⇉(0,1,4)⇒(0,2,0)⇉(0,2,4)⇒

(0,3,0)⇉(0,3,4)⇒...⇒(x2-x1,y2-y1,0).

goto Step 5-2.

[Step 4-2] (dm,M-dm,5)⇉(dm,M-dm,0)⇒

(dm,M-dm-1,4)⇉(dm,M-dm-1,0)⇒

(dm,M-dm-2,4)⇉(dm,M-dm-2,0)⇒...⇒

(x2-x1,y2-y1,4). goto Step 5-2.

/* dm=x2-x1 */

[Step 5] 목적 기본 모듈 내부 라우팅

[Step 5-1] (x2-x1,y2-y1,7)⇉W. Stop.

[Step 5-2] (x2-x1,y2-y1,0)⇉W. Stop.

[Step 5-3] (x2-x1,y2-y1,2)⇉W. Stop.

라우팅 알고리즘-D (W∈D)

[Step 1] 출발 기본 모듈 내부 라우팅

If dx-dy=dx then U⇉(0,0,6). goto 3-1.

else U⇉(0,0,7). goto Step 2

[Step 2] 역사선 에지를 이용한 외부 라우팅

(0,0,7)⇒(N-1,1,3)⇉(N-1,1,7)⇒(N-2,2,3)⇉(N-2,2,7)⇒

(N-3,3,3)⇉(N-3,3,7)⇒...⇒(N-dm,dm,3).

If dx>dy then goto Step 3-2.

elseif dx<dy then goto Step 4.

else goto Step 5-1.

/* N-dm=x2-x1, dm=y2-y1 */

[Step 3] 가로 에지를 이용한 외부 라우팅

[Step 3-1] (0,0,6)⇒(N-1,0,2)⇉(N-1,0,6)⇒(N-2,0,2)⇉

(N-2,0,6)⇒(N-3,0,2)⇉(N-3,0,6)⇒...⇒

(x2-x1,y2-y1,2). goto Step 5-3.

[Step 3-2] (N-dm,dm,3)⇉(N-dm,dm,6)⇒

(N-dm-1,dm,2)⇉(N-dm-1,dm,6)⇒

(N-dm-2,dm,2)⇉(N-dm-2,dm,6)⇒...⇒

(x2-x1,y2-y1,2). goto Step 5-3.

/* dm=y2-y1 */

[Step 4] 세로 에지를 이용한 외부 라우팅

(N-dm,dm,3)⇉(N-dm,dm,0)⇒(N-dm,dm+1,4)⇉

(N-dm,dm+1,0)⇒(N-dm,dm+2,4)⇉(N-dm,dm+2,0)

⇒...⇒(x2-x1,y2-y1,4). goto Step 5-2.

/* N-dm=x2-x1 */

[Step 5] 목적 기본 모듈 내부 라우팅

[Step 5-1] (x2-x1,y2-y1,3)⇉W. Stop.

[Step 5-2] (x2-x1,y2-y1,4)⇉W. Stop.

[Step 5-3] (x2-x1,y2-y1,2)⇉W. Stop.

소정리 1. 기본 모듈 (0,0)과 x축으로 가장 먼 거리에 위치

한 기본 모듈은 (⌊⌋ ,0)이고, y축으로 가장 먼 거리에 위
치한 기본 모듈은 (0,⌊⌋)이므로 두 모듈 사이의 최대

거리는 M>N이면 ⌊⌋이고, M<N이면 ⌊⌋이다.
제안된 라우팅 알고리즘에 의해 TTM,N의 지름을 구하겠

다. 출발 기본 모듈과 목적 기본 모듈을 제외한 라우팅 경

로에 존재하는 기본 모듈을 중간경유 기본 모듈이라고 하겠

다. [Step 1]에 적용된 내부 라우팅 거리는 최대 2이다.

[Step 2],[Step 3],[Step 4]에 존재하는 중간경유 기본 모듈의

개수는 Max(dx-1,dy-1)이다. 중간경유 기본 모듈의 내부 라

우팅 거리는 모두 1임을 <표 1>에 의해 알 수 있다. 그러므

로 중간경유 기본 모듈의 내부 라우팅 거리의 합은

Max(dx-1,dy-1)이고, 출발 기본 모듈과 목적 기본 모듈 사

이의 외부 라우팅 거리의 합은 Max(dx,dy)이다. 소정리 1에

의해 dx의 최대값은 ⌊⌋이고, dy의 최대값은 ⌊⌋
이다. [Step 5]에 적용된 내부 라우팅 거리는 최대 2이다. 그

러므로 TTM,N의 지름은 다음과 같다.

정리 1. TTM,N의 지름 = 2+Max(⌊⌋-1,⌊⌋
-1)+Max(⌊⌋,⌊⌋)+2
= Max(2⌊⌋,2⌊⌋)+3

3.3 이분할에지수

이분할에지수(bisection width)는 연결망을 노드수가 같은

두개의 망으로 분리하기 위해 제거해야 할 에지의 최소 개

수이다. 분리된 두 개의 망은 노드수가 1차이 보다 같거나

적어야 한다. 이분할에지수가 적으면 보다 적은 에지 고장

만으로도 망이 분리되어 제 역할을 할 수 없으므로 이분할

에지수는 클수록 좋다. TTM,N의 이분할에지수는 N≥M인

경우와 N≤M인 경우로 나누어서 구해야만 하지만 두 경우

의 결과가 유사하기 때문에 본 장에서는 N≥M인 경우에

대하여서 구하도록 한다.

정리 2. TTM,N의 이분할에지수는 N이 짝수인 경우 6M

이고, 홀수인 경우 6M+6(M=홀수), 6M+2(M=짝수)이다.

증명. N이 짝수인 경우와 홀수인 경우로 나누어서 증명

하겠다.
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(그림 4) TT6,6의 이분할에지수

(그림 5) TT7,7의 이분할에지수

경우 1) N이 짝수인 경우 : 기본 모듈 (0,i)와 기본 모듈

(N-1,i)를 연결하는 토러스 에지를 모두 제거하고, 기본 모

듈 (


-1,i)와 기본 모듈 (


,i)를 연결하는 토러스 에지를

모두 제거하면 동일한 노드수를 갖는 두 개의 연결망으로

분리된다(0≤i≤M-1). 하나의 기본 모듈과 인접한 하나의

기본 모듈을 연결하는 토러스 에지수는 3(사선, 가로, 역사

선 에지)이다. i는 M개이므로 기본 모듈 (0,i)와 기본 모듈

(N-1,i)를 연결하는 토러스 에지수는 3M이고, 기본 모듈

(


-1,i)와 기본 모듈 (


,i)를 연결하는 토러스 에지수도

3M이므로 두 개의 연결망으로 분리할 이분할에지수는 6M

이다. (그림 4)는 TT7,6의 이분할에지수를 나타냈다. (그림

4)에서 기본 모듈 (0,i)와 기본 모듈 (N-1,i)를 연결하는 3M

개의 제거해야할 토러스 에지는 표시하지 않았고(0≤i≤

M-1), 제거해야할 나머지 토러스 에지는 화살표로 표시하

였다. TT6,6의 이분할에지수는 36임을 알 수 있다.

경우 2) N이 홀수인 경우 : M이 짝수인 경우와 홀수인

경우로 나누어서 증명하겠다.

경우 2-1) M이 홀수인 경우 : 기본 모듈의 개수가 홀수

이므로 기본 모듈 (⌊⌋ ,⌊⌋)을 구성하는 4개의 에

지를 제거하여 두 개의 그룹으로 분리한다. 노드 0,3,4,7이

포함된 그룹을 a, 노드 1,2,5,6이 포함된 그룹을 b라고 하자.

그리고 (⌊⌋,⌊⌋)을 제외한 나머지 기본 모듈들을

다음과 같이 두 개의 연결망 A,B에 포함시키겠다. i>⌊⌋인 경우, 기본 모듈 (j,i)는 연결망 A에 포함되고, 기
본 모듈 (k,i)는 연결망 B에 포함된다(0≤j≤⌊⌋,⌊⌋<k<N). i≤⌊⌋인 경우, 기본 모듈 (j',i)는 연결
망 A에 포함되고, 기본 모듈 (k',i)는 연결망 B에 포함된다

(0≤j'<⌊⌋,⌊⌋≤k'<N). 그룹 a는 연결망 A에 포함

되고, 그룹 b는 연결망 B에 포함된다. (⌊⌋,⌊⌋)을
a, b 그룹으로 나누기 위해 제거해야할 에지수는 4개(0과 5,

1과 4, 2와 7, 3과 6을 연결하는 에지)이다. a와 B를 연결하

는 토러스 에지수는 2개이고, b와 A를 연결하는 토러스 에

지수는 2개이다. 그러므로 (⌊⌋,⌊⌋)에서 제거해야

할 에지수는 8개이다. B에 포함된 모듈 (⌊⌋+1,M-1)에
서 제거해야할 에지수는 2개이고, (⌊⌋+1,⌊⌋+1)에
서 제거해야할 에지수는 2개이다. (⌊⌋+1,⌊⌋)에서
제거해야할 에지수는 1개이고, (⌊⌋+1,0)에서 제거해야

할 에지수는 1개이다. (⌊⌋,0)에서 제거해야할 에지수는

4개이며, A와 B 연결망을 연결하고 있는 나머지 기본 모듈

에서 제거해야할 에지수는 3개이다. 그러므로 이 경우의 이

분할에지수는 6M+6이다. (그림 5)는 TT7,7의 이분할에지수

를 나타냈다. (그림 5)에서 기본 모듈 (0,i)와 기본 모듈

(N-1,i)를 연결하는 3M개의 제거해야할 토러스 에지는 표

시하지 않았고(0≤i≤M-1), a, b 그룹으로 나누기 위해 제거

해야할 에지는 점선으로 표시하였으며, 제거해야할 나머지

토러스 에지는 화살표로 표시하였다. TT7,7의 이분할에지수

는 48임을 알 수 있다.

경우 2-2) M이 짝수인 경우 : 연결망 TTM,N을 다음과

같이 두 개의 연결망으로 분리한다. i≥

인 경우, 기본 모

듈 (j,i)는 연결망 A에 포함되고, 기본 모듈 (k,i)는 연결망 B

에 포함된다(0≤j≤

, 


<k<N). i<


인 경우, 기본 모

듈 (j',i)는 연결망 A에 포함되고, 기본 모듈 (k',i)는 연결망

B에 포함된다(0≤j'<

,


≤k'<N). B에 포함된 모듈 (



+1,M-1)에서 제거해야할 에지수는 2개이고, (


+1,


)에
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(그림 6) TT7,6의 이분할에지수

서 제거해야할 에지수는 2개이다. (


+1,


-1)에서 제거해

야할 에지수는 1개이고, (


+1,0)에서 제거해야할 에지수는

1개이다. (


,0)에서 제거해야할 에지수는 4개이며, A와 B

연결망을 연결하고 있는 나머지 기본 모듈에서 제거해야할

에지수는 3개이다. 그러므로 이 경우의 이분할에지수는

6M+2이다. (그림 6)은 TT7,6의 이분할에지수를 나타냈다.

(그림 6)에서 기본 모듈 (0,i)와 기본 모듈 (N-1,i)를 연결하

는 3M개의 제거해야할 토러스 에지는 표시하지 않았고(0≤i

≤M-1), 제거해야할 나머지 토러스 에지는 화살표로 표시

하였다. TT7,6의 이분할에지수는 38임을 알 수 있다.

본 증명에서 제안한 이분할에지수가 최소임을 다음과 같

이 보이겠다.

연결망 TTM,N을 두 개의 연결망 A, B로 나누는 가장 쉬

운 방법은 경우 1에서 제안한 x축(또는 y축)을 기준으로 연

결되어 있는 토러스 에지를 모두 제거하는 방법이다. 이 경

우 기본 모듈 당 제거되는 에지의 개수는 3이다. 만약 기본

모듈에서 제거되는 에지의 개수가 3 미만이면 연결망

TTM,N은 연결망 A, B로 분리되지 않고 하나의 연결망으로

연결되어 있음을 그림 4에 의해 쉽게 알 수 있다. 즉, 이 경

우 연결망 TTM,N을 두 개의 연결망 A, B로 나누기 위해 기

본 모듈 당 제거해야 할 최소 에지의 개수는 3임을 알 수

있다. 그러므로 이 경우 연결망 TTM,N을 두 개의 연결망으

로 분리하기 위한 이분할에지수는 경우 1에서 제안한 6M임

을 알 수 있다.

연결망 TTM,N을 두 개의 연결망 A, B로 나누기 위해 (그

림 6)과 같이 x축(또는 y축)을 기준으로 연결되어 있는 토

러스 에지를 모두 제거하고, y축(또는 x축)을 기준으로 연결

되어 있는 특정한 기본 모듈의 토러스 에지를 제거하는 경

우를 살펴보자. y축(또는 x축)을 기준으로 연결되어 있는 특

정한 기본 모듈을 이하 특정한 기본 모듈이라고 하겠다. 이

경우 특정한 기본 모듈의 토러스 에지의 개수는 1임을 알

수 있다. (그림 6)에서 제거해야할 특정한 기본 모듈의 토러

스 에지는 {(3,2,0)(3,3,4)}와 {(3,5,0)(3,0,4)}이다. 즉, 특정한

기본 모듈의 개수가 증가하면, 증가하는 특정한 기본 모듈

의 개수에 의해 제거해야할 토러스 에지의 개수는 1씩 증가

한다는 것을 알 수 있다. 그러므로 특정한 기본 모듈의 개

수가 적을수록 이분할에지수도 줄어든다는 것을 알 수 있

다. 연결망 TTM,N을 두 개의 연결망으로 나누기 위해 필요

한 특정한 기본 모듈의 개수는 항상 짝수임을 알 수 있다.

경우 2-2)에서 N이 홀수이므로 연결망 TTM,N을 두 개의 연

결망으로 나누기 위해서는 최소한 2개의 특정한 기본 모듈

이 필요하다. x축(또는 y축)을 기준으로 연결되어 있는 토러

스 에지의 개수는 6M이고, 2개의 특정한 기본 모듈에서 제

거해야할 토러스 에지의 개수는 2이므로 제안한 이분할에지

수 6M+2가 최소임을 알 수 있다.

연결망 TTM,N을 두 개의 연결망 A, B로 나누기 위해 단

위노드를 연결하는 에지를 제거하는 방법을 생각해 보겠다.

(그림 4)에서 연결망 A에 속해있는 노드 a=(2,3,z1)를 연결망

B에 속해 있다고 가정하고, 연결망 B에 속해있는 노드

b=(3,1,z2)를 연결망 A에 속해 있다고 가정하자. 노드 a의 토

러스 에지의 연결 상태에 의해 두 가지 경우로 나누어서 제

거해야 할 에지의 개수를 알아보겠다. 먼저, 노드 a가 토러

스 에지에 의해 연결망 B와 연결되어 있는 경우를 살펴보

자. 이 경우 노드 a가 포함되어 있는 기본 모듈과 노드 a를

연결하고 있는 3개의 큐브 에지를 제거해야 한다. 그리고 a

가 포함되어 있는 기본 모듈과 연결망 B를 연결하고 있는 2

개의 토러스 에지를 제거해야 한다. 두 번째 경우는 노드 a

가 토러스 에지에 의해 연결망 A와 연결되어 있는 경우를

살펴보자. 이 경우 노드 a가 포함되어 있는 기본 모듈과 노

드 a를 연결하고 있는 3개의 큐브 에지를 제거해야 한다.

그리고 a가 포함되어 있는 기본 모듈과 연결망 B를 연결하

고 있는 3개의 토러스 에지를 제거해야 한다. 노드 a가 토

러스 에지에 의해 연결망 B와 연결되어 있고, 노드 b가 토

러스 에지에 의해 연결망 A와 연결되어 있을 때 이분할에

지수가 최소값을 가지므로 이 경우의 이분할에지수는

3M+3(M-2)+5+5=6M+4이다.

연결망 TTM,N을 두 개의 연결망 A, B로 나누기 위해 하

나의 기본 모듈 내부에 있는 두 개의 단위노드를 연결하는

에지를 제거하는 방법을 생각해 보겠다. (그림 4)에서 연결

망 A에 속해있는 노드 a=(2,3,z1)와 a'=(2,3,z'1)를 연결망 B

에 속해 있다고 가정하고, 연결망 B에 속해있는 노드

b=(3,1,z2)와 b'=(3,1,z'2)를 연결망 A에 속해 있다고 가정하

자. 그러면 두 노드 a와 a'의 연결 상태와 두 노드와 연결망

B의 연결 상태에 의해 제거해야 할 에지의 개수가 달라진

다. 제거해야할 에지의 개수가 최소가 되는 경우는 두 노드

a와 a'가 인접해 있고, 두 노드 모두 연결망 B와 토러스 에

지에 의해 연결되어 있는 경우인데 이 경우는 연결망

TTM,N의 정의에 의해 존재하지 않으므로, 두 노드 a와 a'가

인접해 있고, 노드 a는 연결망 B와 노드 a'는 연결망 A와

토러스 에지에 의해 연결되어 있는 경우이다. 이 경우 제거

해야할 에지는 토러스 에지 3개와 큐브 에지 4개이다. 그러

므로 이분할에지수는 3M+3(M-2)+7+7=6M+8이다.
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(a) TT6,6의 해밀토니안 사이클 (b) TT6,5의 해밀토니안 사이클

(그림 7) 해밀토니안 사이클의 예

연결망 TTM,N을 두 개의 연결망 A, B로 나누기 위해 하

나의 기본 모듈 내부에 있는 세 개의 단위노드를 연결하는

에지를 제거하는 방법을 생각해 보겠다. (그림 4)에서 연결망

A에 속해있는 노드 a=(2,3,z1)와 a'=(2,3,z'1)와 a"=(2,3,z"1)를

연결망 B에 속해 있다고 가정하고, 연결망 B에 속해있는 노

드 b=(3,1,z2)를 연결망 A에 속해 있다고 가정하자. 그러면

세 노드 a와 a'와 a"의 연결 상태와 두 노드와 연결망 B의

연결 상태에 의해 제거해야 할 에지의 개수가 달라진다. 제

거해야할 에지의 개수가 최소가 되는 경우는 두 노드 a와 a'

와 a"가 인접해 있고, 세 노드 모두 연결망 B와 토러스 에지

에 의해 연결되어 있는 경우인데 이 경우는 연결망 TTM,N의

정의에 의해 존재하지 않으므로, 세 노드 a와 a'와 a"가 인접

해 있고, 노드 a와 a"는 연결망 B와 노드 a'는 연결망 A와

토러스 에지에 의해 연결되어 있는 경우이다. 이 경우 제거

해야할 에지는 토러스 에지 2개와 큐브 에지 5개이다. 그러

므로 이분할에지수는 3M+3(M-2)+7+5=6M+6이다.

연결망 TTM,N을 두 개의 연결망 A, B로 나누기 위해 하

나의 기본 모듈 내부에 있는 세 개의 단위노드를 연결하는

에지를 제거하는 방법은 경우 2-1에서 제안한 방법이 제거

해야할 에지의 개수를 최소가 되는 경우이다. 그러므로 이

경우 이분할에지수는 3M+3(M-2)+8+8=6M+10이다.

이상의 경우에 의해 연결망을 분리할 때 분리되는 단위노

드가 적을수록 이분할에지수가 최소가 된다는 것을 알 수

있고, x축을 기준으로 연결망을 분리할 때 y축을 기준으로

제거되는 토러스 에지가 적을수록 이분할에지수가 최소가

된다는 것을 알 수 있다. 그러므로 본 증명에서 제안한 이

분할에지수는 최소임을 알 수 있다.

3.4 해밀토니안 사이클

연결망에 해밀토니안 경로나 해밀토니안 사이클이 존재하

면 링이나 선형배열을 쉽게 구현할 수 있어서 병렬처리에

유용하게 쓰이는 파이프라인으로 활용된다. 정리 3에서 연

결망 TTM,N에 해밀토니안 사이클이 존재함을 보이겠다.

정리 3. TTM,N에는 해밀토니안 사이클이 존재한다.

증명. TTM,N의 기본 모듈인 3-TC에 해밀토니안 경로가

존재함을 성질 2에서 증명했다. 증명을 위해 3-TC에 적용

된 해밀토니안 경로는 ↔라고 표시하고, =>는 인접한 두 기

본 모듈을 연결하는 토러스 에지를 나타낸다. 예를 들어,

(0,0,1)↔(0,0,4)는 (0,0,1)로부터 출발하여 기본 모듈 (0,0)의

모든 노드들을 경유하여 (0,0,4)에 도착하는 해밀토니안 경

로를 나타낸다. M이 짝수인 경우와 홀수인 경우로 나누어

서 증명하겠다.

경우 1) M이 짝수인 경우:

(0 , 0 , 4 )↔ ( 0 , 0 , 2 ) => ( 1 , 0 , 6 )↔ ( 1 , 0 , 2 ) => ( 2 , 0 , 6 )↔

(2 ,0 ,2)=> . . .=>(N -1,0 ,6)↔(N -1,0 ,0)=>(N -1,1 ,4)↔

(N -1 , 1 , 6 )=> (N -2 , 1 , 2 )↔ (N -2 , 1 , 6 )=> (N -3 , 1 , 2 )↔

(N-2,1,6)=>...=>(0,1,2)↔(0,1,0)=>(0,2,4)↔(0,2,2)=>(1,2,6)↔

( 1 , 2 , 2 ) => ( 2 , 2 , 6 )↔ ( 2 , 2 , 2 ) => . . . => (N - 1 , 2 , 6 )↔

(N-1,2,0)=>...=>(N-1,M-1,4)↔(N-1,M-1,6)=>(N-2,M-1,2)

↔(N-2,M-1,6)=>(N-3,M-1,2)↔(N-2,M-1,6)=>.. .=>

(0,M-1,2)↔(0,M-1,0)=>(0,0,4)

경우 2) M이 홀수인 경우:

( 0 , 0 , 5 )↔ ( 0 , 0 , 2 ) => ( 1 , 0 , 6 )↔ ( 1 , 0 , 2 ) => ( 2 , 0 , 6 )↔

(2 ,0 ,2)=> . . .=>(N -1,0 ,6)↔(N -1,0 ,0)=>(N -1,1 ,4)↔

(N -1 , 1 , 6 )=> (N -2 , 1 , 2 )↔ (N -2 , 1 , 6 )=> (N -3 , 1 , 2 )↔

(N-2,1,6)=>...=>(0,1,2)↔(0,1,0)=>(0,2,4)↔(0,2,2)=>(1,2,6)↔

( 1 , 2 , 2 ) => ( 2 , 2 , 6 )↔ ( 2 , 2 , 2 ) => . . . => (N - 1 , 2 , 6 )↔

(N-1,2,0)=>...=>(0,M-1,4)↔(0,M-1,2)=>(1,M-1,6)↔

(1,M-1,2)=>(2,M-1,6)↔(2,M-1,2)=>...=>(N-1,M-1,6)↔

(N-1,M-1,1)=>(0,0,5)

(그림 7)은 TT6,6과 TT6,5의 해밀토니안 사이클을 나타낸다.

3.5 TT 연결망과 메쉬부류 연결망들 사이의 망비용 비교

지금까지의 연구 결과를 바탕으로 본 논문에서 제안한

TT 연결망이 병렬 처리를 위한 대규모 시스템 구현에 적합

하다는 것을 보이기 위해 기존에 제안된 메쉬 부류 연결망

들보다 망비용 측면에서 우수하다는 것을 <표 2>를 통해

보이겠다(K=노드수). M=N인 경우 TM,N의 지름은 정리 1에

의해 N이 짝수인 경우 N+3이고, 홀수인 경우 2⌊⌋+3
임을 알 수 있다. M=N이고 N이 짝수인 경우의 TM,N의 지

름을 선택하여 망비용을 비교하겠다. M=N이므로 TM,N의

노드수는 8N2이다. K가 노드수를 나타내므로 N에 대하여

정리하면 다음과 같다.
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망척도

연결망
분지수 지름 망비용

허니컴 메쉬 3 1.63 4.9

다이아고널 메쉬 4  4

토러스 4  4

헥사고널 토러스 6 0.58 3.46

허니컴 토러스 3 0.81 2.45

TT 연결망 4 0.35 +3 1.4 +12

<표 2> TT 연결망과 메쉬부류 연결망들 사이의 망비용 비교

 


×



그러므로 TM,N의 지름=N+3=임을 알 수 있

다. 망비용=지름×분지수이므로 TM,N의 망비용은 1.4 +12

이다.

4. 결 론

본 논문에서는 분지수가 상수인 다이아고널 메쉬, 토러스,

허니컴 메쉬, 허니컴토러스, 헥사고널 토러스보다 지름, 망

비용이 더 우수한 새로운 연결망 TT 연결망을 제안하였다.

TT 연결망은 동일한 노드수를 가질 때 다이아고널 메쉬나

토러스에 비해 지름이 대략 1/2 정도이고, 헥사고널 토러스

보다 망 비용이 대략 1/2가량 정도이다. 특히 동일한 노드수

(K)를 가질 때 허니컴 토러스의 지름은 0.81 , TT 연결

망의 지름은 0.35 +3이고, 허니컴 토러스의 망 비용은

2.45 , TT 연결망의 망 비용은 1.4 +12으로 널리 알

려진 허니컴 토러스보다 TT 연결망이 지름과 망 비용에서

개선된 값을 가진다. TT 연결망은 기본모듈을 단일노드로

보면 망 전체가 격자구조를 갖는다는 장점이 있어서 병렬

처리를 위한 대규모 시스템 구현에 매우 적합한 연결망임을

알 수 있다.

향후 본 논문에서 제안한 TT 연결망과 기존에 제안된 메

쉬 부류의 연결망과 임베딩을 분석하는 연구가 이루어질 수

있으며, 고장 허용 라우팅 알고리즘과 최단 경로 길이를 갖

는 병렬 경로를 구성하는 것 등이 연구과제로써 가치가 있

을 것이다.
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