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로그정규분포의엔트로피에대한두모수적추정량의비교

최병진1,a

a경기대학교응용정보통계학과

요약

본논문에서는로그정규분포의엔트로피에대한모수적추정량으로최소분산비편향추정량과최대가능
도추정량을제시하고성질을비교한다. 각추정량의분산을유도해서일치성을밝히고최대가능도추정량의
편향이추정에미치는영향을분석한다. 델타근사방법을이용해서얻은추정량의분포를제시하고적합도
평가를통한유도한분포의확증을위해서모의실험을수행한다. 평균제곱오차에의한상대적효율성에대
한조사를통해두추정량의성능을비교한다. 모의실험의결과에서최소분산비편향추정량은최대가능도추
정량보다더좋은효율을보이는것으로나타나며,특히표본크기와분산이동시에작아짐에따라효율이점
점높아지게되어월등히나은성능을발휘함을볼수있다.

주요용어: 로그정규분포,엔트로피,모수적엔트로피추정량,일치성,정규근사, MSE효율성.

1. 서론

많은응용분야에서관심의대상이되는변수를측정한자료에나타나는변동을기술하고분석하기
위해서거의대부분정규분포를가정한다. 주된이유는정규성하에서개발된다양한통계적방법을분
석도구로활용할수있을뿐만아니라목적에부합하는새로운방법의유도가다른분포에비해용이
하고우수한결과를제공하기때문이다. 분석을위한확률모형으로정규분포의사용이정당화되려면
측정한자료는양의값만가지고있지만, 이론적으로는양과음의값모두를가질수있어야하는지지
가필요하다.
그러나,무게,높이와밀도등과같이근원적으로양의값만가지는변수를측정한자료를분석해야

하는경우가흔히발생하게되고적어도이런이론적측면에서정규분포대신에로그정규분포가더현
실적인확률모형이될수있다. 게다가척도모수를충분히작게함으로써로그정규분포를정규분포와
매우닮은형태로구축하는것이가능하게되므로비록정규분포가아주적합하다는생각을하더라고
적절한로그정규분포로대체할수가있다.
로그정규분포는서로독립이고양의값만가지는 n개의확률변수 X1, X2, . . . , Xn으로부터얻은 log

Tn =
∑n

i=1 log Xi의표준화된확률변수가중심극한정리를적용하면표준정규분포를하게될것이라는
사실로부터 Tn =

∏n
i=1 Xi의 극한분포로 유도가 될 수 있음을 Galton (1879)에 의해 처음으로 언급이

되었다. Kapteyn (1903)이위에기술한같은방침으로로그정규분포의발생을다시고찰하기전까지
는별다른관심을받지못했으며, Kapteyn과 van Uven (1916)이모수를추정하기위한표본분위수에
기초한도식적인방법을제시한이후로그정규분포에대한많은연구가이루어져왔다 (Nydell, 1919;
Davies, 1929; Finney, 1941; Aitchison과 Brown, 1957; Koopmans등, 1964; Wu, 1966; Nakamura, 1991).
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응용성을가짐을쉽게찾아볼수있고이들응용은경험적관측에바탕을두고있을뿐만아니라어떤
경우에는이론적인논거에의해지지를받을수가있다. 이와관련해서는 Johnson 등 (1994), Crow와
Shimizu (1988)를참고하기바란다.
정보이론에서확률변수와관련된불확실성의측도로사용하는엔트로피는확률변수 X가확률밀도

함수 f (x)를가진다고하면,아래와같이

H ( f ) = −
∫ ∞

−∞
f (x) log f (x) dx (1.1)

로정의되어진다. 엔트로피의개념은통신이론에서 Shannon (1948)에의해처음으로소개된이후통
계학을포함한여러분야에서이론및응용적인측면에서많은관심을받아왔으며, Shannon의엔트로
피를확장하고일반화하기위한많은시도가있어왔다. 그결과개발된다양한형태의엔트로피를문
헌에서찾을수가있으며 (Havrda와 Charvat, 1967; Burbea와 Rao, 1982; Kapur과 Kesavan, 1992; Ullah,
1996), 특히 Kullback과 Leibler (1951)에의해두분포간불일치정도를나타내는측도로소개된판별
정보함수(discrimination information function)는모형진단을위한다양한정보지표의개발에중요한역
할을담당하고있다 (Soofi와 Retzer, 2002).
엔트로피의추정은확률밀도함수 f (x)가미지인경우에는비모수적방법을, 확률밀도함수 f (x)가

기지인경우에는모수적방법을이용하게된다. 비모수적엔트로피추정량은커널방법에의해추정한
확률밀도함수 f (x)의추정량을이용하거나, 표본순서통계량의차이로정의되는 m-spacing을이용해
서얻게된다. 반면에모수적엔트로피추정량은일치추정량을사용하게되는데,이론적으로주어지는
엔트로피에미지의모수가포함되어있으면이모수에대한일치추정량으로대체해서얻게된다.
본논문에서는로그정규분포의엔트로피에대한두가지모수적추정량을소개한다. 2절에서는최

소분산비편향추정량과최대가능도추정량을제시하고두추정량의비교를위해평균과분산을유도한
다. 3절에서는모의실험을통해최대가능도추정량의편향성정도를알아보고분포적관점에서두추
정량의성질을비교하기위해델타근사방법을이용해서각추정량의분포를유도한다. 4절에서는평
균제곱오차에의한상대적효율성의조사를통해두추정량의성능을분석한다. 마지막으로 5절에서
는결론을맺는다.

2. 엔트로피에대한모수적추정량

로그정규분포 LN(µ, σ2)를따르는확률변수 X는확률밀도함수로

f (x) =
1

xσ
√

2π
exp

{
− (log x − µ)2

2σ2

}
, x > 0, −∞ < µ < ∞, σ > 0 (2.1)

를가지게된다. 확률변수 X의엔트로피는

H( f ) =
1
2

logσ2 + µ +
1
2

log(2πe) (2.2)

로주어지며,두개의모수 µ와 σ2에의존하고있음을볼수있다.
H( f )의 추정을위해서 X1, X2, . . . , Xn이 LN(µ, σ2)으로부터 추출된 크기 n ≥ 2의 확률표본이라고

하자. Zi = log Xi, i = 1, . . . , n으로 정의하면, LN(µ, σ2)은 지수족이기 때문에 (Z,
∑n

i=1(Zi − Z)2)은
(µ, σ2)에대해충분하면서완비적인결합통계량이됨을알수있다. W =

∑n
i=1(Zi − Z)2으로정의하고

통계량 φ(Z,W)는 (Z,W)의함수라고하면, H( f )에대한최소분산비편향추정량 Hmvu는 E[φ(Z,W)] =
H( f )가되는 φ(Z,W)를찾으면된다.
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이제, φ(Z,W)의결정을위해 W를 σ2으로나눈통계량 V = W/σ2를고려한다. V에로그함수를적
용하면 log V = log W − logσ2을얻게되고, 이것으로부터 E(log W) = E(log V) + logσ2이됨을알수

있다. log V의평균은 Z1, Z2, . . . , Zn이독립적으로 N(µ, σ2)을따르기때문에 V가자유도 n − 1인카이
제곱분포를하게되는사실을이용해서구하면된다.

log V의적률생성함수를 Mlog V (t)라하면

Mlog V (t) = E
(
et log V

)
= E

(
V t

)
= 2t
Γ
(

n−1
2 + t

)
Γ
(

n−1
2

) (2.3)

로유도되고, t에대해 1차미분한적률생성함수는

M′log V (t) =
2tΓ′

(
n−1

2 + t
)
+ 2t log 2Γ

(
n−1

2 + t
)

Γ
(

n−1
2

) (2.4)

가된다. log V의평균은 M′log V (0)이기때문에식 (2.4)에서 t = 0을대입하면

M′log V (0) = E
(
log V

)
=
Γ′

(
n−1

2

)
Γ
(

n−1
2

) + log 2 = ψ
(

n − 1
2

)
+ log 2 (2.5)

를 얻게 되고, 여기서 ψ(k)는 d logΓ(k)/dk로 정의되는 디감마함수이다. 따라서, log W의 평균은 식
(2.5)의결과를이용하면

E
(
log W

)
= logσ2 + ψ

(
n − 1

2

)
+ log 2 (2.6)

가됨을알수있다.
log W/2와 Z의합의평균은식 (2.6)과 E(Z) = µ를이용하면

E
(

1
2

log W + Z
)
=

1
2

logσ2 + µ +
1
2
ψ

(
n − 1

2

)
+

1
2

log 2 (2.7)

가되는사실로부터, E[φ(Z,W)] = logσ2/2 + µ + log(2πe)/2가되는 φ(Z,W)는

φ
(
Z,W

)
=

1
2

log W + Z − 1
2
ψ

(
n − 1

2

)
− 1

2
log 2 +

1
2

log (2πe)

=
1
2

log S 2
n−1 + Z − 1

2
ψ

(
n − 1

2

)
+

1
2

log
n − 1

2
+

1
2

log (2πe) (2.8)

로 결정할 수가 있으며, 여기서 S 2
n−1 = W/ (n − 1)이다. 따라서, 레만-쉐페 정리에 의해 φ(Z,W)는

H( f )에대한유일한최소분산비편향추정량이된다.
Hmvu는비편향추정량이기때문에평균은당연히 H( f )가되고 Hmvu의분산 σ2

mvu은두통계량 Z와
log S 2

n−1/2의합의분산이된다. 그런데, Z와 S 2
n−1이독립이고 log S 2

n−1의분산은 log V의분산과같기
때문에 σ2

mvu은 log V/2와 Z의분산의합이됨을알수있다. ϕlog V (t) = log Mlog V (t)로정의하면 log V의
분산은 ϕ′′log V (0)으로구할수가있으므로식 (2.3)으로부터얻은

ϕlog V (t) = log
Γ
(

n−1
2 + t

)
Γ
(

n−1
2

) + t log 2 (2.9)
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를 t에대해 1차미분해보면

ϕ′log V (t) =
Γ′

(
n−1

2 + t
)

Γ
(

n−1
2 + t

) + log 2 = ψ
(

n − 1
2
+ t

)
+ log 2 (2.10)

가된다. 이것을 t에대해다시미분하면

ϕ′′log V (t) = ψ′
(

n − 1
2
+ t

)
(2.11)

가되고이식에 t = 0을대입하면 log V의분산은 ψ′ ((n − 1) /2)가됨을알수있다. 이결과와 Z의분
산이 σ2/n인사실을이용하면 Hmvu의분산은

σ2
mvu =

1
4
ψ′

(
n − 1

2

)
+
σ2

n
(2.12)

로얻게된다.
Hmvu의 분산이 H ( f )에 대한 비편향추정량 H̃의 분산의 최소가 되는 지는 H̃의 분산에 대한 크래

머-라오부등식

σ2
H̃ ≥

1
n
∇H ( f )t

{
I
(
µ, σ2

)}−1 ∇H ( f ) (2.13)

을구해보면된다. 기울기벡터 ∇H ( f )와단위피셔정보행렬 I(µ, σ2)는각각

∇H ( f ) =
(
∂H ( f )
∂µ

,
∂H ( f )
∂σ2

)t

=

(
1,

1
2σ2

)t

, (2.14)

I
(
µ, σ2

)
=


E

[
−∂

2 log f (X1)
∂µ2

]
E

[
−∂

2 log f (X1)
∂µ∂σ2

]
E

[
−∂

2 log f (X1)
∂σ2∂µ

]
E

[
−∂

2 log f (X1)
∂σ2

]


=


1
σ2 0

0
1

2σ2

 (2.15)

로계산되므로 H̃의분산에대한크래머-라오부등식은 σ2
H̃
≥ (σ2 + 1/2)/n로얻게된다. 표 1은표본크

기 n에대해서 dn = σ
2
mvu − (σ2 + 1/2)/n = ψ′((n − 1) /2)/4− 1/ (2n)의값을계산해본것으로 Hmvu의분

산은크래머-라오하한을약간초과한다는것을알수있다. 그러나, dn 값은표본크기가커짐에따라

0으로수렴하게되어서 Hmvu의분산은점근적으로크래머-라오하한이되는것을볼수있다.
표본크기가 무한히 커질 경우 Hmvu의 분산의 극한행태를 알아보고자 디감마함수에 대한 급수

전개식을 적용하면 ψ′((n − 1) /2) =
∑∞

k=0{2/ (n + 2k − 1)}2로 얻게 된다. 이것을 이용하면 σ2
mvu =∑∞

k=0{1/ (n + 2k − 1)}2 + σ2/n로 표현이 된다. 주어진 k에 대해서 limn→∞{1/ (n + 2k − 1)}2 = 0이 되
므로 limn→∞

∑∞
k=0{1/ (n + 2k − 1)}2 = ∑∞

k=0 limn→∞{1/ (n + 2k − 1)}2 = 0이 됨을 알 수 있다. 또한
limn→∞ σ

2/n = 0이므로 limn→∞ σ
2
mvu = 0이된다. 따라서, Hmvu는 H ( f )로확률수렴하게되므로일치

성을가짐을알수있다.
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표 1: n에대해서계산된 dn의값

n dn n dn n dn

2 0.9837005 20 0.0027493 80 0.0001599
4 0.1087005 25 0.0017255 100 0.0001019
6 0.0392561 30 0.0011829 125 0.0000649
8 0.0200894 35 0.0008612 150 0.0000450

10 0.0121813 40 0.0006549 175 0.0000330
15 0.0050530 60 0.0002865 200 0.0000252

로그정규분포에대한모수적엔트로피추정량으로엔트로피에포함된 µ와 σ2을 µ̂ = Z와 σ̂2 = S 2
n =∑n

i=1(Zi − Z)2/n으로대체한추정량

Hml =
1
2

log S 2
n + Z +

1
2

log (2πe)

=
1
2

log S 2
n−1 + Z +

1
2

log
n − 1

n
+

1
2

log (2πe) (2.16)

을고려하면, µ̂와 σ̂2은 µ와 σ2의최대가능도추정량이므로불변성에의해서엔트로피에대한최대가능

도추정량이된다. Hml은 Hmvu에관해서

Hml = Hmvu +
1
2
ψ

(
n − 1

2

)
− 1

2
log

n
2

(2.17)

으로표현될수가있고,이것을이용하면평균과분산은각각

µml = H ( f ) +
1
2
ψ

(
n − 1

2

)
− 1

2
log

n
2
, (2.18)

σ2
ml =

1
4
ψ′

(
n − 1

2

)
+
σ2

n
(2.19)

가됨을알수있다. Hml은 Hmvu과같은분산을가지게되며, 표본크기가커짐에따라 0으로수렴하게
되어일치성을가지게된다.
한편, Hml의편향은 bn = ψ((n − 1)/2) /2 − log (n/2) /2이되고유한한 n에대해서 bn , 0이되기때

문에 Hml은 H ( f )에대해편향적이된다. 편향이추정에미치는효과를알아보고자 bn의디감마함수를

정적분의형태로표현해보면

1
2
ψ

(
n − 1

2

)
=

1
2

log
n − 1

2
− 1

2 (n − 1)
−

∫ ∞

0

4t(
4t2 + (n − 1)2

) (
e2πt − 1

) dt (2.20)

가된다. 식 (2.20)의마지막항은 y = 2πt로치환하고 y ≥ 0에대해서 ey − 1 ≥ y를이용하면

I =
∫ ∞

0

4t(
4t2 + (n − 1)2

) (
e2πt − 1

) dt =
∫ ∞

0

y(
y2 + (n − 1)2 π2

)
(ey − 1)

dy

≤
∫ ∞

0

1
y2 + (n − 1)2 π2

dy

≤ 1
n − 1

∫ ∞

0

n − 1
y2 + (n − 1)2 π2

dy (2.21)
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로얻게된다. 그런데, 식 (2.21)의우변에서적분함수는코쉬분포 Cauchy(0, (n − 1) π2)의확률밀도함
수이므로

∫ ∞
0 (n − 1) /(y2 + (n − 1)2 π2) dy = 1/2이되고,이것으로부터 0 ≤ I ≤ 1/ (2 (n − 1))가유도된

다. 이결과와 n ≥ 2에대해 1/ (n − 1) > 0인사실로부터,

1
2
ψ

(
n − 1

2

)
≤ 1

2
log

n − 1
2
− 1

2 (n − 1)
<

1
2

log
n − 1

2
<

1
2

log
n
2

(2.22)

가얻어지므로 bn < 0이됨을알수있다. 따라서, E (Hml) < H ( f )가되므로 Hml은 H ( f )에대해과소
추정을하게된다.
표본크기를무한히크게할경우, bn의극한을보기위해식 (2.20)과 I에관한부등식으로부터얻게

되는

1
2

log
n − 1

2
− 1

n − 1
≤ 1

2
ψ

(
n − 1

2

)
≤ 1

2
log

n − 1
2
− 1

2 (n − 1)
(2.23)

를이용해서 bn의대소관계를표현해보면

1
2

log
(
1 − 1

n

)
− 1

n − 1
≤ bn ≤

1
2

log
(
1 − 1

n

)
− 1

2 (n − 1)
(2.24)

가된다. 따라서, limn→∞{log (1 − 1/n) /2−1/ (n − 1)} = 0, limn→∞{log (1 − 1/n) /2−1/ (2 (n − 1))} = 0이
므로 limn→∞ bn = 0이된다. 그러므로, Hml은 H ( f )에수렴하게되어점근적비편향성을가지게된다.

3. 추정량의성질비교

2절에서본바와같이, 로그정규분포의엔트로피 H ( f )에대해서 Hmvu는비편향성을가지는반면

에 Hml은 편향성을 가지게 된다. Hmvu의 비편향성과 표본크기에 따른 Hml의 편향성 정도를 확인하

기위해서몬테칼로모의실험을수행해보기로한다. 몬테칼로연구에서선택한분포는 LN (0, 0.5)와
LN (0, 2)이고각분포에대한이론적인엔트로피는 H ( f ) = 1.0724, 1.7655가된다. 크기 n = 2, 4, . . . ,
100인표본을두분포에서독립적으로생성해서 Hmvu와 Hml의값을계산하고이런과정을 1000번반
복을해서얻은각추정량의계산값들의평균을 H ( f )에대한추정값으로사용한다.
그림 1은 이론적인 엔트로피와 모의실험에 의해 표본크기별로 추정한 Hmvu와 Hml의 값을 그린

것이다. 그림 1(a)는 LN (0, 0.5)에대한것으로모든표본크기에서 Hmvu의값은 H ( f )의값과유사하
게 나타나므로 비편향성을 가지는 것을 볼 수 있다. 그러나, Hml의 값은 표본크기가 작아짐에 따라

H ( f )의값에비해현저히작게나타나고있어서편향성이커지게되고이로인해 H ( f )를상당한정도
로과소추정을하게되는현상을볼수있다. 그러나,표본크기가커짐에따라 Hml의값은 H ( f )의값에
근접하게되므로비편향성을가지게된다. 이런현상은 LN (0, 2)에대한그림 1(b)에서도확인할수가
있다.
다음은 분포적 관점에서 두 추정량의 성질을 비교해 보기로 한다. Hmvu와 Hml의 분포행태는 두

통계량 log S 2
n−1/2와 Z의분포행태에의해결정이된다. 먼저, Z의분포를구해보면 N(µ, σ2/n)가되는

것을알수있다. log S 2
n−1/2의분포는 V에관한표현식 log S 2

n−1/2 = log V/2+logσ2/2−log (n − 1) /2과
V가자유도 n − 1인카이제곱분포를따르게되는사실을이용해서구할수가있지만,로그변환된카이
제곱확률변수는정규분포에의해근사가잘되는것으로알려져있으므로 (Olshen, 1937),델타근사방
법을적용하여추정량의분포를구해보기로한다.
통계량 Tn을

Tn =
1
2

log S 2
n−1 −

1
2
ψ

(
n − 1

2

)
+

1
2

log
n − 1

2
(3.1)
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그림 1: 이론적인엔트로피와모의실험에의한표본크기별 Hmvu와 Hml의추정값

으로정의하면 Hmvu = Tn +Z + log (2πe) /2로표현할수있다. log S 2
n−1/2을 S 2

n−1의평균에대해서테일
러전개를시키면

1
2

log S 2
n−1 ≃

1
2

logσ2 +

(
S 2

n−1 − σ2
)

2σ2 (3.2)

가되고이결과를이용해서얻게되는 Tn의근사식은

Tn ≃
1
2

logσ2 +

(
S 2

n−1 − σ2
)

2σ2 − 1
2
ψ

(
n − 1

2

)
+

1
2

log
n − 1

2
(3.3)

가된다. 식 (3.3)에서양변을 2σ2을곱한다음, S 2
n−1의분산의제곱근으로나누어서정리하면√

2 (n − 1)
(
Tn −

1
2

logσ2
)
≃

(
S 2

n−1 − σ2
)

σ2
√

2
n−1

−
√

n − 1
2

{
ψ

(
n − 1

2

)
− log

n − 1
2

}
= Z S 2

n−1
− a1,n (3.4)

가 된다. n → ∞이면 Z S 2
n−1
은 중심극한정리에 의해서 N (0, 1)로 수렴하게 된다. a1,n은 식 (2.23)에

의해 −2/ (n − 1) ≤ ψ((n − 1)/2) − log((n − 1) /2) ≤ −1/ (n − 1)가 되므로 0으로 수렴하게 된다. 그
러므로, 좌변은 N (0, 1)로 수렴하게 되고 Tn은 근사적으로 N(logσ2/2, 1/{2 (n − 1)})을 따른다고 할
수 있다. 이 결과를 이용해서 Tn과 Z의 합의 분포를 구해보면 S 2

n−1과 Z가 독립이기 때문에 근사적
으로 N(logσ2/2 + µ, 1/{2 (n − 1)} + σ2/n)가 됨을 알 수 있다. 그러므로, Hmvu의 분포는 근사적으로
N(H ( f ) , 1/{2 (n − 1)} + σ2/n)가된다.

Hml의분포또한같은방식으로유도할수가있다. log S 2
n/2 = log S 2

n−1/2 + log((n − 1) /n)로부터식
(3.2)를이용해서얻게되는근사식은

1
2

log S 2
n ≃

1
2

logσ2 +

(
S 2

n−1 − σ2
)

2σ2 +
1
2

log
n − 1

n
(3.5)
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표 2: n에대해서계산된 1/4ψ′(n − 1)/2, 1/{2 (n − 1)}과 d∗n

n 1
4ψ
′
(

n−1
2

)
1

2(n−1) d∗n n 1
4ψ
′
(

n−1
2

)
1

2(n−1) d∗n
20 0.0277493 0.0263158 0.0014335 120 0.0042372 0.0042017 0.0000355
40 0.0131549 0.0128205 0.0003343 140 0.0036231 0.0035971 0.0000260
60 0.0086198 0.0084746 0.0001453 160 0.0031645 0.0031447 0.0000199
80 0.0064099 0.0063291 0.0000808 180 0.0028090 0.0027933 0.0000157
100 0.0051019 0.0050505 0.0000514 200 0.0025252 0.0025126 0.0000127

표 3: 정규성에대한검정결과

검정
N (1.419, 0.015) N (1.968, 0.035)

Hmvu 유의확률 Hml 유의확률 Hmvu 유의확률 Hml 유의확률

D검정 0.0785 p > 0.25 0.0595 p > 0.25 0.0542 p > 0.25 0.0468 p > 0.25
W2 검정 0.2051 p > 0.25 0.0505 p > 0.25 0.0638 p > 0.25 0.0327 p > 0.25
A2 검정 1.1035 p > 0.25 0.4027 p > 0.25 0.5178 p > 0.25 0.2260 p > 0.25

이다. 식 (3.5)의양변을 2σ2을곱한다음, S 2
n−1의분산의제곱근으로나누어서정리해보면

√
2 (n − 1)

(
1
2

log S 2
n −

1
2

logσ2
)
≃

(
S 2

n−1 − σ2
)

σ2
√

2
n−1

+

√
n − 1

2
log

n − 1
n
= Z S 2

n−1
+ a2,n (3.6)

가된다. n → ∞이면 ZS 2
n−1
은중심극한정리에의해서 N (0, 1)로, a2,n은 0으로수렴하게되므로좌변또

한 N (0, 1)로수렴함을알수있다. 따라서, log S 2
n/2는근사적으로 N(logσ2/2, 1/{2 (n − 1)})를따르게

되고 Z역시정규분포를하게되므로 Hml의근사분포는 N(H ( f ) , 1/{2 (n − 1)} + σ2/n)가된다.
Hmvu와 Hml은동일한근사분포를가지지만분산은 2절에서유도한것과는같지않음을볼수있다.

그런데,트리감마함수 ψ′ ((n − 1) /2)는

ψ′
(

n − 1
2

)
≃ 2

n − 1
+

1
2

(
2

n − 1

)2

+
1
6

(
2

n − 1

)3

− 1
30

(
2

n − 1

)5

+ · · · (3.7)

로근사시킬수가있으므로충분히큰 n에대해서 ψ′((n − 1) /2)/4 = 1/
{
2 (n − 1)

}
+ o (1/n)가될것으로

예상할수있다. 표 2는 n에대해서 ψ′((n − 1) /2)/4, 1/{2 (n − 1)}과두값의차이 d∗n = ψ
′((n − 1) /2)/4−

1/{2 (n − 1)}을계산한것으로 n이증가함에따라서차이는 0으로접근하는것을볼수있다. 따라서,
ψ′((n − 1) /2)/4는 1/{2 (n − 1)}에의해잘근사가되어지므로 σ2

mvu과 σ2
ml은근사적으로 1/{2 (n − 1)} +

σ2/n와같게됨을알수있다. 이결과로부터Hmvu와Hml는평균이H ( f )이고분산이 ψ′((n − 1) /2)/4+
σ2/n인정규분포로근사된다고판단할수있다.
그림 2와그림 3은 n = 100인표본을각각 LN (0, 1)과 LN (0, 3)에서 500번의반복추출을통해계

산한값으로부터얻은추정량의분포를보여주고있다. 그림 2와그림 3에서의실선은근사분포의적
합곡선을나타낸것으로각각은 N (1.419, 0.015)와 N (1.968, 0.035)의확률곡선이다. Hmvu의분포(왼
쪽그림)와 Hml의분포(오른쪽그림)모두는주어진정규분포에잘적합이됨을볼수있다. 또한표
3은각추정량에대해서계산한 500개의값이정규분포를따르는지를알아보고자콜모고로프-스미르
노프검정(D검정),크래머-미제스검정(W2 검정)과앤더슨-달링검정(A2 검정)을수행해서얻은결과
로모든검정통계량에대한유의확률은 0.25보다크게나왔음을볼수가있다. 유의수준 5%에서정규
성에대한영가설을기각할수가없기때문에두추정량은근사적으로정규분포를하게되는것을확인
할수가있다.
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그림 2: n = 100일때 LN (0, 1)로부터 500번의반복을통해얻은추정량의분포(왼쪽그림은 Hmvu의분포,
오른쪽그림은 Hml의분포이고실선은 N (1.419, 0.015)의확률곡선임)

그림 3: n = 100일 때 LN (0, 3)으로부터 500번의 반복을 통해 얻은 추정량의 분포(왼쪽 그림은 Hmvu의

분포,오른쪽그림은 Hml의분포이고실선은 N (1.968, 0.035)의확률곡선임)

4. 추정량의성능비교

두 추정량의 성능을 효율성의 평가를 통해 비교해 보기로 한다. 변동성의 관점에서 보면, 두 추
정량의 분산은 동일하게 주어지므로 같은 효율을 가지게 된다. 그러나, Hml이 편향적이므로 평균
제곱오차(MSE)의 관점에서 비교하는 것이 타당하다. 두 추정량의 평균제곱오차를 각각 구해보면,
MSE (Hmvu) = σ2

mvu과 MSE (Hml) = σ2
ml + ψ((n − 1)/2)/2 − log (n/2) /2이된다. 그러므로, Hml에대한

Hmvu의상대적효율성은

RE (Hml,Hmvu) =
MSE (Hmvu)
MSE (Hml)

=

1
4ψ
′
(

n−1
2

)
+ σ2

n

1
4ψ
′
(

n−1
2

)
+ σ2

n +
1
4

{
ψ

(
n−1

2

)
− log n

2

}2 (4.1)

로주어지게되며 n과 σ2에의존하게된다. n과 σ2의변화에따른상대적효율성을살펴보고자 σ2 =

0.5, 2로하고 n = 2, 4, . . . , 100에대해서식 (4.1)의값을계산해보기로한다. 이와함께, LN (0, 0.5)와
LN (0, 2)에서동일한크기의표본을 1000번반복생성해서얻은 Hmvu와 Hml의평균제곱오차를이용해
서 RE (Hml,Hmvu)를추정해본다.



634 최병진

그림 4: 표본크기에따른 RE (Hml,Hmvu)의이론값과모의실험에의한추정값

그림 4는 n과 σ2에 따른 RE(Hml,Hmvu)의 이론값과 모의실험에 의한 추정값을 그려놓은 것이다.
그림에서알수있듯이, σ2이주어진경우에는 n이작아질때 Hmvu가 Hml에비해효율이더좋게나타

난다. n이주어진경우에는 σ2 = 2보다는 σ2 = 0.5일때 Hml에대한 Hmvu의효율이더높게된다. 결
과를종합해보면, n과 σ2이동시에작아짐에따라 Hmvu는 Hml에비해월등히나은성능을발휘하게되

고 n이커지면 σ2에상관없이 RE(Hml,Hmvu)는 1로접근하게되어두추정량은같은효율을보이게된
다.

5. 결론

본논문에서는로그정규분포의엔트로피에대한모수적추정량으로최소분산비편향추정량과최대
가능도추정량을제시했고두추정량의성질을변동성과비편향성관점에서살펴보았다. 추정량의분
포적성질을알아보기위해델타근사방법을이용해서각추정량의분포를유도했고적합도평가를통
한유도한분포의확증을위해서모의실험을수행했다. 또한평균제곱오차에의한상대적효율성에대
한조사를통해두추정량의성능을평가해보았다.
본논문에서도출된결과를요약하면다음과같다. 유도된두추정량의분산은같게나왔으며이

를통해동일한변동성을가짐을알수있었다. 최대가능도추정량은최소분산비편향추정량과는다르
게엔트로피에대한편향성을가지게되고편향이추정에미치는영향을조사해본결과, 유한한표본
크기에대해서편향은항상음의값을가지게되어과소추정을하게함을알수있었다. 그러나,표본크
기가무한히커짐에따라편향은 0으로수렴하게되어점근적비편향성을가지는것을확인할수있었
다. 델타근사방법에의한두추정량의분포는동일한정규분포를가지는것으로나타났고적합도평가
를위해수행한모의실험의결과를통해적합이잘되는것을확인할수있었다. 성능비교를위해수행
한모의실험으로부터얻은평균제곱오차에의한상대적효율성결과에서최소분산비편향추정량은최
대가능도추정량보다더좋은효율을보이는것으로나타났으며, 특히표본크기와분산이동시에작아
짐에따라효율이점점높아지게되어월등히나은성능을발휘함을볼수있었다.
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Comparison of Two Parametric Estimators for the Entropy
of the Lognormal Distribution
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Abstract
This paper proposes two parametric entropy estimators, the minimum variance unbiased estimator and the

maximum likelihood estimator, for the lognormal distribution for a comparison of the properties of the two
estimators. The variances of both estimators are derived. The influence of the bias of the maximum likelihood
estimator on estimation is analytically revealed. The distributions of the proposed estimators obtained by the
delta approximation method are also presented. Performance comparisons are made with the two estimators. The
following observations are made from the results. The MSE efficacy of the minimum variance unbiased estimator
appears consistently high and increases rapidly as the sample size and variance, n and σ2, become simultaneously
small. To conclude, the minimum variance unbiased estimator outperforms the maximum likelihood estimator.

Keywords: Lognormal distribution, entropy, parametric entropy estimator, consistency, normal
approximation, MSE efficacy.
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