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- 기호설명 - 

 

Kn : n차 크리로프 부공간 

ω2(=λ) : 고유치 

ϕ : 고유벡터 

Ω : 구조물의 회전속도(rad/s) 

1. 서 론 

유한요소법을 통한 구조물의 고유진동해석은 시

스템의 해석 및 설계시 시스템의 동역학 특성을 

얻기 위하여 널리 이용되는 방법의 하나이다. 시

스템에 따라서는 그 복잡성으로 인하여 수십만~

수백만의 큰 자유도를 갖는 대형 유한요소모델이 

요구되어 고유진동해석에 대규모 전산자원과 장시

간의 연산시간을 필요로 하게 된다. 수치계산을 

위한 전산자원의 눈부신 발전으로 합리적인 시간

Key Words : Model Order Reduction(모델차수축소법), Krylov Subspace(크리로프 부공간), Modal Analysis(고유

진동해석), Prestress(프리스트레스)  

초록: 일반적으로 회전체나 초기 하중 하의 구조물 또는 열변형된 파이프 등의 프리스트레스 구조물은 이러한 프

리스트레스 효과로 인하여 고유진동수 및 고유진동모드가 변화되기 때문에 정확한 고유진동해석을 위해서는 프리

스트레스 고유진동해석을 수행해야 한다. 시스템에 따라서는 그 복잡성으로 인하여 수십만~수백만의 큰 자유도를 

갖는 대형 유한요소모델이 요구되어 이러한 대형 모델의 프리스트레스 영향을 파악하기 위한 프리스트레스 고유진

동해석을 주어진 설계시간 내에 반복적으로 수행하기에는 여전히 시간적 어려움이 많은 형편이다. 따라서, 본 논문

에서는 크리로프 부공간에 근거한 축소기법으로 시스템의 초기 유한요소모델에 대하여 고유진동 특성을 정확하게 

나타내면서도 작은 차수의 축소모델로 표현하여 프리스트레스 고유진동해석에서의 계산시간 문제를 감소하였다. 초

기 시스템과 축소 시스템의 모멘트를 일치하는 수치계산에는 아놀디 과정을 이용하였다. 적용예제로 휠과 컴프레서 

임펠러를 선택하여 제안한 방법을 통한 회전에 따른 프리스트레스 고유진동해석의 정확성과 효율성을 보였다. 

Abstract: It is necessary to use prestressed modal analysis to calculate the modal frequencies and mode shapes of a prestressed 

structure such as a spinning blade, a preloaded structure, or a thermally deformed pipe, because the prestress effect sometimes 

causes significant changes in the frequencies and mode shapes. When the finite element model under consideration has a very 

large number of degrees of freedom, repeated prestressed modal analyses for investigating the prestress effects might become too 

computationally expensive to finish within a reasonable design-process time. To alleviate these computational difficulties, a 

Krylov subspace-based model order reduction, which reduces the number of degrees of freedom of the original finite element 

model and speeds up the necessary prestressed modal analysis with the reduced order models (ROMs), is presented. The 

numerical process for the moment-matching model reduction is performed directly on the full order models (FOMs) (modeled in 

ANSYS) by the Arnoldi process. To demonstrate the advantages of this approach for performing prestressed modal analysis, the 

prestressed wheel and the compressor impeller under their high-speed rotation are considered as examples. 

§ 이 논문은 2011년도 대한기계학회 CAE 및 응용역학부문 
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† Corresponding Author, jshan@andong.ac.kr 
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에 대형 문제의 고유진동해석이 가능하지만 큰 자

유도를 가진 모델의 고유진동해석을 주어진 설계

시간 내에 반복적으로 수행하기에는 여전히 시간

적 어려움이 많은 형편이다.(1~3) 따라서, 시스템의 

초기 유한요소모델에 대하여 고유진동 특성을 정

확하게 나타내면서도 작은 차수의 축소모델로 표

현할 수 있다면, 이 축소모델은 해석 및 설계에 

효과적으로 이용될 수 있다. 이렇듯 초기 시스템

에 대한 효율적인 해석을 위하여 초기 대형 유한

요소모델의 차수를 축소하는 차수축소모델링에 대

한 연구는 여러 분야 기계 구조물의 주파수응답 

해석 등에 이용되고 있다.(4~8) 

본 논문에서는 시스템의 주파수응답 해석에 주로 

사용되는 모멘트 일치법과 크리로프 부공간에 근거한 

기존의 모델차수축소법(9,10)에서 대형 프리스트레스 고

유치 문제에 정확한 축소모델을 생성하는 방법을 제

안하였다. 또한, 이를 구조물의 회전에 의하여 프리스

트레스가 발생하는 경우의 고유치 문제에 적용하였다. 

축소모델의 차수를 결정함에 있어서 오차수렴지표를 

제안하여 사용자가 원하는 k번째 고유진동모드까지 

요구되는 유효숫자의 정확도를 지닌 축소모델의 차수

를 사용자가 추가적인 정보의 입력 없이 자동적으로 

결정할 수 있는 방법을 제안하여 모델차수를 자동적

으로 수행될 수 있도록 하였다. 적용 예제로 자동차 

휠과 컴프레서 임펠러의 고유치 문제를 검토하여 본 

모델차수축소법의 정확도와 효율성을 보이고자 한다. 

2. 고유진동해석의 모델차수축소법 

2.1 모델차수축소법의 개요 

일반적으로 비감쇠 시스템의 운동방정식을 유한

요소해석의 행렬 형태로 나타내면 다음과 같이 이

차 상미분방정식으로 표현된다. 

 
)t()t(

)t(u)t()t(

Lxy

fKxxM

=
=+ɺɺ

  (1) 

여기서 t는 시간변수, x(t)∈ℜN은 상태변수벡터, u(t)

는 입력, 그리고 y(t)∈ℜp는 출력벡터를 의미한다. 

상태변수벡터 x(t)의 자유도는 N, 출력벡터의 크기

는 p이다. 행렬 M, K∈ℜN×N는 각각 이차 시스템의 

질량행렬, 강성행렬이다. 벡터 f∈ℜN와 L∈ℜp×N은 

각각 하중이 작용하는 위치와 크기를 나타내는 하

중분배벡터와 선택한 위치에서의 응답을 보기 위

한 출력측정행렬을 의미한다. 일반적으로 대부분

의 공학 문제에서 p는 N보다 훨씬 작다. 

모델차수축소법의 기본 개념은 아래 식 (2)의 

관계를 만족하는 변환행렬 V∈ℜN×n을 통하여 초기 

시스템의 큰 자유도의 상태변수벡터 x(t)의 응답을 

작은 자유도로 구성된 축소 시스템의 상태변수벡

터 z(t)로 근사화하는 것이다. 

 Nn,)t(where)t()t(
n <<ℜ∈≅ zVzx   (2) 

따라서, 먼저 변환행렬 V를 구한 후에 식 (1)의 이차 

시스템을 식 (2)처럼 V에 투영(projection)시키고, 다시 

식 (1)의 양변에 V의 전치행렬을 곱하면 다음과 같이 

식 (1)과 동일한 형태를 지닌 이차 축소 시스템을 구

할 수 있다. 
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  (3) 

이때, 축소행렬은 Mr=V
T
MV, Kr=V

T
KV, fr=V

T
f 및 

Lr=LV로 각각 표현된다. 따라서, 모델차수축소법

은 어떻게 변환행렬 V를 적합하게 구하는가 하는 

문제가 된다. 여기서 축소모델의 자유도는 n<<N

이고, 축소모델에서 입력 u(t)와 출력벡터 y(t)는 

초기 시스템과 비교하여 변동이 없음을 알 수 있

다. 따라서, 축소된 n차 자유도의 모델을 해석에 

이용하므로 매우 효율적인 동적해석이 가능하다. 

 
2.2 모멘트 일치법 

식 (1)을 제로초기조건(zero initial condition)하에서 

라플라스(Laplace) 변환 후, 전달함수를 구하면  

 fKMLYH
12 )s()s(U)s()s( −+==   (4) 

이며, 이 식을 s에 대하여 전개점 s=s0에서 테일러

급수전개(Taylor’s series expansion)을 하면 전달함수

는 아래와 같이 급수형태로 표현할 수 있다. 

∑
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  (5) 

이때, 계수 mi를 전개점 s0에 대한 전달함수의 모

멘트(moment)라고 한다. 이 모멘트는 초기 시스템

과 축소 시스템의 유사성(similarity)를 나타내는 지

표로 사용된다. 즉 식 (1)과 동일한 이차 형태를 

지닌 축소 시스템 (3)의 전달함수를 

∑
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 (6) 

라고 하면, 결국 모멘트 일치법은 요구되는 차수 

n에 대하여 다음을 만족하는 축소 시스템 (3)을 

찾는 문제를 의미한다. 
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식 (1)의 비감쇠 시스템에 대한 전달함수의 모멘

트를 구하기 위하여, 식 (4)에서 테일러급수전개를 

수행하면 
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∞
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  (8) 

을 얻는다. 즉, 비감쇠 이차 시스템의 모멘트는 

mi=L(−K
−1
M)iK−1

f이다.(4) 

 
2.3 아놀디 과정을 통한 변환행렬 생성 

행렬 A∈ℜN×N 및 벡터 r∈ℜN에 대하여 

 },,,,{span),( 1n2
n rArAArrrA

−= ⋯K   (9) 

를 n차 크리로프 부공간(nth Krylov subspace)라 한

다. 만약 A=−K−1
M, r=K−1

f라고 하면 n차 크리로프 

부공간은 다음과 같이 표현된다. 
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크리로프 부공간에 근거한 모멘트 일치법은 전

달함수의 모멘트 mi를 실제로 계산하지 않고, 초

기 및 축소 시스템의 모멘트를 일치시킬 수 있도

록 한다. 크리로프 부공간에 근거한 모멘트 일치

법에 대하여 식 (2)의 변환행렬 V의 각 열벡터

(column vector)로 이루어진 모든 선형 결합들이 식 

(10)의 n차 크리로프 부공간을 구성(span)하면, 초

기 비감쇠 이차 시스템과 비감쇠 축소 시스템의 

첫 n번째까지의 모멘트는 서로 일치한다.(9) 이때, 

변환행렬 V를 구하는데 초기 시스템의 질량 및 

강성행렬과  하중분배벡터의  정보를  이용한다 . 

변환행렬 V의 열벡터를 구하는 수치적 방법에는 

아놀디 과정(Arnoldi process)(8,10)이 이용된다. 크리

로프 부공간 Kn(−K
−1
M, K

−1
f)을 구성하는 각 열벡

터 K−1
f, (−K

−1
M)K−1

f, … , (−K
−1
M)n−1K−1

f는 실제 수

치계산에서 작은 n값에도 서로 선형종속(linear 

dependent)이 되기 때문에, 실제 계산에서는 이 열

벡터를 직접 계산하지 않고 같은 크리로프 부공간

을 구성하는 새로운 기저 열벡터들을 계산한다. 

이러한 열벡터로 이루어진 변환행렬 V는 다음과 

같은 정규직교성(orthonomality)을 가지고 있다. 

 
n

T

11
n ),(}{colspan

IVV

fKMKV

=
−= −−

K
  (11) 

여기서 In는 n차의 단위행렬이다. 

Fig. 1에는 아놀디 과정을 통하여 변환행렬 V의 

열벡터를 생성하는 수치적 알고리즘에 대하여 행

렬 A와 벡터 r을 각각 A=−K−1
M과 r=K−1

f로 가정

한 경우의 Matlab(14) 코드를 제시하였다. 

 

1) Let vk+1 = Avk where A=−K
-1
M 

 2) Multiply K on both sides, Kvk+1 = −Mvk  
 3) Decompose K, LUvk+1 = −Mvk  
 4) Solve for w, Lw = −Mvk where Uvk+1 = w 
 5) Solve for vk+1, Uvk+1 = w 

• Arnoldi process: 
 

Given a nonzero starting vector r(=K
−1
f) and a matrix A(=−K−1M), this algorithm 

produces orthonormal v1,v2,…,vn such that 

  span{v1,v2,…,vk} = span{r,Ar,…,A
k-1

r} for k = 1,2,…,n 

 

[L, U] = lu(K);   % LU matrix factorization (K = L*U) 

v = U\(L\f);   % the starting vector by left division 

v = (1/norm(full(v)))*v;  % normalizing the starting vector 

 

for j = 2:n   % generate Krylov vectors up to n 

 v(:,j) = U\(L\(-M*v(:,j-1))); 

 for k = 1:j-1 

  hv = v(:,k)'*v(:,j); 

  v(:,j) = v(:,j) - hv*v(:,k); 

 end 

 v(:,j) = v(:,j)/norm(v(:,j)); 

end 

Fig. 1 Generation of Krylov bases for Kq(A, r) using Arnodi process in Matlab 



한   정   삼 

 

1214 

초기벡터 r을 정규화하여 v1을 얻고, 다음 열벡

터 vk+1는 vk+1=Avk의 관계를 이용하여 위의 단계

로 구한다. 즉 K−1을 직접 계산하지 않고, 2)처럼 

양변에 K를 곱하여 행렬분해(matrix decomposition)

을 수행한다. 행렬 A가 대칭(symmetric)인 양정치

행렬(positive definite)이면 Cholesky분해를, 대칭이 

아닌 행렬이면 LU분해를, 대칭이나 부정부호행렬

(indefinite)이면 LDLT분해를 사용한다. 이후에 2회

의 연립방정식 풀이를 통해 열벡터 vk+1를 구한다. 

따라서, vk+1를 구하기 위해서는 행렬과 벡터의 곱

(Mvk) 1회, 전방대입법(forward substitution) 1회 및 

후방대입법(backward substitution) 1회의 계산이 필

요하다. 또한, 생성되는 V의 열벡터가 선형독립성

을 가지도록 직교화(orthogonalization)을 수행한다. 

많은 경우, 그람슈미트(Gram- Schmidt) 정규직교화 

과정이 이용된다. 만약에 지정한 n개의 선형독립

인 열벡터를 구하기 전에 열벡터가 선형종속이 되

면, 선형독립인 열벡터까지만 V의 열벡터로 취하

게 된다. 따라서, 최종적으로 구해진 V의 열벡터

는 식 (11)의 관계를 만족하게 된다. 

 

2.4 프리스트레스 고유진동해석에 대한 적용 

식 (1)의 시스템에서 fu(t)=0로 가정하면 그 시스

템에 대한 자유운동, 즉 고유진동 문제가 되며 

 0KxxM =+ )t()t(ɺɺ   (12) 

이 자유진동의 해는 다음 형태를 가진다. 

 
)tsin()t(

)tsin()t(
2 φ+ωϕω−=

φ+ωϕ=
x

x

ɺɺ
  (13) 

이를 식 (12)에 대입하면 다음과 같은 고유치 문

제(eigenvalue problem)가 된다.(11)  

 0MK =ϕω− )( 2
  (14) 

이는 고유치(eigenvalue) ω2(=λ)와 그 고유치에 대

응하는 고유벡터(eigenvector) ϕ를 구하는 문제가 

된다. 이와 마찬가지로 식 (3)의 축소 시스템에 대

한 고유치 문제도 

 
)ˆtˆsin(ˆˆ)t(

)ˆtˆsin(ˆ)t(
2 φ+ωϕω−=

φ+ωϕ=
z

z

ɺɺ
  (15) 

를 이용하면 아래와 같이 주어진다. 

 0MK =ϕω− ˆ)ˆ( r
2

r   (16) 

이때, 2ω̂ (= λ̂ )과 ϕ̂은 각각 축소 시스템의 고유치

와 그에 해당하는 고유벡터이다. 따라서, n차의 축

소모델에서 n개의 고유진동수를 얻을 수 있고, 식 

(2)와 같이 변환행렬 V를 이용하여 축소 시스템의 

고유벡터에서 초기 시스템의 고유벡터를 구할 수 

있다. 그런데, 변환행렬 V의 생성시 질량행렬(M), 

강성행렬(K) 및 하중분배벡터(f)의 정보가 이용되

므로, 축소 시스템은 하중분배벡터에 대하여 의존

적이다.(1) 따라서, 본 연구에서는 이러한 의존성을 

제거하기 위하여 다음과 같이 모든 요소가 1의 값

을 갖는 하중분배벡터 f1를 제안하고 이를 이용하

여 축소 시스템을 생성하였다. 

 
N

11 where

1

1

ℜ∈
















= ff ⋮   (17) 

대부분의 공학문제는 큰 자유도의 대형 시스템

에서도 설계 및 해석을 위하여 초기 몇 개의 고유

치와 고유벡터만이 필요한 경우가 대부분이기 때

문에, 자유도 N의 초기 시스템보다 제안한 모델차

수축소법으로 생성된 자유도 n인 축소모델을 이용

함으로써 보다 효율적인 설계 및 해석이 가능하다. 

시스템에 프리스트레스(prestress)가 존재하는 경

우에 고유진동수와 고유진동모드에 변화가 발생한

다. 본 논문에서는 특별히 구조물의 회전에 의해 

 
 

Fig. 2 Process of model order reduction for eigenvalue problems using ANSYS and Matlab 
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발생하는 프리스트레스 하에서 고유진동해석을 고

려한다. 시스템에 회전으로 인한 프리스트레스 효

과가 존재하는 경우, 식 (12)는 아래와 같이 변경

되며 

 0xKxM =+ )t()t(ɺɺ   (18) 

여기서, 프리스트레스로 변경된 강성행렬은 

 
KK

KKK

∆Ω=∆
∆+=

Ω

Ω
2where

  (19) 

로 초기 강성행렬에 구조물의 회전속도(Ω)의 제곱

에 비례하는 항이 더해진 형태로 표현된다. 따라

서, 프리스트레스 고유치 문제에 대한 변환행렬 V

의 열벡터를 계산할 때에는 아래의 식을 이용한다. 

})(,,)(,{

)colspan(

1
11n1

1
11

1
1

n fKMKfKMKfK

V
−−−−−− −−

=
⋯K

  (20) 

또한, 행렬 ∆K은 회전속도(Ω)에 독립적으로 계산

할 수 있기 때문에, 여러 가지 회전속도에 대한 

변경된 강성행렬 K 을 식 (19)를 통하여 계산한 

후, 각 경우에 대한 변환행렬을 식 (20)으로 계산

하여 축소 시스템의 프리스트레스 고유치 문제를 

계산시간 측면에서 더욱 효율적으로 수행할 수 있

다. 

2.5 유한요소해석을 통한 시스템 행렬의 계산 

먼저 주어진 문제에 대한 ANSYS(12) 유한요소모

델링을 수행하여 식 (1)의 시스템 행렬을 얻는다. 

ANSYS에서는 주파수응답 해석시, 각 가진주파수 

ω에 대하여 시스템 행렬은 다음 선형연립방정식

과 같이 수식화 되므로 

 
CMKK

FxK

ω+ω−=
=

iwhere 2
c

ccc
  (21) 

서로 다른 두 가진주파수 ω1과 ω2에 대하여 위의 

정보를 ANSYS의 FULL 파일로 출력한다. 위에서 

설명한 식 (21)의 정보를 포함한 ANSYS의 FULL 

파일을 읽은 후, Kc의 실수 부분만을 고려하여 주

어진 초기 시스템 행렬 M과 K를 얻고, 앞에서 설

명한 아놀디 과정을 적용하여 식 (2)의 변환행렬 

V를 생성한다. 최종적으로 생성된 식 (3)의 축소

모델은 Matrix Market 형태(13)로 출력하여, Matlab(14)

에서 이 정보를 다시 읽어드려 축소 시스템에 대

한 고유치 해석을 수행한다(Fig. 2 참고). 

3. 적용 예제 

3.1 자동차 휠 

자동차 휠 모델의 정지상태와 회전상태에 대한  

 

고유진동해석에 축소모델을 이용하여 제안한 방법

의 정확도와 효율성을 검토하였다. Fig. 3은 각각 

휠의 CAD 및 ANSYS 유한요소모델을 나타내며, 

이때 유한요소모델은 41,207개의 쉘요소(SHELL63)

와 41,612개의 절점으로 구성되었다. 경계조건으로 

휠 중앙의 볼트자리에 해당되는 절점은 모두 구속

되었다. 휠의 재료는 탄소강(carbon steel)으로서 물

성치는 탄성계수 81.2 GPa, 푸아송비 0.25, 밀도 

7860 kg/m3로 설정하였다. 

Fig. 4는 초기 유한요소모델(FOM; N=248,712)과 

 
(a)                    (b) 

Fig. 3 ANSYS model of a wheel: (a) CAD and (b) finite 

element mesh (shell modeling) 
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Fig. 4 Comparison of natural frequencies between FOM 

and ROM (Ω=0 rad/s) 
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Fig. 5 Relative errors between FOM and ROM according 

to the reduced order 
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축소모델(ROM; n=30~60)로 계산한 초기 30개의 

고유진동수를 비교하여 도시한 것이다. FOM에서

는 block Lanczos법(12)을 이용하여 고유진동수를 계

산하였다. 이 문제의 경우, 구조체의 형상이 대칭

이므로 중복되는 모드형상으로 가지는 고유치 문

제이다. 관심 주파수영역은 30번째 고유진동수

(f30=1358.5 hz)까지를 고려하였다. 축소모델의 자유

도를 30에서 60까지 10씩 증가시키며 결과를 비교

하였는데, 축소모델의 자유도가 n=30인 경우에 15

번째 고유진동수까지 상대오차 0.01 %이내로 정확

히 예측할 수 있으며, n=40인 경우는 20번째 고유

진동수까지 상대오차 0.01 %이내로 예측할 수 있

었다. 축소모델의 자유도가 n=50인 경우, 29번째 

고유진동수에서 0.01 %의 상대오차가 발생하였으

며, n=60인 축소모델은 초기 유한요소모델의 30번

째 고유진동수까지 결과와 일치하였다(Fig. 5 참고). 

이때, 상대오차는 다음 식으로 계산하였다. 

 100(%)errorlativeRe
FOM

FOMROM ×
−

=
f

ff
  (22)  

이 적용 예제를 통하여 관심있는 최대 고유진동

수의 차수(k)보다 축소모델의 자유도(n)를 더 크게 

선정해야 함을 확인할 수 있는데 이 경우, n≈2k이

면 충분한 정확도를 얻을 수 있었다. 축소모델의 

차수(n)가 증가할수록 축소모델의 결과는 더욱 높

은 고유진동수까지 일치하는 것을 수치적으로 확

인할 수 있었다. 또한, 변환행렬 V의 생성시 하중

벡터 f를 식 (17)에서 제안한 열벡터 f1를 사용함

으로써 하중분배벡터의 영향을 제거하여 정확한 

축소모델을 생성할 수 있었다. 

고유진동해석에서 설계에 필요한 높은 정확도를 

가지면서 최소인 축소모델의 차수(nmin)를 결정하는 

것은 해석의 정확도와 효율성 측면에서 중요한 문제

이다. 이러한 축소모델의 차수를 공학적 관점에서 

자동적으로 결정할 수 있도록 고유치 해석에 대한 

오차수렴지표(error convergence indicator)(4)를 제안하였

다. 이 오차수렴지표는 주파수응답 해석 및 다른 고

유치 해석 방법의 수렴조건 등을 참고하였다.(15) Fig. 

6에서 설계에 필요한 최대 관심주파수를 fk라고 가정

하면, 그 때 해당되는 고유진동모드는 초기 k번째이

다. 축소모델의 차수를 n이라고 하면, 일반적으로 

n≥k이어야 축소모델로부터 필요한 개수인 k개의 고

유진동수를 계산할 수 있으며 이 때, 오차수렴지표

(en(k)) 및 최소 차수(nmin)는 다음 식으로 정의한다.  

 

 kn)k(e
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)1n(
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)n(
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+

+

f

ff
       (23) 

 

}valuesmall a:)k(enmin{n nmin εε≤=  (24) 

 
Fig. 6 The highest natural frequency fk of interest and its 

corresponding mode number k 
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(c) 

Fig. 7 Comparison between the true errors and the error 

convergence indicators for several natural 

frequencies: (a) k=10, f10=451.8 hz; (b) k=20, 

f20=940.0 hz; (c) k=30, f30=1358.5 hz 
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여기서, fk
(n)는 n차 축소모델로 계산된 k번째 고유

진동수를 나타낸다. 따라서, 오차수렴지표는 n차 

축소모델로 계산한 k번째 고유진동수와 n+1차 축

소모델로 계산한 k번째 고유진동수의 상대오차를 

의미한다. 이때, 수치적으로 fk
(n)가 유효숫자 2s개

까지의 정확도를 갖기기 위해서는 매우 작은 값 ε

는 적어도 10−2s보다 작거나 같아야 함이 알려져 

있다. 

Fig. 7에 각각 k=10, 20, 30에 해당되는 고유진동

수에 대하여 진오차(ture error)와 오차수렴지표를 

비교하였다. 각 경우에 해당되는 고유진동모드는 

Fig. 8에 나타내었다. 축소모델의 차수는 n=1~100

에 대하여 고려하였다. 이 때, k번째 고유진동수에 

대한 진오차(En(k))는 다음 식으로 계산되었다. 

 
k

k
)n(

k

n )k(E
f

ff −
=   (25) 

여기서, fk는 초기 ANSYS 모델(FOM)로 계산된 k

번째 고유진동수를 나타낸다. 본 예제에서 고려한 

k의 경우, 축소모델의 차수가 대략 n≈2k 부근부터 

두 오차값이 모두 급격히 줄어들었으며, 진오차 

log10(En(k))는 −10~−12 부근에 수렴하였다. 진오차

가 이 값에 수렴하는 이유는 진오차 계산에 사용

된 FOM의 고유진동수 결과가 12자리의 유효숫자

를 가지기 때문으로 더 높은 정확도를 얻기 위해

서는 더 많은 자리의 유효숫자를 이용해야 한다. 

오차수렴지표 log10(en(k))는 −15~−16 부근에 수렴

하는데, 오차수렴지표 계산에 사용된 Matlab의 고

유진동수 결과는 15~16자리의 유효숫자를 이용하

였기 때문이다. 오차수렴지표 계산에 사용된 수치

가 더 많은 유효숫자를 가지고 있기 때문에 좀더 

작은 값에 수렴하였을 뿐 많은 k에 대하여 수치적

으로 

 )k(e)k(E nn ≈   (26) 

이 성립함을 알 수 있다. 따라서, 식 (26)를 이용
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Fig. 8 Mode shapes considered in Fig. 7: (a) 10th mode; 

(b) 20th mode; (c) 30th mode 

0 5 10 15 20 25 30
0

300

600

900

1200

1500

Ω=200 rad/s

FOM (N=248,712)

ROM (n=30)

ROM (n=40)

ROM (n=50)

ROM (n=60)

F
re
q
u
en
cy
 [
h
z]

Mode number

 

 

 
Fig. 9 Comparison of natural frequencies between FOM 

and ROM (Ω=200 rad/s) 
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Fig. 10 Relative errors between FOM and ROM according 

to the reduced order 
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하면 관심있는 고유진동모드 k에 대하여 요구되는 

2s개 유효숫자까지의 정확도를 지닌 축소모델의 

차수 n을 사용자의 추가적인 노력 없이 자동적으

로 결정할 수 있다. 즉, 진오차를 직접 계산하지 

않고 오차수렴지표를 사용하여 대략 지정한 유효

숫자의 정확도를 지닌 가장 경제적인 축소모델의 

차수 nmin를 자동적으로 구할 수 있다. 

휠이 회전하는 경우, 원심력으로 인한 프리스트

레스(prestress)가 발생하여 고유진동수와 고유진동

모드에 변화가 발생한다. Fig. 9에는 휠의 회전

(Ω=200 rad/s)에 의해 발생하는 프리스트레스 하에

서 고유진동해석을 수행한 FOM과 ROM을 사용하

여 계산한 고유진동수 결과를 비교하였다. 프리스

트레스가 존재하는 경우에도 축소모델의 결과는 

정지상태의 결과와 유사한 정확도를 보였다(Fig. 

10 참고). 이전과 동일하게 축소모델의 자유도를 

30에서 60까지 10씩 증가시키며 결과를 비교하였

는데, 축소모델의 자유도가 n=30인 경우에 15번째 

고유진동수까지 상대오차 0.01 %이내로 정확히 예

측할 수 있으며, n=40인 경우는 20번째 고유진동

수까지 상대오차 0.01 %이내로 정확히 예측할 수 

있었다. 축소모델의 자유도가 n=50인 경우, 29번째 

고유진동수에서 0.01 %의 상대오차가 발생하였으

며, n=60인 축소모델은 초기 유한요소모델의 30번

째 고유진동수까지 결과와 일치하였다. 이를 통하

여 프리스트레스 고유진동해석에도 축소모델링기

법을 통하여 정확하고 효율적인 고유진동수를 계

산할 수 있음을 확인할 수 있었다. 

3.2 컴프레서 임펠러 

Fig. 11은 컴프레서 임펠러의 CAD 및 ANSYS 유

한요소모델을 나타내며, 유한요소모델은 28,485개

의 10 절점 사면체요소(SOLID92)로 구성되었고, 

유한요소모델의 총 절점수는 54,037개이다. 축

(shaft) 밑 부분의 모든 절점은 경계조건으로 구속

되었다. 임펠러의 재료는 철(steel)로서 물성치는 

탄성계수 193 GPa, 푸아송비 0.29, 밀도 8030 kg/m3

로 설정하였다. 

초기 유한요소모델(FOM; N=161,190)과 축소모델

(ROM; n=60~120)로 계산한 첫 50개의 고유진동수

를 비교하여 Fig. 12에 함께 도시하였다. FOM에서

는 block Lanczos법(8)을 이용하여 고유진동수를 계

산하였다. 첫번째 고유진동모드는 축의 굽힘모드

이고, 첫 비틀림모드는 3번째 모드로 2113 hz의 고

유진동수를 가진다. 첫 50개의 고유진동모드를 고

려하였으며 이때, 고유진동수는 f50=17.2 khz이다. 

축소모델의 자유도가 n=100인 경우, 50번째 고유

진동수까지 약 0.07 % 오차 이내로 정확히 예측할 

수 있었으며, 축소모델의 자유도가 n=120인 경우

 
(a) 

 
(b) 

Fig. 11 (a) CAD geometry model and (b) ANSYS finite 

element mesh of the compressor impeller model 
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Fig. 12 Comparison of natural frequencies between FOM

and ROM (Ω=0 rad/s) 
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Fig. 13 Relative errors between FOM and ROM according to 

the reduced order 
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는 초기 유한요소모델의 50번째 고유진동수까지 

결과가 일치하였다. 축소모델의 자유도를 점점 높

임으로써 좀더 고차 고유진동수까지 정확하게 일

치하는데, 이것은 테일러 급수 전개점(현재 축소

모델의 경우, s0=0 rad/s)에서부터 관심주파수 영역

이 멀어지면 축소모델과 초기 유한요소모델 사이

의 오차가 커지지만 축소모델의 자유도를 높이면 

더 높은 고유진동수 영역까지 응답이 일치하는 모

멘트 일치법의 특징을 잘 나타내고 있다. 또한, 해

석 및 설계시 관심있는 고유진동수의 차수(k)보다 

축소모델의 자유도(n)를 크게 선정해야 하는데, 이 

문제에서도 n≈2k이면 충분한 정확도를 기대할 수 

있었다(Fig. 13 참고). 

Fig. 14에 각각 k=10, 30, 50에 해당되는 고유진동

수에 대하여 진오차와 오차수렴지표를 비교하였다. 

각 경우에 해당되는 고유진동모드는 Fig. 15에 나

타내었다. 축소모델의 차수는 n=1~200에 대하여 

고려하였다. 고려한 k의 경우, 축소모델의 차수가 

대략 n≈2k 부근에서부터 두 오차값이 모두 급격

히 줄어들었으며, 진오차 log10(En(k))는 −12~−13 

부근에 수렴하였다. 진오차가 이 값에 수렴하는 

이유는 진오차 계산에 사용된 FOM의 고유진동수 

결과가 12자리의 유효숫자를 가지기 때문으로 더 

높은 정확도를 얻기 위해서는 더 많은 자리의 유

효숫자를 계산에 이용해야 한다. 반면에 오차수렴

지표 log10(en(k))는 −14~−16 부근에 수렴하는데, 오

차수렴지표 계산에 사용된 고유진동수 결과는 

15~16자리의 유효숫자를 가지고 있기 때문이다. 

휠 문제의 경우와 같이 오차수렴지표 계산에 사용

된 수치가 더 많은 유효숫자를 가지고 있기 때문
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(c) 

Fig. 14 Comparison between the true errors and the 

error convergence indicators for several natural 

frequencies: (a) k=10, f10=7.33 khz; (b) k=30, 

f30=12.8 khz; (c) k=50, f50=17.2 khz 

 
(a) 

 
(b) 

 
(c) 

Fig. 15 Mode shapes considered in Fig. 14: (a) 10th mode; 

(b) 30th mode; (c) 50th mode 
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에 좀더 작은 값에 수렴하였을 뿐 많은 k의 경우

에 대하여 수치적으로 식 (26)의 관계가 여기에서

도 성립함을 알 수 있다. 

컴프레서 임펠러가 고속으로 회전하는 경우, 원

심력으로 인한 프리스트레스(prestress)가 발생하여 

고유진동수와 고유진동모드에 변화가 발생할 수 

있다. Fig. 16에는 임펠러의 회전(Ω=1,000 rad/s)에 

의한 프리스트레스 하에서 고유진동해석을 수행한 

FOM과 ROM을 사용하여 계산한 고유진동수 결과

를 비교하였다. 프리스트레스가 존재하는 경우에

도 축소모델의 결과는 정지상태의 결과와 유사한 

정확도를 보였다(Fig. 17 참고). 

축소모델의 자유도를 80에서 120까지 20씩 증가

시키며 결과를 비교하였는데, 축소모델의 자유도

가 n=80인 경우에 41번째 고유진동수까지 상대오

차 0.001 %이내로 정확히 예측할 수 있으며, n=100

인 경우는 46번째 고유진동수까지 상대오차 

0.001 %이내로 정확히 예측할 수 있었다. 축소모

델의 자유도가 n=120인 경우는 초기 유한요소모

델의 50번째 고유진동수까지 결과와 일치하였다. 

컴프레서 임펠러의 경우에 회전축에 가까운 쪽

으로 질량이 모여 있으므로 회전(Ω=1,000 rad/s)에 

따른 원심력에 의한 고유진동수의 변화량은 대략 

3 hz 미만으로 그 영향은 미약하였다. 반면에 휠의 

경우, 회전축에 가까운 쪽보다는 휠의 둘레에 질

량이 모여 있으므로 회전(Ω=200 rad/s)에 따른 원

심력에 의한 고유진동수의 증가량은 컴프레서 임

펠러의 경우보다 큼을 알 수 있다. 

3.3 계산시간 비교 

각 방법에 따라서 고유진동해석에 소요되는 계
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Fig. 16 Comparison of natural frequencies between FOM 

and ROM (Ω=1,000 rad/s) 
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Fig. 17 Relative errors between FOM and ROM according 

to the reduced order 

Table 1 Comparison of computation times in seconds  

(a) Wheel problem 

Computation time (sec) Full ANSYS model (N=248,712) Reduced model (n=100) 

Meshing in ANSYS 20 20 

Simulation in ANSYS 771 - 

Processing of the FULL files* - 66 

Arnoldi process - 136 

Eigenvalue Simulation in Matlab - 1 

Total time 791 223 

 

(b) Compressor impeller problem 

Computation time (sec) Full ANSYS model (N=161,190) Reduced model (n=100) 

Meshing in ANSYS 12 12 

Simulation in ANSYS 456 - 

Processing of the FULL files* - 55 

Arnoldi process - 114 

Eigenvalue Simulation in Matlab - 1 

Total time 468 182 

 * The full-size harmonic simulations are done in ANSYS. 



모델차수축소법을 이용한 프리스트레스 구조물의 효율적인 고유진동해석 

   

 

1221 

산시간을 비교하였다. FOM에 대한 고유진동해석

은 ANSYS의 block Lanczos법을 이용하여 수행되

었다. 축소모델을 이용하여 고유진동해석을 수행

하기 위해서는 다음 단계에 따른 계산시간이 소요

된다. 

1) 초기 유한요소모델의 시스템행렬 정보를 포

함한 ANSYS의 FULL 파일을 생성하기 위하여 서

로 다른 가진주파수에 대한 주파수응답 해석을 수

행하는 시간 

2) 두 개의 FULL 파일을 읽고 처리하는 시간 

3) 아놀디 과정을 통하여 변환행렬 V의 열벡터

를 구하는 시간 

4) Matlab에서 축소모델을 이용하여 고유진동해

석을 수행하는 시간 

해석에는 HP workstation xw8200으로 3.80 GHz Intel 

Xeon® CPU 2개에 4 GB RAM을 장착한 32-bit 

Windows XP 기반의 시스템이 이용되었다. 

휠 문제의 축소모델을 생성하고 이를 이용하여 

고유진동해석을 수행한 경우, 대략 223 s가 소요되

었고, 컴프레서 임펠러 문제의 경우에는 대략 182 

s가 소요되었는데 이것은 초기 유한요소모델을 이

용하여 ANSYS에서 수행한 계산시간의 30~ 40 %

에 해당하였다. 따라서, 여러 가지 회전속도에 대

한 고유진동수 변화를 파악해야 하는 프리스트레

스 고유진동해석에 이 방법을 사용한다면, 계산시

간 측면에서 더욱 효과적일 것이다. 

4. 결 론 

본 논문에서는 주파수응답 해석에 주로 사용되

는 모멘트 일치법과 크리로프 부공간에 근거한 모

델차수축소법을 이용하면 구조물의 고유진동해석, 

나아가 회전으로 인한 프리스트레스 고유진동해석 

문제를 정확하면서도 매우 효율적으로 계산할 수 

있음을 보였다. 본 논문을 통하여 다음과 같은 결

론을 도출하였다. 

(1) 시스템의 주파수응답 해석에 주로 사용되는 

모멘트 일치법과 크리로프 부공간에 근거한 기존

의 모델차수축소법에서 변환행렬 V의 생성시, 하

중벡터 f를 식 (17)에서 제안한 열벡터를 이용함으

로써 하중분배벡터의 영향을 제거하여 대형 고유

치 문제에 정확한 축소모델을 생성할 수 있음을 

확인하였다. 

(2) 제안한 축소모델링기법을 구조물의 회전에 

의해 발생하는 프리스트레스 하에서의 고유진동해

석을 수행하는 경우에 적용하여 대형 유한요소모

델의 프리스트레스 고유진동해석을 효과적으로 수

행할 수 있었다. 

(3) 248,712개의 자유도를 가지는 자동차 휠의 유

한요소모델에서 계산한 초기 30개의 고유진동수를 

축소모델의 결과와 비교하였을 때, 축소모델의 자

유도가 n=50인 경우는 29번째 고유진동수에서 

0.01 %의 상대오차가 발생하였으며, n=60인 축소모

델은 초기 유한요소모델의 30번째 고유진동수까지 

결과와 일치하였다. 

(4) 161,190개의 자유도를 가지는 컴프레서 임펠

러의 유한요소모델에서 계산한 초기 50개의 고유

진동수를 축소모델의 결과와 비교하였을 때, 축소

모델의 자유도가 n=100인 경우는 50번째 고유진

동수까지 약 0.07 % 오차 이내로 정확히 예측할 

수 있었으며, 축소모델의 자유도가 n=120인 경우

는 초기 유한요소모델의 50번째 고유진동수까지 

결과가 일치하였다. 

(5) 문제에 따라서 차이는 발생하지만 대략 축소

모델의 차수가 n≈2k인 축소모델로 충분히 정확한 

고유진동수를 도출할 수 있었다. 

(6) 제안한 오차수렴지표를 이용하면, 원하는 k

번째 고유진동모드까지 요구되는 유효숫자의 정확

도를 지닌 축소모델의 차수 n을 사용자의 추가적

인 입력 없이 자동적으로 결정할 수 있었다. 
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