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요  약

본 논문에서는 일반적인 분산 매질의전자기 과도응답을 해석하기위하여 헬름홀츠 방정식에 근거한 MOD- 

FDM(Marching-on-in-Degree Finite Difference Method) 기법을 제안한다. 라게르 함수의 특성을 이용하여 시간에

대한 미분항과 상승 적분(convolution integral)의 근사를 해석적으로 처리하였다. 본 기법의 기본적인 독창성은

전장과 전속 밀도, 유전율 등을 모두 라게르 함수로 전개한 다음, 갤러킨 시험 과정을 적용하여 시간 변수를

완전히 제거하였을 뿐만 아니라, 기존의 FDTD(Finite Difference Time-Domain) 방법과 달리 최종 계산식에 공간

적인 유한 차분만을 적용하는데 있다. 일반적인 분산 매질의 해석에 적용 가능함을 보이기 위하여 대표적인 드

바이, 드루드 및 로렌츠 분산 매질에 대한 전자기 과도 응답을 수치예로 보인다. 

Abstract

In this paper, we present a marching-on-in-degree(MOD) finite difference method(FDM) based on the Helmholtz 

wave equation for analyzing transient electromagnetic responses in a general dispersive media. The two issues related 

to the finite difference approximation of the time derivatives and the time consuming convolution operations are handled 

analytically using the properties of the Laguerre functions. The basic idea here is that we fit the transient nature of 

the fields, the flux densities, the permittivity with a finite sum of orthogonal Laguerre functions. Through this novel 

approach, not only the time variable can be decoupled analytically from the temporal variations but also the final com-

putational form of the equations is transformed from finite difference time-domain(FDTD) to a finite difference formu-

lation through a Galerkin testing. Representative numerical examples are presented for transient wave propagation in 

general Debye, Drude, and Lorentz dispersive medium.

Key words : Dispersive Medium, Laguerre Function, MOD, FDTD, Debye, Drude, Plasma, Lorentz Medium

Ⅰ. 서  론      

자연계에 존재하는 대부분의 매질은 주파수에 따

라 그 전자기적 특성이 변화하는 분산 특성을 가진

다. 물, 얼음, 플라즈마, 토양 등이 대표적인 분산 매

질이며, 유전율과 투자율은 주파수에 의존한다. 시

간 영역의 전자장 수치 해석 분야에서 FDTD 방법은

널리 사용되는 기법이다. 매질 상수와 전자장의 관

계는 시간 영역의 상승 적분으로 표현되는데, FDTD 

방법을 사용하여 분산 매질의 전파 특성을 해석하는

경우, 임의의 유전율과 투자율을 처리하기에는 매우

많은 계산 시간을 필요로 한다. 이 계산을 단순화시
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키기 위해서 크게 세 가지 분산 매질 모델이 개발되

었다. 즉, 드바이, 드루드, 그리고 로렌츠 모델이다
[1]～[4].

지금까지 분산 매질 모델을 해석하기 위해서 다

양한 FDTD 방법이 개발되었다. 대표적인 방법이 RC 

(Recrusive Convolution), PLRC(Piecewise Linear Recru-

sive Convolution), ADE(Auxiliary Differential Equation), 

Z 변환, TRC(Trapezoidal Recrusive Convolution) 기법

등이다
[1]～[5]. 분산 매질의 전파 해석에서 기본적으로

두 가지 방법이 가장 많이 사용된다. 즉, RC 또는 조

금 더 정확한 PLRC 기법, 그리고 ADE 기법이다. 분

산 매질을 해석하는 기존의 FDTD 방법은 시간 미분

항을 유한 차분으로 근사시키고, 또한 시간 상승 적

분을 유한한 항의 합으로 근사화하기 때문에 오차

가 누적되는 단점이 있다.

본 논문에서는 분산 매질에 더욱 효과적이고 정

확한 FDTD 방법을 적용하기 위하여, 라게르 함수를

이용하여 헬름홀츠 파동 방정식에 근거한 MOD- 

FDM을 제안한다. 용어 MOD는 라게르 함수의 차수

를 증가시키면서 계산하는 의미이며, FDM은 공간

변수에 대한 미분항을 유한 차분으로 근사시키는 의

미이다. MOD 기법은 분산 특성을 갖지 않는 매질에

대하여 FDTD 방법 및 표면 적분 방정식, 그리고 유

한요소법에 이미 성공적으로 적용된 바가 있다
[6]～[9]. 

제안되는 이 MOD 기법의 핵심은 모든 시간 함수들

에 대하여 라게르 함수를 기저 함수로 이용하여 전

개하는 것이다. 또한 이 라게르 함수를 시험 함수로

사용하여 갤러킨 시험 내적을 적용하면 헬름홀츠 미

분방정식의 시간 미분항을 유한차분의 근사없이 해

석적으로 처리할 수 있다. 그리고 라게르 함수의 특

성을 이용하여 시간 영역의 상승 적분을 완전히 해

석적으로 처리할 수 있다. 다음 장에서 헬름홀츠 파

동 방정식에 대한 MOD 공식화 과정을 보인 다음, 

대표적인 분산 모델인 드바이, 드루드, 로렌츠 매질

에 대하여 평면파 입사시 과도 응답의 수치 결과를

보이고자 한다.

Ⅱ. 헬름홀츠 파동 방정식과 MOD 공식화

유전율 이 분산 특성을 가지고, 투자율 가 비분

산성인 매질이라고 가정한다면, 시간 영역의 맥스웰

방정식으로부터 벡터 헬름홀츠 파동 방정식을 얻으

면 다음과 같다.
 

∇   
   

  
  

∇×  
(1)

 

여기서 와 는 각각 전장과 전속 밀도이며, 와

은 전기 및 자기 전류 밀도이다. 전속 밀도는 유

전율과 전장의 상승 적분 형태로 다음과 같이 표현

된다.  
 

   




    
(2)

 

유전율은 주파수에 따라 그 값이 다르며, 일반적

인 분산 매질에서는 임의 형태이다.

MOD 기법에서 사용되는 시간 영역 기저 함수로

서 라게르 함수는 다음과 같다
[10].

 

  
 (3)

 

여기서 는 시간 확장 파라미터이며
[11], 는 차수

가 인 라게르 다항식이다
[12],[13]. 또한 이 기저 함수

는 다음과 같은 직교성을 가진다.
 




∞

  
(4)

 

여기서 는   인 경우만 1이며, 그 외에는 0이

다. 이 라게르 함수는 다음과 같이 라플라스 변환 특

성을 가진다.
 




∞

   
 



 
 

(5)
 

또한, 다음과 같은 공식을 이용하면 시간 영역의

상승 적분을 해석적으로 계산할 수 있다.
 








    (6)
 

식 (3)의 라게르 함수를 기저 함수로 이용하면 임

의 시간 ≥0에서 정의되고, 연속인 함수 를

다음과 같이 전개할 수 있다.
 

   


∞

 
(7)
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여기서  는 시간 영역 기저 함수의 계수로서 다음

과 같이 주어진다.
 

 


∞

  
(8)

 

또한, 함수  의 1차 및 2차 미분형은 각각

다음과 같다
[8].

 




 

  


∞

  


 (9)
  




  



∞ 






 

           








  

(10)
 

먼저 식 (2)의 시간함수들에 대하여 라게르 함수

로 전개하기로 한다. 편의상 와 를 벡터 와 

의 한 성분으로 가정하자. 식 (2)의 각 변수에 대하여

식 (7)의 표현을 적용하면 식 (2)는 다음과 같다.
 




∞

 

   





  

∞

 

     ×


∞

  
(11)

 

여기서  와  , 그리고 은 각각 와 , 을 라

게르 함수로 전개하였을 때의 계수이다. 그러나  

와  는 미지의 계수이며, 은 유전율의 값을 알고

있다면 식 (8)과 같은 형태로 계산될 수 있다. 식 (11)

에서 합의 기호와 적분 순서를 바꾼 다음, 식 (6)의

공식을 사용한다면, 그 결과는
 




∞

  



  

∞

 
  

∞



                ×    (12)
 

와 같다. 계수  를 과  로 나타내기 위하여, 식

(12)를 로 갤러킨 시험 내적을 수행하면, 계수

 를 다음과 같이 얻을 수 있다.
 

  
  

        




 



 

(13)
 

이제부터는 헬름홀츠 파동 방정식에 MOD 기법

을 적용하고자 한다. 문제를 간단히 하기 위하여, 전

장은  성분을 가지고,  방향으로 진행하는 평면파

가 입사되는 1차원 문제를 다루기로 하자. 그렇다면

식 (1)의 파동 방정식을 다음과 같이 쓸 수 있다.
 


  


  

   

 


 

(14)
 

전장 및 전속 밀도, 유전율, 전류 밀도 등을 식 (7) 

～(10)을 이용하여 전개한 다음, 식 (14)에 대입하면,
 

 

  



∞

 
 



   ×


∞ 




 






 







 


∞ 


















   


 


∞

 
                  (15)

 

을 얻을 수 있다. 시간 변수 를 제거하기 위하여 식

(15)를 로 갤러킨 시험 내적을 수행하면, 그 결

과는 다음과 같다.
 

 

 
 

  ×   


 


  






 


(16)
 

식 (13)을 식 (16)에 대입하고, 공간 변수 에 대

한 미분항을 유한차분으로 근사하면  


 

∆




  ∆

















  

 

   
  

  


    

    


  











∆


 

 




  (17)
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와 같이 최종식을 얻을 수 있다. 식 (17)에서 좌변은

미지의 전장 계수이며, 우변은 계산이 가능한 항들

로 구성되어 있다. 경계조건과 함께 식 (17)로부터

연립방정식을 구성할 수 있으며, 라게르 함수의 차

수를 유한한 개수인 까지 증가시키면서 이 연립

방정식을 풀면 전장에 대한 계수를 얻을 수 있다
[6].

Ⅲ. 수치 결과 

제안된 MOD 기법의 타당성을 보이기 위하여 전

형적인 세 형태의 분산 매질인 드바이, 드루드, 로렌

츠 유전체층에 대하여 평면파의 입사시 과도 응답을

보이고자 한다. 시간 함수인 분산 매질의 유전율은
 

  ∞  (18)
 

과 같은 형태로 표현되며, 는 자유 공간의 유전율, 

∞는 주파수가 무한대일 때의 상대유전율, 는 전

기 감수율이다. 대표적인 세 가지 분산 매질의 감수

율과 파라미터들을 표 1에 정리하였다[1]. 표 1의 감

수율을 식 (18)에 대입하고, 라게르 함수의 특성인

식 (5)를 이용하면, 유전율의 계수 을 계산할 수

있다. 수치 계산에서 사용되는 입사파 전장은 다음

과 같이 정의되는 가우스 펄스이다
[7].

 

  






, 

 

    

(19)
 

여기서 는 lm(light meter)로 주어지는 펄스 폭이며, 

는 자유 공간의 전파 속도, 는 펄스 최대치의 시

간, 는 평면파 전원이 인가되는 위치이며, 

∆ 50으로 두었다. 입사 전장의 크기는  

 4이며, 미분형 가우스 펄스의 경우  


  (32c)이다. 그리고   1.5이다. 전장

이  성분이고  축 방향으로 진행하는 평면파가

입사할 때, 전류 밀도 표현은 참고문헌 [7]에 나타나

있다. 제안되는 MOD-FDM 기법에 의한 과도 응답을

기존의 PLRC 방법에 의한 결과와 비교한다
[5]. 기존

의 PLRC-FDTD 방법을 이용한 계산에서 시간 간격

은 ∆ ∆2으로 두었다. 

첫 예는 드바이 매질 층이다. 계산에 사용된 표 1

의 드바이 매질 파라미터는 각각 1, ∞ 1.8, 

표 1. 세 종류의 분산 매질 감수율

Table 1. Susceptibility for the three different material 

dispersions. 

Material 

model
Electric susceptibility

Debye








∞



 relative permittivity at the static state 

 electric pole relaxation time

number of poles

unit step function

Drude

(plasma)











  

 Drude pole frequency

     (plasma frequency) 

 inverse of the pole relaxation time

      (collision frequency). 

Lorentz







 sin

 ,  



 ,

 

∞


, 




 

 frequency of the conjugate pole pair

 damping coefficient

 gain constant

 81,  9.4×10—12이다[2]. 해석 공간의 전체 셀

은 1,000개이며, ∆ 37.5 m이다. 유전체 층의 셀

영역은 500∼699이다. 그리고 펄스 폭은  40 

ps, 라게르 다항식의 개수는 350 및  1.7×1011

으로 두고 계산을 수행하였다. 그림 1은 드바이 층

에 가우스 펄스의 평면파가 입사될 때 계산된 전장

을 FDTD 방법의 시간 단계인 1,450에서   축을

따라 보이고 있다. 그림 2는 공기와 유전체 경계면

인 499∆ 위치에서 전장의 과도해를 보이고 있

다. 기존의 PLRC-FDTD 방법에 의한 결과와 제안된

MOD-FDM에 의한 해는 서로 잘 일치하고 있음을

볼 수 있다. 

다음 예는 드루드 매질인 플라즈마 층에 평면파

가 입사하는 경우이다. 계산에 사용된 표 1의 플라

즈마 파라미터는 각각 1, ∞ 1, 2 28.7 

GHz,   2×1010이다[3]. 해석 공간의 전체 셀은 800
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그림 1. 드바이 매질 층에 가우스 펄스 평면파 입사

시 1,450∆에서 축을 따른 전장 분포

Fig. 1. Electric field along the  position for a plane 

wave with Gaussian pulse incident on the De-

bye material slab at 1,450∆.

 

그림 2. 드바이 매질 층에 가우스 펄스 평면파 입사

시 499∆의 과도 전장

Fig. 2. Transient electric field versus time for a plane 

wave incident with Gaussian pulse on the De-

bye material slab at 499∆.

 

개이며, ∆ 75 m이다. 유전체 층의 셀 영역은

301∼500이다. 그리고 펄스 폭은 25 ps, 라게

르 다항식의 개수는 250 및  7×10
11
으로 두고

계산을 수행하였다. 그림 3은 플라즈마 층에 미분형

가우스 펄스의 평면파가 입사될 때 계산된 전장을

FDTD 방법의 시간 단계인 1,100에서 축을 따

라 보이고 있다. 그림 4는 공기와 유전체 경계면인

 300∆ 위치에서 전장의 과도해를 보이고 있다. 

그림 3. 드루드 매질 층에 미분형 가우스 펄스의 평

면파 입사시 1,100∆에서 축을 따른 전

장 분포

Fig. 3. Electric field along the  position for a plane 

wave with the derivative of Gaussian pulse in-

cident on the Drude material slab at 1,100

∆.

 

그림 4. 드루드 매질 층에 미분형 가우스 펄스 평면

파 입사시  300∆의 과도 전장

Fig. 4. Transient electric field versus time for a plane 

wave incident with Gaussian pulse on the Dru-

de material slab at 300∆.
 

기존의 PLRC-FDTD 방법에 의한 결과와 제안된 방

법인 MOD-FDM에 의한 해는 잘 일치하고 있음을

볼 수 있다. 

마지막 예는 로렌츠 매질 층이다. 계산에 사용된

표 1의 로렌츠 매질 파라미터는 각각 1, ∞ 

1.5,  3, 2 20 GHz,  0.1,  1이다
[5]. 해석공간의전체셀은 400 개이며, ∆ 250 m
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그림 5. 로렌츠 매질 층에 가우스 펄스의 평면파 입

사시  800∆에서 축을 따른 전장 분포

Fig. 5. Electric field along the  position for a plane 

wave with Gaussian pulse incident on the Lo-

rentz material slab at  800∆.
 

그림 6. 로렌츠 매질 층에 가우스 펄스 평면파 입사

시 200∆의 과도 전장

Fig. 6. Transient electric field versus time for a plane 

wave incident with Gaussian pulse on the Lo-

rentz material slab at  200∆.
 

이다. 유전체 층의 셀 영역은 161∼240이다. 그리고

펄스 폭은 33 ps, 라게르 다항식의 개수는

250 및  3.5×1011
으로 두고 계산을 수행하였

다. 그림 5는 로렌츠 층에 가우스 펄스의 평면파가

입사될 때, 계산된 전장을 FDTD 방법의 시간 단계

인 800에서 축을 따라 보이고 있다. 그림 6은

 200∆ 위치에서 전장의 과도해를 보이고 있다. 

제안된 MOD-FDM에 의한 전장의 해는 기존의 PL-

RC-FDTD 방법에 의한 결과와 공간 및 시간 영역에

서 전부다 잘 일치하고 있음을 볼 수 있다.

Ⅳ. 결  론 

일반적인 분산 매질의 전자기 과도 응답을 해석

하기 위하여 시간 영역 헬름홀츠 방정식에 근거하여

MOD 기법을 공식화하였다. 라게르 함수를 시간 영

역의 기저 함수로 사용하여 모든 시간 의존 함수들

을 전개하였으며, 라게르 함수의 특성을 이용하여

시간에 대한 미분을 해석적으로 표현하였다. 또한

라게르 함수로 갤러킨 시험 내적을 수행하여 시간

변수를 제거하였으며, 라게르 함수의 라플라스 변환

특성을 이용하여 시간 영역의 상승 적분을 해석적으

로 처리하였다. 제안된 방법의 타당성을 보이기 위

하여 분산 매질의 대표적인 세 모델인 드바이, 드루

드, 로렌츠 유전체 층의 구조에 평면파가 입사할 때

과도 응답을 계산하였으며, 제안된 MOD-FDM 기법

으로 계산된 결과는 기존의 PLRC-FDTD 방법에 의

한 결과와 시간 영역 및 공간 영역에서 잘 일치하였

다. 본 논문의 제안 방법은 주파수 또는 시간 영역의

유전율 값을 알고 있는 경우, 어떤 형태의 매질에도

적용이 가능한 장점이 있다.
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1977년: 서강대학교 전자공학과 (공

학사)

1979년: 한국과학기술원 (공학석사)

1993년: 한국과학기술원 (공학박사)

1979년～현재: 경북대학교 전자공학

부 교수

[주 관심분야] 컴퓨터 응용 제어 및

전력전자, 제어계측

정 백 호

1985년 2월: 경북대학교 전자공학

과 (공학사) 

1989년 2월: 경북대학교 전자공학

과 (공학석사) 

1997년 8월: 경북대학교 전자공학

과 (공학박사) 

1989년 2월～1994년 3월: 국방과학

연구소 연구원

1997년 9월～현재: 호서대학교 정보통신공학과 교수

2001년 1월～2002년 2월: 미국 Syracuse 대학교 연구교수

[주 관심분야] 전자파 수치 해석, MoM, FDTD


