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요  약

본 논문은 maximum likelihood(ML) 기반의 모노 펄스 monopulse ratio(MR) 커브에 대한 수학식 유도 과정을

보인다. 이를 위해 선형 배열 안테나를 가정하고 얻어진 수학식이 배열 소자의 수, 배열 간격의 함수가 됨을

보인다. 시뮬레이션을 통해서 얻어진 수학식이 MR 커브와 동일함을 보이고, 얻어진 복잡한 수학식을 하나의

tangent 함수로 근사화할 수 있음을 보인다.

Abstract

This paper presents the mathematical derivation of a maximum likelihood(ML)-based monopulse ratio(MR) curve. 

The derived form is, with the linear array assumed, shown to be the function of the number of array elements and 

the elements' spacing. Through some simulations, the acquired form is equivalent to the expected MR curve. Further-

more, we show the form, which consists of several terms, can be simplified by one tangent function.
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Ⅰ. 서  론      

신호의 입사각을 추정하는 문제는 오래 전부터

레이더나 통신 시스템에서 중요한 문제로 인식되어

군사적, 상업적으로 많이 연구되고 있다. 신호의 입

사각 추정 기법으로는 빔 절환 방식(sequential), 원추

형 주사 방식(conical scan), 모노 펄스(monopulse) 방

식 등이 있다. 모노 펄스 방식은 빔 절환 방식과 원

추형 주사 방식과 같이 안테나의 기계적인 동작이나

구조적인 형태로 빔 패턴을 형성하여 각도 오차를

추정하는 방식이 아니기 때문에, 좀 더 높은 안정성

과 측정의 정확성을 달성할 수 있어서 최근에 가장

각광을 받고 있는 각도 추정 방식이다[1].   

신호의 입사각 추정은 실제 표적의 위치와 안테

나의 조향각 사이의 오차를 찾는 것으로, 일반적으

로 ML 기법을 사용한다. ML(Maximum Likelihood) 

기반의 모노 펄스의 경우, 목표물로부터 송신된 신

호의 확률밀도 함수를 최대로 만드는 방향 추정 값

을 목표물의 방향으로 추정하는 방식으로 기존의 입

사각 추정 방식에 비해 높은 정확도를 산출한다
[2],[3]. 

모노 펄스 기술의 성능은 합 빔(sum beam) 및 차

빔(difference beam) 패턴으로 계산되는 MR(Monopu-

lse Ratio) 커브에 의해 결정되는데, 일반적으로 차

빔의 가중치 벡터는 합 빔의 가중치 벡터에서 절반

은 음수값으로 계산한다
[5],[6]. 그에 비해 Nickel이 제

안한 모노 펄스 방식은 합 빔에 곱해지는 가중치 벡

터의 미분 값을 이용하여 차 빔 패턴을 형성하기 때

문에 전자의 경우보다 훨씬 정확하게 방향 추정을
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할 수 있다[3]. 그러나 Nickel의 모노 펄스 방정식을

이용하여 추정한 수신 신호 방향은 기본적으로 오차

를 가지고 있다. 안테나의 조향 방향과 실제 수신 신

호와의 차이가 증가하면 추정값에 오차가 발생하여

모노 펄스의 성능이 급격히 감소한다[4]. 이 때, 추정

값과 실제 수신 신호 방향의 차이를 알기 위해서는

MR 커브에 대한 완성된 수식이 필요하지만, 아직까

지는 ML 기반의 모노 펄스 방정식의 완성된 수식은

알려진 바가 없다.   

본 논문에서는 모노 펄스 추적용 배열 안테나에

서 기존의 Nickel이 제시한 모노 펄스 방정식[4]을 수

학적으로 분석하여 합 빔과 차 빔의 비가 배열 소자

의 수와 관련된 다수의 tangent 함수들의 합으로 나

타남을 보이고 모의 실험을 통해 증명하였으며, 이

를 근사화 시킬 수 있는 수식을 제안한다. 본 논문의

개요는 Ⅱ장에서는 기존의 Nickel이 제안한 모노 펄

스 알고리즘에 대해서 살펴보고, Ⅲ장에서는 MR 커

브에 대한 수학적 유도 과정을 보이고 Ⅳ장에서는

모의 실험을 통하여 이를 증명하고, Ⅴ장에서는 결

론을 맺는다.

Ⅱ. ML 기반의 모노 펄스 기법

방향에 위치한 표적에 반사된 레이더 펄스가

선형 배열 안테나에 수신될 때 수신 신호 벡터 는

다음과 같이 표현될 수 있다.

 (1)
 

식 (1)에서 는 신호의 진폭이며, 은 백색 잡음

벡터를 나타내며, 는 아래 식으로 표현되는  방

향에서 입사하는 입력 신호 벡터이다.
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식 (2)에서   1, 2⋯는 배열 소자들의 위

치이고, 은 배열 소자들의 수, 는 방위각이 일

때 ≜sin으로 정의되며 방향 변수를 나타낸다. 

이 AWGN인 경우 에 대한 확률 밀도 함수는 다

음과 같이 나타낼 수 있다.



  


exp



 






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(3)
 

방향 탐지의 목적은 측정된 데이터 로부터 을

추정하는 것으로 ML 기법을 적용시키는 방법은 li-

kelihood 함수  를 최대로 만드는 9 


을 찾는 것이다. 참고문헌 [4]에서 제시한 과정을 통

해서 max 인 은 다음 식에서 정의

된 를 최대로 만든다.

  


(4)
 


은 가중치가 인 디지털

빔 포머의 출력이고, 는 디지털 빔 포머의 출력

전력이므로 를 최대로 만드는  이 표적의

방향이 된다. ln    함수는 asymptotically 증가 함수

이므로 를 최대로 만드는 값은   ln

로 정의된 도 최대로 만들며,  에서

가 최대가 되므로 의 미분 함수 는

0을 만족한다.

  순간에 레이더가   방향을 향하고

있고, 표적은 에 위치해 있는 경우 수신 신호

벡터 으로부터 을 추정하는 경우를 생각하

자. 의  에서의 값은  에서의 함수

값임을 이용해서 Taylor series로 전개한 후 근사화하

면 다음과 같이 나타낼 수 있다. 

≅ (5)
 

이 때 0이므로 식 (5)를 정리하면 다음과

같다.

≅

 
≜

(6)
 

여기서 와 은 각각 다음과 같이 나타

낼 수 있다.
[4]



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




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






(7)
 

 
 
 




 






(8)
 

식 (7)에서 는 의 에 관한 1차 미분
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을 나타내며, 식 (7)의 분모식은 합 빔 패턴을, 분자

식은 차 빔 패턴을 나타내며, 식 (8)의 는 

에 무관한 상수 값을 갖는다.

식 (7)의 합 빔, 차 빔 값 및 안테나 구조가 정해지

면 고정되는 상수값 을 식 (6)에 적용해서

의 추정값 을 계산할 수 있다. 축에  

값, 축에  값을 매핑시켜 그려진 커브가 MR 

커브다(Ⅳ절 그림 1 참조). 일반성을 해치지 않는 범

위에서 를 보통 0으로 가정한다.

Ⅲ. 의 전개

배열 안테나의 중심을  0으로 가정하고, 배열

소자의 간격이  , 배열 소자의 개수가 짝수 개일

때 배열 소자의 좌표 는 다음과 같다.

9⋯

  
      ⋯  

(9)
 

이 때 배열 소자의 좌표는  의 관계

가 있다. 식 (7)에서 는 다음과 같이 표

현할 수 있다.


 



exp







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


(10)
 

같은 방식으로 
를 연산하면 다음과

같이 표현할 수 있다.



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(11)
 

이 때 는 분모와 분자에 모두 포함되어 있기 때

문에 약분된다. 따라서 식 (7)은 다음과 같이 나타낼

수 있다. 
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식 (11)의 분모와 분자에 있는 지수 함수들을 오일

러 공식 ( cossin)을 이용하여 를

cosine과 sine의 식으로 변환하고, MRC 커브에 필요

한 실수 성분만을 남기면 다음과 같이 나타낼 수

있다.
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배열 안테나의 구조가 원점을 중심으로 대칭이기

때문에 전체 합 빔과 차 빔 패턴은 원점을 중심으로

한 쪽에 위치한 소자들의 합 빔과 차 빔 패턴으로 표

현할 수 있으며, 다음과 같이 전개할 수 있다.
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여기서 는 ≜라 정의하고, 식 (14)의 를
로 치환하면 다음과 같다.














 





cos







 




 sin










 (15)

 

식 (9)의  역시 로 치환하면 는 와  




의관계임을알 수있고, 이를 식 (15)에 대

입하면 다음과 같이 나타낼 수 있다.
















 





cos






 




sin










 (16)

 




 


 로 치환하고 2

M
으

로 정의된 에 의해 식 (16)을 다시 쓰면 다음과

같다.



cos⋯cos
sin ⋯ sin

(17)
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여기서 식 (17)의 분모 수식은 다음과 같이 정리할

수 있다.

cos⋯cos       

 cos

   ×cos⋯cos  (18)
 

식 (17)의 분자식의 경우 첫 항 sin과 마지막 항

sin은 각각 다음과 같이 변형시

킬 수 있다.

sin  sin 

     sincos

      cossin  (19)
 

sin

   sin

   sincos

   cossin  (20)
 

식 (19)와 식 (20)을 이용해서 두 항을 합하여 다

음과 같이 정리할 수 있다.
 

sin sin

  sincos

 cossin (21)
 

식 (21)의 과정을 반복하면 식 (17)의 분자식은 다

음과 같이 정리할 수 있다.
 

sin⋯sin

  sincos

   cossin

   ⋯ sincos

   cossin

 sin

  ×cos⋯cos         

  cos

  5×sin⋯sin

(22)
 

식 (18)과 식 (22)에 의해서 식 (17)은 다음과 같이

정리된다.

 

 tan

cos⋯cos
sin⋯sin 

(23)
 

식 (23)에서 중괄호 안의 분수식은 식 (17)의 분수

식과 같은 꼴을 취하고 있다. 따라서 위의 과정을 반

복하면 식 (23)은 다음과 같이 간소화 된다.

   
tan

tan⋯tan

      






tan
             (24)

 

와 를 재 치환하면식 (24)는 다음과 같이 표현

할 수 있다.








tan

 (25)

 

은 개의 tangent 항으로 이루어져 있으

며, 각각의 tangent 항들은 주기가 2배씩 감소하며, 

기울기가 2배씩 증가하는 특징을 보인다.

Ⅳ. 시뮬레이션 

16개의 배열 소자를 갖는 선형 배열 안테나에 대

해 Nickel이 제시한 식 (7)과 식 (8)을 이용해서 그림

1과 같은 MR 커브를 얻었다( 0으로 가정했음).  

본 논문에서 유도된 식 (25)의 타당성을 검증하기 위

해서 식 (25)를 식 (6)에 대입한 후 단순 계산에 의해

MR 커브를 얻었다. 두 커브가 정확하게 일치하였다.  

그림 1. MR 커브와 근사식을 이용한 MR 커브

Fig. 1. MR curve and approximated MR curve.
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그림 2. 각 성분별 MR 커브

Fig. 2. MR curve for each component. 

16개의 배열 소자가 있으므로 는 4개의 tan-

gent 함수의 linear combination 형태를 갖는다.  그림

2는 가 식 (25)에서 k=1, 2, 3 그리고 k=4일 때

의 함수 값으로 가정하고, 각각의 경우에 대해서

MR 커브를 그려 보았고, 실제 MR 커브를 추가해서

비교해 보았다. 결과적으로 MR 커브는 각각의 경우

에 얻어진 커브들의 합으로 구성된다. 각각의 파형

이 주기 및 기울기가 다른 함수를 닮았으므로 이들

의 합은 좁은 각도의 구간에서는 하나의 tangent 함

수를 닮을 수 있다고 가정할 수 있다. 이를 위해서

를 다음과 같이 가정하였다.








tan



     ≈tan

  (26)

 

합 빔의 3 dB 구간에서 식 (26)이 오차의 범위 안

에 들도록 하는 값을 계산에 의해 조사하였고, 계

산 결과 가 1.3이면 1.5 % 오차 이내의 값임을 알

수 있다.

식 (26)의 근사식을 식 (6)에 대입해서 MR 커브

를 얻은 후 실제 MR 커브와 비교하였다(그림 1 참

조). 시뮬레이션 결과, 합 빔의 3 dB 영역에서 식

(26) 근사식의 오차는 1.5 %(약 0.056도) 이하로 나타

나, 식 (26)에 의한 근사식의 타당성을 확인할 수 있

었다. 

Ⅴ. 결  론

Nickel이 제안한 모노 펄스 MR 커브는 합 빔에 곱

해지는 가중치 벡터의 미분 값을 차 빔의 가중치 벡

터로 이용하기 때문에, 기존의 입사각 추정 방법에

비해 높은 정확도를 산출하지만, 방정식에 대한 완

성된 수식이 없어 안테나의 조향 방향과 실제 수신

신호와의 차이로 인해 발생하는 오차가 발생할 경우

보상이 불가하였다. 본 논문에서는 등 간격으로 배

열된 모노 펄스 추적용 선형 배열 안테나에서 Nickel

이 제안한 ML 기반의 MR 커브를 수학적으로 유도

하였다. 방정식의 핵심이 되는 합 빔과 차 빔의 비는

배열 소자의 수와 배열 소자 간의 간격과 관련된 다

수의 tangent 함수들의 합으로 나타남을 보였고, 이

를 하나의 tangent 함수로 근사화하여 나타내었다. 

또한 시뮬레이션을 통해 위의 근사화 식을 이용한

곡선은 그림 3과 같이 Nickel의 모노 펄스 방정식의

MR 커브와 거의 일치함을 보였다.  
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