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호도법에 관한 교수학적 고찰

강 미 광 (동의대학교)

Ⅰ. 서론1)

삼각함수는 수학의 실용적 측면을 잘 보여주고 있는

개념으로, 사람이 직접 잴 수 없는 두 지점사이의 거리

측정에서 소리와 빛의 파동, 열전도 및 온도변화, 포식자

와 먹이 개체 변화에 이르기까지 거의 모든 분야에 활용

되고 있다. 주기적 현상을 나타낼 때의 삼각함수는 주로

단위원의 호를 이용하여 실수 집합 ℝ에서 ℝ로 가는 함

수로 정의하고 있는 반면, 우리나라 중등교육과정에서는

삼각함수를 각에 관한 함수로 다루고 있다.

직각삼각형을 이용해 정의된 삼각비는 예각에서만 정

의 가능하므로 모든 각을 대상으로 해야 하는 삼각함수

를 정의하기 위해서는 적절한 수학적 영역이 필요하다.

원은 모든 각을 표현할 수 있으면서도 직각삼각형을 내

포하고 있기 때문에 삼각비 개념을 삼각함수로 일반화시

키기에 좋은 수학적 제재이다. 그뿐 아니라 원은 자체가

무한히 반복되는 성질을 가지고 있으므로 주기함수를 표

현하기에 적절한 정의역이다. 우리나라 고등학교 교육과

정에서도 모든 각을 원위에서 나타내고 일반각 개념을

도입한 다음, 삼각함수를 일반각에서 정의하고 있다. 또

한 삼각함수를 각에 대한 함수뿐만 아니라 다양한 변수

에도 응용 가능하도록 새로운 각의 측도 라디안을 도입

하여 실수에 대한 함수가 되게 한다. 일련의 이러한 과

정은 형식 불역의 원리에 따른 수학적 개념의 일반화 과

정을 논리적으로 잘 보여주고 있으며, 합리성을 추구하

는 수학적 정신을 잘 반영하고 있다고 할 수 있다. 이처

럼 삼각비와 삼각함수는 실세계와 자연현상을 모델링하
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는 실용적 가치뿐만 아니라 수학교육적인 측면에서도 중

요한 가치를 지니고 있는 개념이므로 학생들이 교육과정

에서 유의미하게 학습해야 할 중요한 개념이다.

그러나 실제로 삼각함수는 학생들이 가장 어려워하고

학업성취도도 가장 낮은 단원이며, 교사들도 가르치기가

가장 까다롭다고 여기는 단원이다(김은실, 2007; 임재훈

외 2004). 삼각함수 학습에 대한 이러한 어려움은 교수

학습상의 측면뿐만 아니라(손혜경, 2009; 송은영, 2008)

교과서나 편제와 같은 교육환경의 측면에도 그 원인이

있다(장영수, 2006; 이상원 외, 2004). 삼각함수단원에 대

한 효과적인 지도를 위해서 교수학적 측면으로는 그래프

나 수학사, 교수학적 상황론을 활용한 수업 등이 제시되

기도 하고(김소정, 2009; 노아림, 2007; 심현주, 2007; 조

영제, 2002), 인지적 측면에서는 호도법에 대한 오개념

분석과 라디안의 본질에 대한 교수학적 분석에 관한 연

구(김완재, 2009; 남진영외, 2008; 김현웅, 2001)등이 이

루어지고 있다.

삼각함수를 제대로 이해하기 위해서는 호도법과 일반

각에 대한 개념 이해가 선행되어야 한다. 그러나 실제

수업은 라디안 도입의 필요성이나 개념자체의 이해보다

는 삼각함수 값을 구하고 여러 가지 계산이나 공식 유도

에 치중하고 있다. 그리고 대부분의 교과서는 ‘각을 라디

안으로 나타내어 단위를 생략하면 삼각함수는 실수로부

터 실수로의 함수가 된다.’ 라는 방식으로 전개하고 있으

나(김수환 외, 2009) 왜 그렇게 되는지에 대한 설명은 생

략되어 있다. 이는 각의 크기를 다른 측도로 나타내더라

도 단위를 생략하면 성립하는 성질로써, 원래는 라디안

이 가지고 있는 특성을 부각시켜 도입의 필요성을 말하

려는 의도였겠지만 그 의미가 전혀 제대로 전달되고 못

하고 있다. 오히려 학생들에게 ‘호도법이란 단위를 생략

하여 각의 크기를 나타내는 방법’이라는 오개념만 형성

시키고 있다.

본 논문의 목적은 교사가 삼각함수와 호도법에 관한
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수업준비를 할 때 생겨날 수 있는 의문점에 대해, 가능

한 한 고등학교 교육과정의 범주 안에서 해결할 수 있는

방안을 제시하는 것으로, 학교수학에서 제시된 호도법과

라디안에 대한 교수학적 지식들에 대해 수학적 정당성을

부여하고 학문적 지식과의 공극을 메우고 연결시키기 위

한 작업의 일환이다. 삼각함수의 첫 관문에서는 왜 호도

법과 라디안을 먼저 다루며, 꼭 필요한 개념인지? 호도

법1)의 단어자체의 의미는 호의 측도인데 왜 각의 측도

로 언급되는지? 삼각함수는 각의 함수인데 왜 라디안으

로 표현하면 실수로부터 실수로의 함수라고 하는지? 와

같은 의문에 대해, 삼각함수는 각에 대한 함수뿐만 아니

라 포괄적인 실변수 함수로 정의되기 위해 각의 측도에

호의 길이를 이용한 호도법을 도입한다는 관점으로 그

해답에 접근하고자 한다.

이 논문의 Ⅱ장에서는 호도법을 단어 자체의 뜻에 더

합당하도록 호의 측도로 보는 관점을 취하여 호도법이

각의 측도로써 수학적으로 정당한 측도임을 증명하였고,

각의 측도에 호도법을 차용하는 과정에서 라디안 단위

개념이 생겨날 수밖에 없음을 보였다. 그리고 라디안이

가진 각의 측도이자 호의 측도인 양면성을 이용해 교과

과정에서 ‘각을 라디안으로 나타내어 단위를 생략하면

삼각함수는 실수로부터 실수로의 함수가 된다.’라고 말할

수 있는 근거를 제시하였다. Ⅲ장에서는 고등학교과정에

서 처음 도입되었다고 생각되는 라디안 개념이 사실은

교육과정에서 내면적으로는 호의 길이라는 이름으로 전

개되어 온 개념이므로 이를 표면화시켜 라디안 개념과

연결시키는 교수방안을 제시하였다.

Ⅱ. 각의 측도

1. 교육과정에서의 각과 각의 측도

각의 측도는 각이 가지고 있는 어떤 내적 성질의 크

기를 결정하는 것이기 때문에 각의 본질을 어떻게 해석

하느냐에 따라 달라진다. 각을 보는 관점에 따라 역사적

으로 각의 본질은 직진과 꺾이는 성질, 두 직선 사이의

관계, 회전량으로 파악되기도 하고 세 가지 측면을 다

1) 이 논문에서는 호도법이란 단어의 의미에 충실하고자 호의

크기를 나타내는 호의 측도를 의미한다.

가진 것으로 파악되었다(이무현, 1999). 또한 각은 정적

인 측면에서는 두 반직선에 의해 만들어진 점들의 집합

이나 두 반평면으로 교집합으로 볼 수 있고 동적인 측면

에서는 그것을 만들고 있는 두 반직선을 일치시키고자

할 때 돌려야 하는 반직선의 회전량으로 볼 수 있다(이

종희, 2001). 현재 학교수학과 유클리드 기하학에서는 각

의 본질을 회전량으로 파악하고 두 각의 합동은 각의 크

기가 같을 때로 정의하고 있다.

이와 같이 각의 측도에 사용되는 내적 성질은 각의

회전량이다. 각의 측도로는 직각, 육십분법, 호의 길이,

현의 길이와 RPM(revolution per minute) 등이 사용되

고 있으며 국제단위계(SI 유도단위계)에서는 라디안을

각의 단위로 채택하고 있다.

우리나라 학교수학에서는 초등학교 3학년 도형단원에

서 각을 ‘한 점에서 그은 두 직선으로 이루어진 도형’으

로 정의한 후, 색종이를 두 번 접는 활동을 통해 한 바

퀴 회전량의 1/4를 직각으로 도입한다(교육인적자원부,

2009). 초등학교 4학년 측정단원에서 은 직각 크기

의 1/90로 정의하고 고등학교 1학년에서 라디안 단위가

정식으로 정의되기 전까지는 모든 각의 크기에 도

(degree)를 사용한다. 삼각함수를 다루기 위해서는 모든

각의 크기에 대해 정의할 수 있는 방법을 모색해야 하므

로, 고등학교에서는 원을 이용하여 각의 동경이 시초선

에서 꼭짓점 둘레를 회전한 양에 따라서 보다 큰

각의 크기를 재고 회전 방향에 따라 양, 음이 정해지도

록 각의 개념을 확장한다. 그리고 호의 길이와 중심각의

크기가 비례하는 성질을 이용하여 호의 길이가 반지름의

길이와 같을 때의 중심각의 크기를 1라디안으로 정의한

다. 라디안을 단위로 하여 각의 크기를 나타내는 방법을

호도법으로 부르고 각도를 호도법으로 나타낼 때는 관습

상 단위를 생략한다고 언급하고 있다(우정호 외, 2009;

김수환 외, 2009). 삼각함수는 호도법으로 나타낸 일반각

을 이용하여 각의 크기가 라디안인 동경이 주어졌을

때, 반지름이 인 원과 동경과의 교점 를 이용하

여 sin  

 cos  


로 정의한다. 실제로 삼각함

수에서 정의역의 실수는 라디안으로 측정한 각의 크기에

서 단위를 제외한 값이고 치역에서의 실수는 길이의 비

로 나타나는 실수이다.
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2. 호도법의 수학적 정당화

이 절에서는 호도법이 각의 측도로서 수학적으로 정

당화될 수 있음을 보이고자 한다. 각의 측도가 되기 위

해서는 모든 각에 대해 정의될 수 있어야 하고 각의 회

전량에 대한 정보를 수치로써 표현해야 하므로 각의 측

도는 모든 각의 집합 를 정의역으로 가지는 실수값

함수   → ℝ로 해석할 수 있다. 이 각의 측도

로서의 역할을 하려면 적어도 다음의 조건을 갖추어야

한다(Barra, 1981; Wikipedia).

(a) 모든 각의 크기를 표현할 수 있어야 한다.

(b) 두 각  이 합동이면,  이

성립하여야 한다.

(c) ≥ 

(d) ∅  

(e) 서로 소인 각의 열  
∞ 에 대해

∪
∞   

  

∞

 이 성립한다.

조건 (a)와 (b)는 함수가 되기 위한 조건이고 (c), (d),

(e)는 측도가 되기 위한 조건이다. 우리는 다음과 같은

논리적 절차로 각의 크기를 반지름이 로 주어진 원주

상의 호의 길이로 재는 호도법이 수학적으로 정당함을

보이고자 한다. 여기서 는 반지름이 인 원주상의 호

의 집합이고 는 수직선상의 구간들의 집합으로 둔다.

(i) 모든 각 은 반지름이 인 원주상의 호 와

일대일 대응한다.

(ii) 원주상의 호 는 같은 길이를 가지는 수직선의

구간 와 일대일 대응한다.

(iii) 구간  에 대해   의 길이)로 정의된

는 의 측도함수임을 이용해 각 ∈에

대해    로 정의하면

도 상의 측도함수가 된다.

(여기서   는 호의 길이를 의미한다.)

1) 각과 호의 일대일 대응

모든 각은 유클리드 기하학의 합동공리군의 네 번째

공리2)에 의하면, 주어진 임의의 각은 원하는 평면의 원

하는 쪽으로 유일하게 옮길 수 있기 때문에 모든 각은

원점 O를 중심으로 하는 중심각으로 생각할 수 있다(홍

승표, 2005; Hilbert, 1971).

<그림 1> 원위에서 각과 호의 대응

원점 O에서 시작하는 두 반직선 OX  OP가 이루는

도형인 ∠XOP 가 주어져 있다고 하자. 점 O를 중심으

로 <그림 1>과 같이 반지름이 인 원을 그리고 반직

선 OX  OP와의 교점을 각각 B  A라 두면 ∠XOP
에 대해 호BA가 결정된다. 이와 같은 대응을 라 두

면 는 모든 각의 집합  에서 반지름이 인 원위에서

의 호의 집합  으로 가는 일대일 대응 함수가 된다.

즉, 는 다음 세 가지 조건을 만족한다.

(a) 의 정의역은 이다.

(b) 두 각  가 합동이면  이

성립한다.

(c) ∘   이고 ∘  를 만족하는 함수

   → 가 존재한다.

실제로 조건 (a)는 유클리드 기하학의 합동공리군에

의해 임의의 각은 점 O를 꼭지각으로 가지는 각으로 이

동할 수 있으므로 성립한다. 조건 (b)는 유클리드 기하

학에서 두 각  가 합동일 때는 각의 크기가 같을

때이고, 중심각의 크기가 같으면 같은 원위에서 대응하

는 두 호 와 의 길이도 같다. 따라서 두

호는 서로 합동이므로 (b)가 성립한다. 또한 원점을 중

심으로 하고 반지름이 인 원위에서 임의의 호AB 에

대해 AB  ∠AOB로 정의하면 는  에서 

로 가는 함수가 되고 조건 (c)를 만족하므로 는 전단사

함수가 된다(Pinter, 1971). 이와 같이 모든 각의 집합

2) ∠를 한 평면 에서의 각이라 하자.  ′은 평면 ′
상의 영역이라 하고 한 쪽 영역이 지정되어 있다고 하자. ′
은 ′의 반직선으로서 한 점 O ′에서 방사한다고 하면 ′ 상

에는  ′ 의 지정된 쪽으로 각 ∠와 합동이 되는 각

∠′′을 만드는 단 하나의 반직선 ′가 존재한다.
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은 반지름이 인 원에서의 호의 집합 와 에 의해

일대일 대응되므로 집합적으로 각과 호는 동일시 할 수

있다.

2) 호와 구간의 일대일 대응

먼저, 수직선을 반지름이 인 원위에 배치하는 방법을

생각해 보자. 실수축의 0이 되는 점을  에 두고 양

의 실수축은 반지름이 인 원위에서 반시계방향으로 감

고 음의 실수축은  에서 시계방향으로 원주에 감는

다고 하면 모든 실수는 반지름이 인 원위의 점과 대응

되고 ℝ상의 구간은 호의 형태로 나타날 것이다. 즉, 임

의의 실수 가  이면 출발점  에서 반시계방

향으로 호의 길이가 가 되는 단위원 상의 점과 대응할

것이고    이면  에서 시계방향으로 호의 길이

가 가 되는 원 위의 점과 대응할 것이다.

<그림 2> 수직선을 반지름인 인 원에 감는 방법

이러한 대응을 수학적으로 표현하기 위해, ℝ을 길이

가 인 구간들    ∈ℤ로 분

할하고, 중심이  이고 반지름이 인 원을 회전한

횟수 에 따라 구별하기 위해 극좌표를 이용해

    ≤   이라 두자. 실수

∈ 에 대해   cos sin
로 정의하면 는 구간  에서 

으로 가는 함수가 되며 이것이 전단사임은 쉽게 증명되

어진다.

의 정의역이 서로 소이므로  ∪∈ℤ 이라 두

면 는 ∪∈ℤ  에서 ∪∈ℤ로
가는 함수가 되며 전단사 성질을 보존한다. 여기서

∪∈ℤ라 두면,  ℝ→ 에 의해 유도된 함

수3)   ℝ → 는 가 전단사이므로 도 전단

3) 함수   →가 주어지고 의 부분집합  에 대해

사함수이다(Pinter, 1971).

는 ℝ상의 구간을 길이가 같은 반지름이 인 원주

상의 호로 보내므로 정의역을 ℝ상의 구간들의 집합인

로 제한하면 함수 는 를 치역으로 가진다. 전단사

함수의 의 제한함수도 전단사이므로   →  는 일

대일 대응함수가 된다. 따라서 의 역함수   → 

가 존재한다. 여기서 는 의 역함수를 라 두었을 때

앞의 과정과 같은 방법으로 유도된 함수와 같으며, 반지

름이 인 원주상의 호를 같은 길이를 가지는 실수축 위

의 구간과 일대일 대응시킨다.

3) 각의 측도로서의 호도법

모든 각의 집합을  라 두고 반지름이 인 원상의 호

의 집합을 , 를 수직선상의 구간들의 집합이라 두

면, 앞에서 정의한 함수   → 와   → 는 각

각 일대일 대응함수이므로 합성함수 ∘  →도

일대일 대응함수이다.

수직선상의 구간 ∈에 대해  를 구간  의

길이로 정의하면    →ℝ는 조건 (a)∼(e)를 만족

하므로 상의 측도함수이다(Barra, 1981).

호 ∈에 대해  로 정의하면

   →ℝ은 가 일대일 대응함수이고 가 측도

함수라는 성질 때문에 조건 (a)～(e)를 만족하므로 상

의 측도함수가 된다. 여기서 는 호 의 길이로,

호의 길이는 호의 측도로써 수학적으로 정당화될 수 있

음을 알 수 있다.

또한 각 ∈ 에 대해  ∘로

정의하면 은 ∘ 가 전단사이고 가 측도함수라

는 성질에 의해 상의 측도함수가 된다. 여기서

  ∘  이고 는

반지름이 인 원에서 각 를 중심각으로 가지는 호이

므로 는 반지름이 인 원에서 각 를 중심각으

로 가지는 호의 길이이다.

  ∈로 정의하면 는 의 멱집합 

에서 의 멱집합 으로 가는 함수가 되며 가 전단사이

면 도 전단사이다.
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이와 같이 각 의 측도를 반지름이 인 원에서 를

중심각으로 가지는 호의 길이로 재는 호도법은 수학적으

로 정당한 각의 측도임을 알 수 있다. 이때 반지름의 길

이는 어떤 양수가 되더라도 각의 측도로서 사용가능하므

로 반지름의 길이가 가장 간단한 값인 1을 가지는 경우

를 택하는 것이 가장 합리적일 것이다.

3. 라디안 개념의 필요성

1) 라디안의 도입배경

각 의 크기를 반지름이 인 원주상의 호의 길이로

재는 호도법은 수학적으로 정당한 측도이긴 하지만 각의

크기를 호의 측도를 이용해 표현할 때, 문제점이 하나

발생한다. 각의 크기는 반지름의 크기에 영향을 받지 않

지만, 각에 대응되는 호의 길이는 원의 반지름의 길이에

따라 변한다는 것이다. 이처럼 호의 측도를 각의 측도로

바로 사용하기에는 부적합하므로 반지름이 서로 다른 원

에서도 각의 측도가 변하지 않도록 약간의 조정이 필요

하다.

<그림 3> 각의 크기와 호의 길이

<그림 3>과 같이 60분법으로 각의 크기가 인 각

이 주어져 있다고 하자. 중심각의 크기와 호의 길이는

정비례하므로 이들의 관계를 다음과 같이 나타낼 수 있

다. 각의 크기가 인 중심각의 호의 길이를 이라 하

면

     

 


×   


× 


이므로

 


× 


… (*)

이 성립한다. 이 식에서 는 반지름 과 의 길이에

따라 달라진다. 그러나 각의 크기 는 실제로 원의 반지

름에 의해 영향을 받지 않아야 하므로 식(＊)을 이 소

거되는 형태의 식으로 변환시켜야 한다. 식 (*)에서




은 상수이므로 분모의 이 소거되기 위해서는 호의

길이 을 × ₀ 형식으로 표현하는 것이 바람직하다.

<그림 3>에서  


× 


이고  


×′
′

이므

로 


 ′
′

이라는 관계식을 얻을 수 있다. 여기서




 ′
′
 ₀ 라 두면

 


× ₀ … (**)

이라는 식이 성립하고 식 (**)에서 각의 크기를 나타

내는 실수 는 더 이상 반지름의 길이에 영향을 받지

않는다. 이처럼 호의 측도인 호도법을 각의 측도로 이용

하기 위해서는 호의 길이를 반지름의 길이에 영향을 받

지 않도록, 반지름의 길이에 대한 상대적 크기인

₀ 

반지름의길이

호의 길이
로 나타내야 한다. 이것이 바

로 각의 측도 라디안(radian)을 정의하게 된 배경으로,

각의 크기를 육십분법인 degree로 나타내면 이고 라

디안으로 나타내면 ₀rad반지름의길이
호의 길이 rad이다. 원

주의 길이는 이고 

 radrad 이

므로

  rad   ₀ rad
이 성립한다. 즉 도(degree)는 한 바퀴의 회전량을 360

등분한 을 단위로 가지는 각의 측도이고 라디안은

한 바퀴의 회전량을 등분한 rad을 단위로 하는 각

의 측도이다.

한편, 반지름의 길이에 대한 호의 상대적 크기인

₀ 

는 반지름의 길이가 1인 원에서는 크기가 ₀rad

인 중심각의 호의 길이로 볼 수 있으므로 일반적으로 각

의 측도로 사용하는 라디안은 반지름의 길이가 1인 원에

서는 호의 측도로 간주될 수 있다.

2) 원함수

여기서는 삼각함수를 각에 대한 함수가 아니라 바로
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실변수 실가함수로 정의하는 원함수 정의 방법을 이용해

현재 고등학교에서 정의하는 삼각함수를 왜 각의 크기를

라디안으로 표현하면 ℝ에서 ℝ로 가는 함수라고 말하고

있는지에 대한 수학적 근거를 제시하고자 한다.

일반적으로 삼각함수를 정의하는 방법은 우리나라 교

육과정처럼 각에 대한 함수로 정의하는 방법과 각과 상

관없이 실수에 관한 함수로 정의하는 방법이 있다.

<그림 4> 교육과정에서 삼각함수의 정의

<그림 4>는 현행 중등교육과정에서 삼각함수를 정의

하는 방법으로, 반지름이 인 원을 이용하여

sin  

 cos  


 tan  


로 정의하므로 독립

변수 는 각의 차원이고 sin 는 

로 무차원인 실수

이다. 여기서 는 각의 측도에서 단위를 생략한 실수만

을 가져왔기 때문에 ‘각을 라디안으로 나타내어 단위를

생략하면 삼각함수는 ℝ에서 ℝ로 가는 함수이다.’라고

주장할 수도 있겠지만 이는 각의 크기를 도(degree)로

나타내더라도 성립하는 성질이므로 부적절한 설명이다.

실제로 각의 크기를 도로 나타내어 사인함수의 그래프를

그리면 가 0에서 360까지 움직이는 동안 sin는 -1과

1사이를 움직이므로 축의 단위길이와 축의 단위길이

를 달리할 수밖에 없다(Toeplitz, 2006). 따라서 원하는

정보가 그래프에서 제대로 나타나지 않아 각의 크기를

도로 선택하면 비실용적이다.

삼각함수를 바로 실수에 관한 함수로 정의하는 방법

은 주어진 실수 에 대해, 방향을 감안한 반지름이 1인

원에서 원주상의 호의 길이가 인 점의 좌표가  

일 때    cos sin로 정의한다( <그림 5>)

(Callahan & Hoffman, 2005; Varberg & Purcell &

Rigdon, 2000).

<그림 5> 원함수의 정의

이때 정의되는 사인과 코사인 함수는 각도에 관계없

는 실수에 관한 함수가 되며 단위원을 이용해 정의되었

으므로 원함수4)라고 불린다. 원함수는 호의 길이 를 독

립변수로 가지고 sin 도 호의 끝점과 축과의 거리이

므로 독립변수와 종속변수가 길이 차원으로 동질량이다.

한편, 각의 크기를 호도법을 사용하여  rad으로 나타

내면 는 반지름이 1인 원에서는 주어진 각의 호의 길

이가 가 되므로 <그림 4>에서 정의된 삼각함수 값은

sin  

  cos 


는 <그림 5>의 원함수

로 정의된 sin와 값이 같아진다. 이와 같이 삼각함수를

정의하는 두 가지 방법이 일치하게 되므로, 각을 라디안

으로 나타내어 단위를 생략하면 원함수처럼 ℝ에서 ℝ
로 가는 함수로 볼 수 있다.

Ⅲ. 호도법 개념 정립을 위한 교수방안

학교수학에서의 삼각함수는 각의 측정단위를 호도법

인 라디안으로 측정하게 되는데, 학생들은 그동안 각도

의 크기를 잴 때 60분법의 도(degree)로만 익숙해져 있

는 탓에 고등학교에서 새로이 배우는 라디안에 적응하기

가 쉽지 않다. 그러나 호도법이란 단어는 고등학교에서

처음 도입되지만 이와 관련된 내용은 실제로 초․중등교

육과정에서 호의 길이라는 개념으로 다루어져 왔으므로

그러한 개념들을 배울 때 호도법 개념이 좀 부각되도록

하는 교수방안을 생각해 보기로 하자.

1. 초등교육과정

4) 원함수는 wrapping function이라고도 불리며 이때 사인과

코사인 함수는 각각 ℝ에서 ℝ로 가는 함수로 정의된다. 고

등학교과정에서는 원을 매개변수 를 이용하여   cos
  sin로 표현한다.
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각의 크기를 잴 때 호의 길이를 이용하는 아이디어는

각도 를 정의하는 초등학교 4학년에서 각도기의 눈

금을 자세히 살펴보면 알 수 있다. 직각을 바탕으로 초

등학교 4학년에서 를 직각 크기의 


로 정의하고 2

직각인 평각을 180등분한 각도기를 이용하여 다음과 같

이 도입하고 있다(교육과학기술부, 2009).

<그림 6> 직각과 도의 관계

여기서 <그림 6>의 오른쪽에 나타난 각도기의 눈금

을 자세히 살펴보면 중심부분은 좁아서 각의 크기의 기

본단위인 를 표현하기 힘들므로 각도기의 가장자리

인 반원의 길이를 180등분하여 한 눈금을 로 한 것

임을 알 수 있다. 즉 각도기의 눈금표시에서 각의 크기

가 호의 길이와 비례한다는 성질이 암묵적으로 이용되었

음을 짐작할 수 있다.

호의 길이에 대한 호도법의 개념은 원주율에서도 찾

아볼 수 있다. 초등학교 6학년의 측정영역에서는 병이나

캔과 같은 원 모양을 가진 사물의 지름과 원주를 직접

측정해보는 활동을 통해 원에서 원주와 지름의 길이비가

일정하다는 사실을 인식하게 하고 이를 원주율이라 정의

한다. 원주율은 수학적으로는 3.14159…이지만 초등학교

에서는 보통 3.14로 약속하고 원의 넓이를 구할 때 활용

한다. 원주율은지름의 길이
원주의 길이

로 정의되어 단위나 차원이

없는 실수이지만 지름의 길이가 1인 원에서는 길이 차원

을 가지는 원주의 길이로 해석할 수 있다. 그러므로 초

등학교에서 원주율을 배울 때, 반지름이 1cm인 원에서

원주의 길이나 반원의 길이를 구하는 문제도 함께 다루

어 준다면, 중학교 1학년의 부채꼴 단원에서 호의 길이

를 계산할 때 원주율 가 나타나는 것을 자연스럽게 받

아들일 수 있을 것이다.

2. 중학교과정에서 호도법

중학교 교육과정에서 호의 길이와 관련된 내용은 1학

년 기하영역에서 부채꼴의 중심각과 호의 관계라는 주제

로 다루어지며, 바퀴살의 간격이 일정한 수레바퀴를 이

용하거나 원을 한 번, 두 번, … 접어가는 활동을 통해

부채꼴의 중심각의 크기와 호의 길이의 관계를 직관적으

로 이끌어내고 있다(우정호 외, 2009; 정순영 외, 2009).

이런 직관적인 이해를 바탕으로 중학교 1학년에서는 다

음과 같은 내용으로 부채꼴의 중심각과 호의 관계를 학

습한다.

(a) 한 원에서 중심각의 크기가 같은 두 부채꼴의 호

의 길이는 같다.

(b) 한 원에서 부채꼴의 호의 길이는 중심각의 크기에

정비례한다.

(c) 반지름의 길이가 이고 중심각의 크기가 인

부채꼴의 호의 길이 은   ×


이다.

성질 (c)에서 알 수 있듯이 호의 길이는 원주의 길이

에서 비롯되므로 대부분 와 연관되어 표현된다. 중

학교에서 원주율은 문자 로 나타내기 때문에 학생들은

를 크기를 가진 수가 아니라 기호로만 생각하는 경향

이 있다. 호의 길이는 크기를 가늠하는 것이므로 를

원주율이라기보다는 숫자라는 측면이 잘 부각될 수 있도

록 다루어져야 할 것이다.

<그림 7> 등분한 호의 길이

예를 들어, 호의 길이를 공식 (c)에 의해서만 구할 것

이 아니라 <그림 7>과 같이 원주를 2등분, 3등분, 4등

분, …, 등분, 등분하여 분할되는 호의 길이를 구하게

하는 경험을 갖게 된다면, 는 항상 각의 크기라고
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생각하는 고등학생들의 오개념을 줄일 수 있을 것이다.

호의 길이에 대한 충분한 학습이 되었다면 호의 길이

가 먼저 주어진 경우, 그에 따른 중심각의 크기를 구하

게 함으로써, 호의 길이로 중심각의 크기를 의사소통 가

능함을 인식할 수 있도록 해야 한다.

<그림 8> 중심각과 호의 길이

반지름이 1인 원에서 호의 길이가 인 중심각의 크기

는 이고 호의 길이가 


 


, 


인 중심각의 크

기는 각각 ,  이라는 것을 인식할 수 있

도록 하자는 것이다. 여기서 호의 길이를 의 배수만으

로 다루면 호도법은 항상 가 있어야 한다는 오개념이

형성될 수도 있으므로 호의 길이가     ⋯일

때도 함께 다루어 주는 것이 좋다.

3. 고등학교 과정에서의 호도법

라디안의 개념을 처음 배우는 고등학교 1학년 학생들

은 이전까지는 각의 크기를 육십진법인 도(degree)만을

사용해 왔으며 새로운 각의 측도가 생소한데다 재는 관

점이 각의 차원이 아니라 길이차원으로 전혀 달라지기

때문에 인지적 장애를 갖기 마련이다. 그러나 라디안은

삼각함수를 다룰 때 각의 측도를 도로 사용하는 것보다

많은 장점을 가지고 있고, 각에 대한 국제단위로도 통용

되는 반드시 습득해야 할 개념이므로 라디안의 도입 필

요성과 유용성에 관한 측면이 좀 더 학생들에게 드러나

도록 다루어져야 할 것이다.

앞에서 언급했듯이 라디안의 개념은 각의 측도를 호

의 측도를 이용해 사용하는 과정에서 생겨난 것으로, 각

의 크기가 라디안이면 반지름이 1인 원에서 이 각에

대한 호의 길이는 이다. 그래서 라디안 단위를 생략한

는 각의 크기와 호의 길이를 동시에 나타내며, 이러한

양면성 때문에 부채꼴의 호의 길이나 넓이에서 각의 단

위를 라디안으로 취하면 식이 간단해진다.

또한 각의 크기를 라디안 단위를 사용하여 라디안으

로 나타내면 는 단위원에서의 각에 대응하는 호의 길

이이므로 lim
→


sin
 이 성립한다. 이는 삼각함수의 미

분정의에서 결정적인 역할을 하는 극한값으로 이로 인해

sin′ cos cos′   sin와 같이 도함수가 간단하

게 나타난다. 그러나 각의 측도를 도로 나타내면

lim
→


sin



이므로 도함수는 sin′ 

 cos 

sin′
 cos , cos′ 

 sin  가 되어 식이

복잡해진다. 아래 표에서 첫 번째 열 는 각의 크기를

라디안으로 나타낸 값이고 두 번째 열 은 각의 크기를

도로 나타낸 것이며, 세 번째 열은 sin의 값이다.

표 1. 라디안과 sin의 비교

극한값 lim
→


sin
 는 교과서에서는 단위원의 부채꼴

의 넓이와 부등식을 이용해 증명하고 있지만 실제로 이

와 같이 표도 같이 보여주어 학생들의 직관적인 이해를

돕는다면 논리적인 증명이 더 의미를 가질 수 있을 것이
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다.

현재 교과과정은 <그림 4>에서와 같이 반지름이 

인 원에서 삼각함수를 sin  

로 정의하기 때문에

독립변수 와 함숫값 sin의 의미가 직관적으로 표현되

지 않고 그래프와도 직접적으로 연결되지 못하고 있다.

반지름이 1인 원에서 삼각함수를 다룬다면 라디안으로

표시된  와 sin가 가지는 의미를 보다 직관적으로

알 수 있고 sin의 그래프도 매끄럽게 연결될 수 있으므

로 학생들에게 삼각함수 개념과 그래프의 의미를 보다

깊이 이해시킬 수 있다. 또한 대학교에서 주기함수의 하

나로 도입되는 삼각함수의 정의방법과도 일치시킬 수 있

으므로 삼각함수를 단위원에서 다루는 교수방법을 잘 활

용할 필요가 있다.

V. 요약 및 결론

고등학교에서 1라디안은 반지름의 길이와 같은 호를

가지는 중심각의 크기로 정의하고 호도법은 1rad을 단위

로 하여 각의 크기를 나타내는 방법으로 정의하고 있다.

이미 중학교 교과서에서 ∠와 같이 도형인 각

과 실수인 각의 크기를 따로 구별하지 않고 사용하여 온

탓에 고등학교 교사용 지도서의 지도상의 유의점에도

‘호도법을 이용하여 각이 실수로 표현됨을 이해하게 한

다’라고 적혀있다(김수환 외, 2009). 이처럼 각과 각의 측

도가 엄밀히 되어 있지 못하는 풍토에다가 호도법으로

각의 크기를 나타낼 때는 라디안 단위를 생략한다고 되

어 있으니 배우는 학생들의 입장에서는 다양한 오개념을

갖기 마련이다.

학생들 입장에서는 라디안을 처음 도입했을 때는 도

(degree)와는 체계가 다른 새로운 각의 측도로 받아들

였었는데 어느새 라디안 값은 원에서의 호와 반지름 길

이의 비율이기 때문에 무차원인 실수로 받아들여야 한다

니 혼란이 일어날 수밖에 없다. 혹자는 라디안의 속성이

원래부터 각의 크기와 동질량의 비라는 두 측면을 가지

고 있다는 견해를 가지고 있고(남진영외, 2008), 혹자는

후자의 라디안 개념은 물리학에서 수학적으로 잘못된 개

념을 편의성을 위해 무차원 단위로 받아들이고 있다고

반박한다(김완재, 2009). 이처럼 라디안 개념은 속성자체

가 논란의 여지를 가지고 있으므로 교사는 라디안에 대

한 교수학적 분석을 철저히 하고 학생들이 가질 수 있는

학습장애를 이해하고 적절하게 처방할 수 있어야 한다.

한편, 원은 자체가 순환성을 가지는 도형이므로 정의

역을 수직선보다는 주기를 원주의 길이로 가지는 원에서

생각하는 것이 효율적이다. 예를 들어, 축을 시간 에

관한 변량으로 잡으면 주기함수의 그래프는 주기 마다

같은 모양으로 반복되므로 먼저 수직선을 함수

 ℝ→ 에 의해 반지름이 


인 원주 상으로

보내면     정수이 성립한다. 우리

나라 교과과정에서도 삼각함수가 일반각 (단 

은 정수)에서 정의하기 때문에 삼각함수는 주기성을 띠

게 되는 것으로, 여기서 일반각은 에 해당한다. 이

처럼 일반각은 삼각함수의 주기성을 나타내는 데 결정적

인 역할을 함에도 불구하고 현재의 교과과정에서는 그

의미가 소홀히 다루어지는 경향이 있다. 실제로 2007년

개정 교육과정에서는 제7차 교육과정의 심화과정에 있던

주기함수로서의 삼각함수의 활용예의 제시가 삭제되었

다. 그러나 대학교과정에서 삼각함수는 주기함수의 관점

에서 정의되고 활용되고 있으므로 연계성을 감안해서라

도 일반각과 삼각함수의 주기적 현상에서의 활용은 좀

더 부각될 필요가 있다고 생각한다.

현재의 교육과정은 라디안을 정의한 다음, 바로 육십

분법으로 변환시키는 방법에만 치중하므로 학생들이 라

디안의 의미를 깨닫기 힘들다. 실제로 라디안의 본질적

개념은 반지름의 길이를 단위로 하여 호의 길이를 측정

하는 방법이고 각은 크기를 나타내는데 그것을 차용해서

쓰고 있는 것이다. 이와 같이 호의 길이로서 각의 크기

를 재는 발상인 호도법에 대한 아이디어가 학생들에게

정착화 될 수 있도록 수직선을 원에 감아보는 활동이나

원위에 감긴 선을 직선으로 펼쳐보는 활동 또는 사고실

험을 권고하는 바이다. 초․중등 교육과정에서 호도법

개념 정립을 위한 예비 학습으로 제시된 교수방안이 교

사들에 의해 학습지도에 실제적으로 실천되고 도움이 되

기를 기대해 본다.
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A Didactical Analysis on Circular Measure5)

Mee Kwang Kang
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The purpose of this study is to provide mathematical knowledge for supporting the  
didactical knowledge on circular measure and radian in the high school curriculum. We show 
that circular measure related to arcs can be mathematically justified as an angular measure 
and radian is a well defined concept to be able to reconcile the values of trigonometric 
functions and ones of circular functions, which are real variable functions. Radian has 
two-fold intrinsic attributes of angular measure and arc measure on the unit circle, in 
particular, the latter property plays a very important role in simplifying the trigonometric 
derivatives. To improve students's low academic achievement in trigonometry section, the 
useful advantage and the background over the introduction of radian should be preferentially 
taught and recognized to students. We suggest some teaching plans to practice in the class of 
elementary and middle school for enhancing teachers' and students' understanding of radian. 
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